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SBorttJort- 


3)er  belannte  äRetljobiler  unb  äRatljematifer  ÄorlÄoppe 
jagt  in  bct  SBorrebe  ju  feiner  „Äritljmetif  unb  Algebra 
für  ben  @d^ul=  unb  ©elbftunterridfjt"  u.  a.  folgenbeS: 
„Sßäljrenb  in  ber  ©eometrie  ber  3nl)alt  ber  Seljrfäfee  Der* 
möge  feiner  Änfdjaulidjfeit  Don  ben  Sattlern  mit  großer 
Seidfjtigfeit  erfaßt  wirb,  unb  fo  als  alleinige  Aufgabe  ba3 
ridjtige  SSerftänbniS .  be8  S3etoeife^  übrig  bleibt,  bietet  in  ber 
Slritljmetif  ber  abftrafte  Snljalt  ber  ©äfee  unb  bie  gorm 
ber  83ett>ei8füljrung  in  allgemeinen  Rtifytn  bem  %xl* 
fänger  eine  jtoeifadje  ©d&nrierigfeit  bar." 

tiefer  Äußerung  ÄoppeS  bürfte  tooljl  jeber  Seljrer  ber 
allgemeinen  Slritljmetil  unbebingt  juftimmen. 

Um  bie  (Erlernung  ber  &a$Unlt1)xt  für  bie  Sattler  ju 
erteiltem,  ift  t>on  bebeutfamer  ©eite  ber  SSorfd&tag  gemalt 
toorben,  bie  toeit  anfd&aulidjere  ©eometrie  ber  abftraften 
$ritf)metif  im  ©dfjulunterrid&t  fcoraufgeljen  ju  laffen.*) 
Slnbere  Autoren  Don  gutem  Stange  wollen  wegen  ber  ©djttrierig* 
feiten,  toeldje  bie  ßatjlenleljre  infolge  iljre«  abftraften  S^arafterS 
bem  Äernenben  barbietet,  bie  t^eoretifd^en  ^Belehrungen 
auf  ein  „möglid&ft  geringes  9Raf$  befdfjränfen".  So  Ijodfj 
audfj  ber  formale  unb  praftifdfje  SBert  ber  Slntoenbungen  ber 
aritl)metifd(jen  Seljren,  alfo  ba3  {Rennen,  ju  fdfjäfcen  ift,  fo 
erfdjeint  bodfj  anbererfeitö  eine  ju  ftarfe  Sefd&ränfung  ber 
Xljeorie  ber  2lritf)metif  burdf)au3  bebenflidf).    SRamentlidf)  Ijftlt 

*)  /,8eitf*rift  für  mat%  u.  natu*».  Unterricht"  mm  fr  (£.  JB.  $off* 
mann,  XL  Saljraang,  Seite  343. 
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VI  SBorfcort. 

ber  SSerfaffer  an  ber  gorberung  feft,  ba%  ber  ©d&üler  eine 
Höre  einfielt  in  ben  ftyftematifdjen  Aufbau  ber  &a$Un* 
lefire  t>on  ber  natürlichen  Saljl  an  bis  jur  allgemeinen  lom- 
plejen  ßafilform  gewinnen  mufc.  S)enn  1)  bietet  gerabe  bie 
tljeoretifd&e  ©eite  ber  allgemeinen  Äritfimetif  einen 
geeigneten  ©toff,  ja,  eine  waljre  gunbgrube  jur  for- 
malen ©eifteSbilbung;*)  2)  ein  mit  tüchtigen  ttjeoreti* 
fdjen  SenntniffeU/auSgerüfteter  ©dfjfiter  wirb  fidfj  auf 
bem  SSoben  ber  SßrajiS  weit  fixerer  nnb  mit  größerem 
©rfotg  bewegen  als  ein  fotdfjer,  welker  nur  über  ein 
geringe»  tljeoretifdfjeS  Sonnen  toerfügt**)  S)er  Unter* 
rid&t  in  ber  SSudfjftabenredjnung  Ijat  alfo  auef)  bie  ttyeoretifd&e 
©eite  biefer  Sßiffenfdjaft  woljl  ju  Pflegen. 

@oß  aber  eine  grünblidfje,  erfolgreiche  Durcharbeitung  beS 
tljeoretifd&en  ©toffeS  bei  burdjauS  billigen  Slnforberungen 
an  bie  gaffungSfraft  be3  fiemenben  gelingen,  fo  mufj  bie 
metljobifd&e  Darbietung  be3  ©toffeS  ba3  bisher  nodfj  öielfadfj 
befolgte   wiffenfd&aftlid&e  33erfaf)ren  ber  Debuftion   in   be* 

*)  „SBaS  ben  SBert  bcr  inbultiben  SKetljobe  betrifft,  fo  gebe  id& 
benfetben  für  alle  tateintofen  ©d&uten  unb  für  ©d&üter  mit  geringer  alfc 
gemeiner  Begabung  unb  langfamem  SDenfen  nnbebingt  unb  in  bottem 
Umfange  &u.  $odf)  ift  auej)  für  $umanifiifd()e  Stnftalten  bie  Sttetljobe, 
öon  ben  befannten  Xtjatfad&en  be$  Satylenrecljnena  au8&ugei)en, 
unb  bie  SBejie^ungen  ber  Sftedfjenregeln  jur  Geometrie  jur  ©er* 
anfdfjautidjuug  biefer  Regeln  &u  benufcen,  ganj  jtoeifelloJ  ju 
empfehlen.  Um  fo  ntetyr,  ba  bie  allgemeine  Älage  über  ben  abftraften 
(&l)arafter  ber  SBudjftabenredjnung  unb  bie  barauS  für  bie  ©d&ule  ent* 
ftetyenbe  ©d&tüierigfeit  unb  Ungemefjbarfeit  biefe$  UnterrtdfjteS  bielfacf) 
baju  geführt  Ijat,  ben  tl)eoretifd&en  Seit  be*felben  bem  praltifd&en 
gegenüber  ju  bernadfjtftffigen,  roomit  man  ein  ganj  toefentlid&ea, 
ber  ©d&arfuug  be3  $erftanbe$  bienenbeS  SBilbungfcmtttel  über 
93orb  toirft."  »iftor  ©Riegel.  —  „$ie  Sljeorie  ift  frueljtloS  o$ne 
bie  $ra£i$,  bie  Sßrartö  ift  geiftlo*  o^ne  grünbtid&e  $l)eorie." 

**)  „SBieliäljrige  ©rfaljrung  l)at  midf)  gelehrt,  bafj  ©d&üler,  bie  in  ber 
Ärit^metif  tooljl  unterrid&tet  toaren,  bei  ber  Sfoftöfung  ber  Stuf* 
gaben  burclj  (Uleidfumgen  fel)r  wenige  ©d)roierigfeiteu  gefunben 
Ijaben;  ba$  ©egenteit  aber  im  eutgegengefefcten  gälte."  (gof. 
58e3fiba,  $rof.  ber  SKatljemati!  am  Sßotyted&nifd&en  Snftitut  in  SBien* 
„©teidfmngen",  ©eite  263.) 
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»ortoort  VII 

fdfjränfterem  Umfange  anwenben  unb  in  anbere,   geeignetere 
Sahnen  eintenfen.*) 

Um  nun  baS  Ungenießbare  ber  allgemeinen  Äritfynetif 
aus  bem  Unterridf)t  fernjuljalten ,  toielmeljr  gerabe  biefe  ab* 
ftrafte  Sßiffenfd&aft  bem  Äernenben  begehrenswert  erfd&einen  ju 
laffen,  ift  in  biefer  ©djrift  bem  allgemein  anerfannten  ©runb- 
fafc  t>on  ber  Änfd&autidfjfeit  beS  UnterridfjtS  auf  jweifadje 
SBeife  Sftedfjnung  getragen  worben,  namlidfj: 

I)  3)urd(  SBenufcung  ber  fogenannten  inbuftiöen 
3J£etf)obe.  S)ie  (Srternung  ber  allgemeinen  aritijmetifdfjen 
äöaljrljeiten  ge^t  ftets  Dom  ©injelnen,  Dom  SSeifpiele  aus. 
Die  allgemeine  Äritljmetif  ift  burdfjgängig  an  bie  bem 
ßernenben  befannte  befonbere  Ärit^metit  angefdfjloffen,  le|tere 
erfdfjeint  fomit  als  Aufgangs*  unb  ÜbergangSftufe  jum 
allgemeinen  unb  abftraften  33udf)ftabenredjnen.  2)aS 
gefperrt  öorgebrudfte  SBort  „SSeifpiete"  foH  bie  Sfafmerlfam* 
feit  beS  Äernenben  auf  einen  ju  entmidfelnben  arit^metifdjen 
Segriff  ober  eine  2Baljrl)eit  l)inridjten.  2e|tere  wirb  aus 
beftimmten  S^fot&eifpieten  ^uf  inbufttoem  SBege  abgeleitet. 
An  ©teile  ber  beftimmten  fta^lemoertt  tritt  fdf)tiefclid()  bit 
©arfteHung  beS  ÄeljrfafeeS  in  ber  anatytifdfjen  S^^eniprac^e, 
b.  J).  bie  allgemeine  gormel.  S)ie  aus  ben  Dor^erge^enben 
SBeifpielen  gewonnene  aritf)metifd(je  2Baf)rl)eit  ift  ftets  in  gorm 
eines  8cljrfaijc&  auSgefarodjen.  SKeiftenS  ift  ber  SJeweiS  in 
allgemeinen  3^3)™  &er  SSoUftönbigleit  wegen  Ijütjugefügt  3n 
welkem  Umfange  bie  allgemeine  (bebufttoe)  ^Beweisführung  im 
Unterrid&t  benufct  werben  lann,  baS  muß  bem  ©rmeffen  beS  ■ 
SeljrerS  überlaffen  bleiben. 

S)iefer  enge  2lnfd(jluf$  ber  allgemeinen  Stritljmetif  an  baS 


*)  „(S*  folgt  baranS  unb  ift  burdf)  vielfältige  (grfafjmng  beftdtigt, 
bafj  ber  Erfolg  be$  matl)ematifd&en  Untetri$t*  toefentiidj  öon  ber  Sei)** 
metljobe  abfängt,  ©et  fd&lec$ter  SKetljobe  9ilft  ber  größte  Seit- 
aufwanb  ni$t£,  tofttyrenb  eine  rid&ttge  Se^riueife  in  toentgen 
SBodjenftunben  »iel  ju  leiften  vermag.''  ($rof.  Dr.  Sotljar 
SB  et)  er  m  Sübingen,  in  ber  „geitfärift  für  matfjematifd&en  Unterrid&t", 
XXIL  3al)rgang,  (Seite  139.) 
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Steinen  mit  beftimmten  galten  gewährt  unftreitig  int  ®ä)uU 
unterridfjt  grofce  SSotjügc  t>or  ber  ©ebuftton,  bei  weldfjer 
beut  ©filier  bic  aritf)tnetifdjett  SScgriffc,  X^corien  unb  Selpfäfce 
Don  t>ornf)erein  in  „größter  Slögemcin^cit  nnb  Strenge"  bar* 
geboten  werben. 

$)af$  burdf)  ba3  wtffenfdfjaftlid&e,  bebultioe  Äelp 
»erfahren  ber  fd^on  an  ftdfj  abftralte  ©toff  ber  allgemeinen 
Äritljmetif  bent  ©dfjüler  gerabeju  „ungenießbar"  gemalt  wirb 
unb  i^m  trielteidjt  bie  SBucijftaben  gar  als  ein  „inljattleerea 
ßetdOenfpiel"  erf feinen,  barüber  braudfjt  man  ftdfj  gewifj 
nid&t  ju  fcerwunbern.  Sei  fonfequenter  ^Befolgung  ber  in* 
buftioen  SKetljobe  bagegen  üoUjiel)t  fidfj  ber  Übergang  Don 
ber  befonbero  Äritfymetif  jur  allgemeinen  naturgemäß  unb 
leidet;  teuere  erfdfjeint  beut  ßernenben  nieijt  als  eine  neue, 
frembe,  fd&wierige  SBiffenfd&aft,  fonbern  als  Serails 
gemeinerung  unb  Erweiterung  ber  im  tte$enitnterridjt 
bereits  erworbenen  Äenntniffe  unb  gertigfeiten. 

SBä^renb  nun  feit  langer  Seit  für  bie  unterrid&tndfjen 
^Belehrungen  in  83olf3fd(julen  unb  Seljrerfeminaren  bie  inbufttoe 
Seljrweife  als  allein  richtig  anerfannt  unb  eingefdfjtagen  worben 
ift,  §aben  fid(  in  neuefter  Qtxt  namhafte  ©d^ulmänner  be3 
leeren  2el)rfad(je8  audfj  für  bie  SBenufcung  biefer  SÄetljobe  an 
Ijö^eren  ©deuten  (bejw.  9Rittelfdfjuten  im  fttbbeutfdfjen  ©inne) 
au3gefprodf)en.  S3efonber8  3.  S.  SS.  $  off  mann  ift  in  feiner 
ßeitfdfjrift  be8  öftern  mannhaft  für  bie  ^Befolgung  ber  tnbuf* 
tit>en  Äe^rweife   an   ben  genannten  2tnftatten   eingetreten*) 

*)  3n  htm  Sluffafce:  „ Determinanten  ober  nidjt?  ®ine  ©efaljr?" 
(XI.  gafjrgang)  fotbert  §  offmann  ju  nriebertjolten  Scalen  bie  ©enufcung 
ber  3ttbuItion.  @eite  346:  „SBir  muffen  fdjon  ljter  bemerfen,  bafj  bie 
angebeutete  SKetljobe  (jur  ©infüljrttng  in  bie  $eterminantenteljre)  ein 
ausgezeichnetes  JBeiftnel  liefert  für  ben  bibaftifd&en  ©runbfafc:  Com 
©infadjen  jum  Sufammengefefcten  ober  toom  ©efonbern  sunt 
Ungemeinen,  unb  bafj  bur<$  bie  entgegengefefcte  äftetljobe  eben  fo 
glänjenb  ifluftriert  hrirb  ber  bibaftifdje  geiler,  melier  bon  benen 
begangen  wirb ,  bie  bom  allgemeinen  jum  SBefonbern  ljerab* 
fteigen."  @eite  866:  „3ft  audj  nur  einer  unter  ifpten,  ber  fid}  gan& 
oon  bem  SSornmrfe  frei  toüfjte,  er  fyabe  metyr  ober  Weniger  gegen  bie  für 
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Unb  mit  8ted)t!  $)enn  bie  t>on  mancher  ©eite  mifjaditete, 
nidjtöbeftotoeniger  für  ©djute  unb  SBiffenfd&aft*)  ganj 
unentbehrliche  Snbuition  finbet  gerabe  in  ber  9Ratf)ematif, 
foejiett  in  ber  allgemeinen  Stritljmetif,  fe^r  günftige 
©runbfagen.  SBefttmmte  QofyUn\pitU  „fönnen  wir  uns  in 
beliebig  großer  Snja^I  unmittelbar  in  ber  inneren  Änfdfjauung 
vergegenwärtigen ",  um  bie  Sütgemeingültigleit  ber  an  ein« 
jelnen  Seifaielen  erlannten  2Baf)rf)eiten  einzufetten.  3ft  ein 
aritf)metifd(er  Äe^rjafe  einmal  auf  inbuftfoem  Sßege  abgeleitet, 


ben  Anfänger  immer  anaumenbenbe  bibafttfd&e  föegel:  „8om 
Günfad&en  junt  Sufommengefefeten,  bom  SBefonberen  jum  51(1= 
gemeinen"  gefehlt?  Unb  morin  liegt  benn  ba$  Unnatürliche  btefer 
ßeljrmeife?  Sttan  erttärt  jubörberft  einen  böüig  neuen  Algorithmus,  öon 
befien  gtoed  unb  Sfafoenbung  ber  Sdfjüier  nod)  feine  Qbee  tjat  unb  für 
ben  fein  Sntereffe  nidfjt  gefoeeft  ift.  3)iefe  SCnmenbung  nrirb  bon  htm 
Schüler  nid&t  —  mie  man  münf  d&en  muß  —  gefudjt,  fie  nrirb  iljm  biet« 
mef)r  aufgebrungen."  ©citc  357:  „®3  ift  genriß  ettoaS  Sd&üneS  unb 
$errftdje3  um  bie  „größte  Strenge  nnb  tingemettttyett",  mit  ber 
ein  ®au%  unb  (Saudfjt)  in  tijren  Schriften  ober  bom  ßatljeber  Ijerab  ben 
&u  tfjren  Süßen  fifcenben  güngern  ber  SSiffenfdjaft  iljre  ^eorien  bor* 
tragen;  menn  aber  bie  „dii  minorum  gentium"  ber  eblen  Sippe  ber 
magistri  matheseos,  biefem  ©erfahren  meljr  nad&äffenb  atö  nad&eifemb, 
foldje  SRettyobe  in  bie  Sd&ulftube  öerpflanjen  motten,  bann  muß  ber 
Böfe  ©amen  einen  SBoben  finben,  mo  er  als  Unfrant  aufgebt,  nnb  auf 
fold&er  Unmetljobe  fann  nur  ber  gtudj  be3  SRücffd&rtttS  rul^en."  SKan 
felje  ferner  XXII.  Jgaijrg.  Seite  93  nnb  bie  Seite  VI  mitgeteilte  Stnfidjt 
Don  Spiegel,  $ergleid&e  audfj  SBaifc,  OTgemeine  Sßäbagogtf  S.  410 
nnb  411,  ferner  3)robifdj,  ßogif,  Seite  156  unb  167. 

*)  @in  päbagogifdjer  Sd&riftftefler  äußert  fid&  über  ben  SGBert  ber 
gnbultion  folgenbermaßen:  '„Wie  nriffenfdjafttfcljen  ßetjrfäfce  getjen  an« 
ber  Sufammenfaffung  be3  SBejonbern  jum  allgemeinen ,  aljo  auä  inbuf« 
tiöem  3)enfen  jjerbor.  ®in  „reine«"  SDenfen,  eine  miffenfdjaftüdfje 
Spefuiation  oljne  empirifd&en  Sn^alt,  eine  (SrfenntniS  o$ne  @rfal)rung 
giebt  e$  nid^t.  @rft  wenn  auf  inbultibem  SBege  allgemeine  Urteile 
gewonnen  finb,  fönnen  atö  benfelben  anbere  (Srfenntniffe  abgeleitet  (be* 
bnjiert)  »erben."  Über  bie  Jöebeutung  ber  Snbuftion  für  Sd^ule  unb 
SBiffenfdfjaft  bergleid^e  man  ferner  bie  „Sßftod&ologie"  bon  Dr.  gSill). 
(gffer,  $rof.  ber  ^ilofo^ie  &u  SRünfter,  Seite  805  ff.;  „§anbbnd^ 
ber  ®r jie^ung  nnb  be3  Unterrid&tS"  bon  Äe^rein»Äelier,  §  67; 
Dr.  Sd&nmann,  „2ef|rbud&  ber  $übagogif",  Seite  143  nnb  154. 
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fo  bütftc  bic  @cf(tt>ierigfeit  ber  83en>ei3fül)rung  in  allgemeinen 
Seiten  toefenttic^  bcfcitigt  fein. 

II)  Um  bem  abftralten  ©toffe  ber  allgemeinen  2tritl)metit 
eine  anfdfjantidfje,  fonlrete  Unterlage  ju  fdfjaffen,  bie 
aritymetifdfjen  $ofylyt\$txi  in  ein  finnfallige3'©ett>anb  ju  Iteiben, 
finb  in  bortiegenbem  83ud(je  jetdjnerifdje  SarfieOungen,  befon* 
berS  geometrifdfje  Äonftruftionen,  red&t  jatylreidf)  benufet 
toorben.  Überall  ba,  too  e3  angebt,  foielt  bie  geometrifdfje 
SBerfinnlidfjung  bei  ber  ©ntnridfelnng  ber  ßa^lbegriffe, 
Xljeorien,  Seljrfäfce  nnb  Dperationäbegriffe  bie  Hauptrolle,  bie 
befannteften  nnb  einfachen  SRaumgebitbe  bilben  ben  Ausgangs* 
nnb  9Rittelpunft  ber  tt>eoretifd)en  aritljmettfdfjen  ^Belehrungen. 
$)er  bibaftifd)e  SBert,  toeldfjen  bie  Senufcung  geometrifdjer  Ste 
jieljungen  in  ber  2tritl)metif  nnb  Sllgebra  gemährt,  ift  fo  flar 
unb  einleud)tenb,  bafc  e8  eigentlich  überftüffig  ift,  bieg  nodj 
befonberS  ^eröorjn^eben.  ©8  fdfjeijtt  inbe$,  ba|  biefeS  toidj* 
tigfte  SKittel,  ben  abftraften  3nl)alt  ber  Äritymetif  jn  t>er* 
finnlicijen,  nocij  gar  ntdjt  jur  toerbienten  ©ettung  gelangt  ift. 
%üx  bie  SBenufeung  geometrischer  ©arfteHnngen  beim  Unterridfjt 
in  ber  Slritfimetil  tyat  fidfj  befonberS  ©.  $audf  in  ber  $off* 
mannten  3«tfd^rift*)  au3gefprodf)en.  ©iefer  äRatljematifer 
J)ätt  bie  geometrifdfje  SBerfinnlidfjung  im  aritfynetifdfjen 
Unterricht  für  fo  felbftoerftänbtidfj,  bafc  er  feinem  ©rftannen 
über  ba3  Verlangen  nad(  ©infüljrung  biefeä  ©egenftanbeS  in 
folgenben  Sßorten  StuSbrudf  giebt:  „3df>  für  meine  Sßerfon  Ijabe 
ben  ©inn  jene»  Verlangens  nie  redjt  begreifen  lönnen,  weil 
id)  t>on  ber  SSorauSfefcung  ausgebe,  bafc  ber  matf)ematifd(je 
Unterridjt  in  ber  ©cijule  in  ber  richtigen  einheitlichen, 
bie  einzelnen  SHSjiptinen  enge  miteinanber  Der* 
fnüpfenben  SBeife  erteilt  »erbe.  3dj  fe|e  borauS,  baft 
im  Unterrtd&t  in  ber  $lritt)metif  bie  ©eometrie  beftänbig 
^erbeigejogen  »erbe,  —  nidfjt  etoa,  nm  aritfynetifcije  Dpera= 
tionen  mit  üjrer  £itfe  praftifdj  anSjnfü^ren,  toof)l  aber,  um 

*)  „$a&  gxapljifdje  töe<$nen,  feine  (Snttoicfetuttg  feit  (Sutmann 
unb  fein  Servitute  jur  ©djule"  toon  $rof.  ®.  #aud.  (XIL  Safjrg., 
(Seite  351.) 
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fie  ju  t>eranfdf)autid(jen.  Sticht  bloft  für  bie  fjöljere  ÜRat^c- 
matif,  fonbern  aud)  für  bie  nicbere  SÄritfjmetif  bilbet  bie  geo* 
metrifdfje  33erfinnlid)ung  eines  ber  päbagogifdj  wert&ottften 
unb  wirffamften  ©rtäuterungSmittet,  infofern  eben  bie 
©eometrie  ba3  ein j ige  ©ebtet  ift,  welkes  wirftidfje  Dbjefte 
barbtetet,  bie  burdfjweg  ben  nämtidfjen  SSerfnfipfungen  untere 
worfen  werben  fönnen  Wie  bie  abftraften  Sofyltn,  atfo  baSjenige 
©ebiet,  welkes  für  jebe  fotd&e  SSerfnüpfung  oljne  3tu3* 
nannte  eine  SSeranfdfjautidfjung  ju  liefern  imftanbe 
tft."*)  S)ie  StuSfüfjrungen  §audf3  Waren  bie  SSeranlaffung, 
ba%  ber  SSerfaffer  biefer  ©dfjrift  bie  Don  ifyn  feit  Sauren  im 
aritl)metifdf)en  Unterrid^t  befolgte  SKet^obe  unter  bem  X^ema: 
„SSerlnfipfung  einfad&erSRaumgebübe  mit  bem  Steinen", 
jum  ©egenftanbe  eine»  SonferenjtoortrageS  madjte.  ©erfetbe 
erfdfjien  fpäter  im  Srudfe  unb  fanb  an  autoritativer  ©teile 
wol)lwottenbe  S3ead(tung.  S)ie  jafjlreidfjen  9lner!ennungen  unb 
bie  melpfadfj  in  ßujd^riften  geäußerten  2Bünfdfje,  ben  ©egen* 
ftanb  ausführlich  ju  bearbeiten,  reiften  im  Unterjeid^neten  ben 
©ntfd&Iufj,  bie  83rod(üre  ju  toorfiegenbem  Seljrbud)  ju  erweitern. 

*)  $en  glän&enbften  Söcwetö  für  btn  großen  9>hifcen,  ber  aus  ber 
SSerbiubung  ber  beiben  Stoeige  ber  2Ratljematif,  Algebra  unb  ©eo* 
metrie,  Ijerüorgeijt,  liefert  bie  ®efd)td)te  ber  9Katyematif.  Äefctere  leljrt, 
baß  bie  ttridfjtigften  gortjdfjritte  in  ber  Satylenleljre  ftetS  ba  &u  öer&eidfjuen 
finb,  too  man  biefelbe  mit  ber  ©eometrie  öerfnüpfte.  3tt  einer 
SBeforedjung  beS  ©cljriftdjenS:  „SBerfnftpfung  einfacher  föaumgebtlbe  mit 
htm  föedjnen",  fagt  ©untrer:  „Stoß  biefer  SBeg,  bie  übtid&e  gormel* 
auftöfung  fo  &u  fagen  öon  Schritt  p  ©d&ritt  jeidfmenb  &u  fontrotfieren, 
ein  päbagogifdj  empfehlenswerter  ift,  baS  mag  fd&on  aus  htm 
Umftanbe  erretten,  baß  bie  alten  Araber  (SJloi&ammeb  ben  2ßufa)  in  ätjn* 
lieber  SBeife  bei  jeber  ©letdfjung  jroeiten  ©rabeS  öerfutjren.  5)aS  ljifto* 
rifdfje  SBerben  einer  ©adje  bietet  aber  audj)  ftetS  einen  bibaf* 
ttfd&eu  gingerjeig."  5luf  bie  SSeranfcljaultdfjung  ber  &ritl)metif  burdf) 
SRaumgebübe  legt  §  erb  ort  Diel  ©etoidjt.  $aS  ganje  „21 33$  ber  9fo* 
fd&auung"  tft  aus  biefer  (SrlenntniS  ertoadjfen.  Jgn  biefer  ©d&rift  Ijeißt 
eS:  „$ie  (Strenge  ber  SBetoetfe  ift  nid&t  für  Knaben;  —  befto  metjr  ift 
für  fie  bie  mannigfaltige  $erfinnüdjung  bon  Sagten,  83rüd^en, 
föed&uuugen,  &u  benen  bie  S)reiedEe  beftftnbig  öeranfaffen.  3)iefe  ®e* 
legenljeit,  ber  Hritljmetif  meljr  $eutlici)feit  ju  berfd&affen,  muß, 
fotoeit  eS  nur  mögüdfj  ift,  bennfct  werben/' 
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Sn  bemfetben  tft  bet  SScrjuc^  burd&gef üf)rt ,  bcr  bibaftijdj 
burc^auS  berechtigten  gorberung:  SBenufce  geometrifdje 
2)arfteUungen  mögticijft  ausgiebig  im  aritfimetifdjen 
Unterricht,  Segnung  ju  trogen. 

3)er  SScrfaffcr  Ijat  fid)  beftrebt,  nid&t  blofj  bie  für  bie 
©d&üler  befonberS  fd&nrierige  S^eorie  ber  algebraifd&en,  ima= 
ginären  nnb  lom^Iesen  &afyUn  geometrifdf)  ju  berfinnlidjen, 
jonbern  audj  baS  SRed&nen  mit  benfetben  burdf)  SJenufeung 
ber  ©eometrie  anfäauftd)  unb  leid&t  ju  geftatten.  9fad)  gtanbt 
er,  bie  Se^rer  ber  Ärittjmetif  unb  Algebra  befonberS  auf  bie 
Auf lö jung  eingelleibeter  ©teid^ungSauf gaben  mit  §ilfe 
geometrischer  SBerfinniidjung  (§§  92,  94  unb  112)  als 
eine  für  bie  ©djule  fefjr  empfefjlenStoerte  äRetljobe  aufmerffam 
machen  ju  Rotten. 

III)  ffiine  toeitere  ©igentümlidjfeit  btefer  ©d&rift  befielt 
barin,  baft  baS  (Btfäifyilityt  eine  jiemtidf)  Ijeröorragenbe  SBerürf- 
fid&tigung  erfahren  Ijat.  SBei  biefen  fjiftorifdjen  SBemerlungen 
finb  3Ä.  SantorS  „SSorlefungen  über  ©efdjid&te  ber  3Jiatt)e= 
matif",  Staates',  „@efdjidt)te  ber  ©eometrie",  bie  ©Triften 
©ünt^erS  unb  ÄlügeU  ,,3Katt»ematifd(je8  SKJörterbudfj"  benufct 
toorben.  Auf  ben  SBert  beS  ©efdjidfjtücijen  beim  mat^ 
matif  c§en  Unterricht  nätjer  einjugefjen,  galten  tt)ir  nidfjt  für 
nötig,  jumal  ba  ©untrer  in  ber  Seitfärift  „©^mnafium" 
fid)  über  biefen  ©egenftanb  ausgebrochen  tyat.*)  denjenigen 
Seljrern,  toeld&e  in  iljrem  Unterricht  gefdjid&tlicfje  SBemerfungen 
benujjen,  toirb  e3  hoffentlich  angenehm  fein,  f|ier  für  bie  ©ctyule 
brauchbare  SWittetfungen  jufammengeftettt  ju  finben. 

*)  3n  ber  TOijanblung :  „Über  ben  93iIbungdtoert  ber  matljes 
matifdjsttaturttiffenfdjaftlidjen  gadjer"  u.  f.  f.  („$ie  ftatur", 
9lx.  44  unb  45)  äußert  ft<$  ©untrer  folgenberma&en:  „$>te  gefdjtdjtltdje 
©ntnridelung  $eigt  und  beffer,  tote  jebe  metfjobologtfctye  Überlegung,  treibe 
Sßfabe  —  mitunter  aud&  Srrtoege  —  ber  menfd&ttd&e  (Seift  feit  Satyr* 
tyunberten  bei  ber  ©rfunbung  ber  SBaljrljett  gegangen  tft,  unb  ber  ^öc^fte 
äBunfdj  be3  £el)rer3  müßte  e$  bei  Dielen  Xtyeorien  fein,  bat  iugenbttdje 
GhrtenntniSbermögen  in  nuce  biefelben  ©nttoidelungSprojeffe  burd&mactyen 
ju  (äffen,  tteldje  bie  2Renfd$ett  aU  foldje  in  langen  Setträumen  burdj; 
gemalt  f)at" 
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S5ct  bcr  ^Bearbeitung  biefer  Schrift  t^atte  ber  SScrfaffer 
in  erfter  Sinie  ba3  Seljrerfeminar  unb  biejenigen  ©djüler  be8* 
felben  im  Sluge,  toelc^e  nadE|  ber  jtoeiten  Prüfung  auf  auto* 
iibaftifdjem  SBege  i^re  matf|ematijcl|en  Äenntniffe  erweitern 
unb  vertiefen  tootten.  %u%  biefem  ©runbe  bfirfte  bie  SSreitc 
unb  grofce  ?(u$füljrttd>leit  ber  S)arfteHung  nid^t  Mofj  ent* 
fdfjutbbar,  fonbern  gerabeju  gerechtfertigt  erfdjeinen.  Darum 
ift  u.  a.  bie  SßroportionSleljre  benufct  tt>orben,  um  bie  im 
IRed&enunterricfjt  befjanbelten  bürgerlichen  SRed^nungSarten  nodj* 
matö  ju  betrauten,  bie  betreff enben  ©efefce  unb  SRedfjenregeln 
tiefer  ju  erfaffen  unb  if)re  Sftidfytigfeit  allgemein  ju  betoeifen. 

Die  ßef)re  toon  ben  imaginären  unb  lom^Iejen  ftafyUxi 
gehört  in  bem  gebotenen  Umfange  burdjauS  nidfyt  ins  Se^rer* 
feminar,  t>ielmef)r  ift  e8  auSreidfjenb,  toenn  an  bie  Stuflöfung 
ber  quabratifd^en  (Steigungen  ba3  SBefentlid^e  über  bie  be- 
griffe biefer  neuen  ftafyarttn  auf  ©runblage  iljrer  geometrifd^en 
Darftettungen  angefd^Ioffen  nrirb.  @in  tiefereg  (Sinbringen  in 
ben  im  fiebenten  Stbfdfynitt  bejubelten  ©egenftanb  mufc  bem 
festeren  Sßriöatfleifce  ber  Söglinge  überlaffen  bleiben. 

3um  ©dfyluffe  fü^It  ber  SSerfaffer  fidfy  t>erpftid>tet,  ber 
t)ereljrtid)en  33erlag8f)anblung  für  bie  fdfjöne  StuSftattung  ber 
©djrift  feinen  aufrichtigen  Dan!  abjuftatten. 

»opparb  a.  W).,  im  Suni  1891. 


SBorwort  $ur  ^weiten  Sluögobc. 

3n  ber  SBorrebe  jur  erften  StuSgabe  finb  folgenbe  fünfte 
als  ©igentümlidjfeiten  toorliegenben  Seljrbucfjeä  f)eröorgef)oben 
unb  ausfuhrfrei)  begrünbet  toorben: 

1)  Der  ftreng  ftyftematifdie  tt>iffenfdfyafttidje  Aufbau  ber 
galjlenteljre  t>on  ber  natürlichen  3^1  a*  6i8  jur  allgemeinen 
fomptejen  3^1;  2)  bie  fonfequente  ^Befolgung  ber  inbufttoen 
SeI)rtoei{e;  3)  bie  beftänbige  S5enu|ung  eines  ber  bibaftifd) 
ttertboHften    unb    nurlfamften    (SrläuterungSmittel,    nämlicfy 

©füllet,  «ritfatettt  b 
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bcr  geotnetrifdjen  SBerfinnlidjung;  4)  bic  ftctc  SRücffiditttaljme 
auf  ba3  ©efdjtdjtlidje,  auf  ba8  ljiftorifd&e  SBerben  ber 
Strit^metit.  ®3  gereift  beut  JBerfaffcr  unb  ber  Verlags* 
Ijanblung  jur  befonbern  ©enugtljuung,  bafc  in  jaljtreidjen 
SJeurtetlungen,  toeldje  bem  SBudje  juteil  geworben  finb,  ben 
genannten  ©efidjtspunften  ber  öottfte  unb  toärntfte  Seifall 
gejottt  werben  ift*).  Überhaupt  Ijat  ba3  SBerl  fef|r  gfinftige 
SBefpredjungen  fetten«  Ijerfcorragenber  SRatljetnatiler  unb  <&ä)uU 
inänner  erfahren**),  ©ogar  jenfeit  be3  DjeanS  Ijat  ba8  SBudj 
bie  Slufmerifautfeit  auf  fid)  Ijingelenft:  e8  ttmrbe  in  mehreren 


*)  1)  ^Scttf^riftfürinat^Utttctrt^f'öon^offmanttCl.^eft ©.89,1894): 
„3Ba3  bic  @adje  felbjt  betrifft,  fo  erfenne  tdj  metnerfeitS  nidfjt  allein  an, 
bafi  @d&üller  ben  logifdfjen  Aufbau  beS  aritljmetifcijen  ©ebftubeS  in 
mufterljaft  lücfenlofer  SBetfe  ausgeführt  Ijat,  fonbem  au<$,  bafj  biefer 
(SJegenftonb  im  Unterridfjt  meljr  al3  feitljer  betont  toerben  foUte."  —  „$Dfe 
ganj  befonberS  tooljlgelungen  erfd&etnt  mir  bie  ©nttotdCelung  be&  &a%U 
begriff»  öon  ber  natürlichen  bis  jur  fom^lejen  galjl."  föealfd&ufcDbers 
leerer  ©teoerS  in  granfenberg  i/®.  —  2)  8eitfdf)rift  „©gmnafium" 
1.  $eft  1892:  „$)ie  Vorteile  ber  inbuftiöen  2Retl)obe,  namentlich  beim 
©elbftunterrtd&t,  ferner  für  Anfänger  unb  ©djület  mit  geringer  entnrideltem 
$)en!bermögen  finb  ganj  unbejrreitbar."  —  „Settfd&rift  für  ba&  (Stymnafial* 
loefen",  7/8.  $eft  1892:  „2>af$  fo  efjer  Älarljeit  uvb  fixere»  »erftänbui* 
erreicht  toerben  !ann  als  auf  bebuftiöem  SBege,  i(t  tooljl  feine  §rage." 
$rof.  Dr.  ÄalltuS  in  Berlin.  —  3)  „ßeitfd&rift  für  bie  öfterreid&tfd&en 
Gtymnaften",  7.  #eft  1893:  „Stte  geometrifdljen  Erörterungen  be$  Serfafferfc 
finb  feljr  gelungen  unb  Don  grofjem  tnftrufttoen  SBert."  —  S)er 
„©d&ulfreunb"  1.  fceft  1892:  „@3  ift  ein  unbeftreitbare»  »erbienft  be* 
$erfaffer$,  biefe  gorberung  nid&t  nur  toieber  aufgegriffen,  fonbem  au<$ 
mit  <$ef($i<!  mib  ßlarljett,  ja  fagen  ttrir  e3  gleict),  mit  aJleifterfd&aft  burdf)* 
geführt  &u  ljaben."  —  4)  „$te  ftete  Serüdfftd&rtgung  be$  ijiftorifd&en 
Elementes,  toclct)c  toir  in  öorliegenbem  Stod&e  fmben,  totrb,  tote  Oon  btn 
tJadfjgenoffen  allgemein  anerfannt  toirb,  oon  btn  Schülern  jeberjeit  mit 
3ntereffe  unb  greube  begrüfet."  $rof.  SBallentin  in  2Bten.  —  „9fcid&t 
minber  ioertöofl  finb  bie  retdfjlid&en  gefd&td(jtltd(jen  fcuSblidfe,  bie  im  Heinen 
eine  (£nttot<Ielung$gefd&icijte  ber  Slrttljmetif  bilben."  SRealleljrer  $  erring  er 
in  SRannljeim. 

**)  „Blätter  für  ba$  ba^erifd&e  (Stymnafialfd&ulioefen":  „5>a3  ganje 
93ud(>  rnufe  al»  ein  im  OoUften  SWafie  feinem  gtoedfe  entf^ed^enbed  be- 
äeidOnet  toerben."    $rof.  ©onbermaier  in  SDWhufjen. 
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amerifcmifdjen  ©djuljeitwtgen  feljr  beifällig  beforodien*)  unb 
man  f|at  audj  briefüd)  bcm  Verfaffer  gegenüber  bie  tooüfte  3*- 
ftimmung  ju  ber  Arbeit  befmtbet.  Kur  bie  Sogaritfjmett  ttmrbett 
t)on  einigen  SRejenfenten  bermifjt,  xotfyalb  biefer  Ausgabe  im 
Sfafjang  bie  Seljre  üon  ben  Sogaritfjmen  beigegeben  toorben  ift. 
Studj  £olje  @djuibef)örben  unb  ©d^ulbeamte  ^aben  bem 
Vudje  i^r  SBo^tooHen  gefdjenft  unb  in  befonberen  Verfügungen 
bie  ©djrift  jum  ©tubium  empfohlen.  ®o  Ijat  ba3  Äöniglidje 
^rotoittjialsSdjulfottegimtt  ju  Goilenj  burd)  befonbere  9hmb* 
Verfügung  öom  9.  Sanuar  1892  —  S.C.  19011  —  an  alle 
Seljrerfeminare  ber  SHjeutproüinj,  bie  Sireftoren  auf  btö  93ttd| 
aufmerffam  gemalt.  Von  ben  Äaniglidjctt  Regierungen  ju 
Äadjeti**),  GoWenj  unb  $rier  finb  an  bie  ©c^uünfaeftoren 
üjrer  Vejirfe  eigene  Verfügungen  ergangen,  in  welchen  öor= 
liegenbeS  SBerl  jur  Slufd^affung  für  Se^rep  unb  ÄreiSbibliot^elen 
unb  namentlich  jur  Vorbereitung  für  bie  SRitteifdjutle^rer- 
Prüfung  (in  3Äatf)ematif)  empfohlen  tt>orben  ift.  3)er  ®wfc 
Ijerjoglidje  D&etfdjnlrat  in  AarlSntlje  erllärt  in  einer  3ufd)rift 
<öom  18.  Styril  1895  SRr.  7315)  an  ben  Verfaffer,  bafc  er  mit 

*)  „Michigan  School  Moderator",  21.  Äjiril  1892:  „(gin  SEBcr! 
*on  folget  Vortreffltdjfeit  ift  eine  ©fjre  für  ben  ganzen  ßeijrerftanb  unb 
ein  f oftbarer  3utoac§8  für  bie  SBibttotfjef  etned  jeben,  ber  ba3  ©tubium 
ber  ntatljemattfd&ett  fjftdjer  ergriffen  f>at."  $rof.  Dr.  Smith  an  ber 
@taat$=9tormalfc§ule  in  glpfitanti  (9Rtd>igan).  —  gerner  bie  ©d&uljeitttng 
„The  Normal  News",  Kummer  Dom  28.  Dftober  1892,  Seite  28. 
**)  ßönigttd&e  Regierung  Sfod&en,  30.  9faguft  1892. 

in  Sfod&en.    n,  4000. 

„@to.  SEBotylgebaren  matten  toir  auf  ba$  in  Seip&tg  bei 
99.  <SJ.  Xeubner  erföienene  äBerl:  ©djüHer,  „8ritl)metil  unb 
SUgebra"  hiermit  aufmerffam.  S)a3felbe  eignet  fi<$  jur  An- 
föaffung  für  Se^rer«  unb  ÄreiSbibliot&efen  unb  ift  inSbefonbere 
au%  benjenigen  Seljrern  $u  empfehlen,  toeld&e  ftd)  in  SJlatijemattf 
für  bie  S)ttttelfdjuUeljrers$rüfuttg  borbereiten  tooflen." 

&öntgtt($e  Regierung, 
Abteilung  für  $ir$en*  unb  ©djultoefen 
(<&$.)  Seipolbt. 
ÄljnUdj  lauten  bie  bezüglichen  Verfügungen  ber  ftömglid&en  föegie* 
rungen  ju  (Soblena  unb  Xrier. 

b* 
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XVI  »ortoott. 

SBefriebigung  von  bem  Vorgelegten  Seljrbudje  ÄenntniS  ge* 
nommen  ljabe  unb  gern  bereit  fei,  bei  (Gelegenheit  anf  baSfelbe 
fjinjutoeifen.  ©eljcimer  Obers  ttegiermtgSrat  ©ranbi  im 
Jßrettfifdjeit  Äultu§minifleritttn,  SRatfjeutattfer  von  fjadj, 
ljat  fidj  in  einem  ©djreiben  an  ben  SScrfaffcr  vorteilhaft  über 
baS  SBudj  geäußert*).  $)er  belannte  ©djulmann  unb  päba* 
gogifd&e  ©djriftfteüer  ttegierunggsSdjulrat  Dr.  ®anfeu  erfreute 
ben  SSerfaffer  ebenfalls  burdj  eine  anerlennenbe  3ttf^ft**)- 

Erofc  ber  neuen  Seigabe,  bieSefpe  von  ben  Sogaritijmen***) 
enthalten*),  ljat  bie  verel)rlid)e  SSerlagSljanbtung  ben  Sßrete  be& 
39ud|e3  auf  2,60  3Rt  erniebrigt,  um  ben  Semenben  bie  9ta= 
fdjaffung  beweiben  ju  erteiltem.  $)er  SSerfaffer  füljlt  ba& 
33ebürfni8,  ber  SSerlaggljanblung  für  biefe  Dpferttrilligfeit  öffent* 
tid)  feinen  toärtnften  3)anl  auSjttforedjen. 

©o  geben  benn  Verleger  unb  SSerfaffer  ber  Hoffnung  %n& 
bruef,  baft  bie  neue  Ausgabe  bei  ®djulbef)örben  unb  in  gadjfreifen 
ttoljtoollenbe  Aufnahme  unb  weite  Verbreitung  finben  werbe, 
»opparb  a.  3H).,  15.  gebruar  1897. 


*)  //3^te  mir  augefanbte  „#ritljmetif  unb  Algebra"  ljat  mtdfr 
betartig  interef  tfert,  bafj  idfj  alSbafb  an  ba3  $urd&lefen  berfelben  gegangen 
bin.  Dljne  ba3  SBudfr  ganj  burdfjgearbeitet  ju  ljaben,  barf  idf)  fdfjon  jefct 
jagen,  bafj  e3  mir  feljr  gefällt  unb  baß  mir  ber  foiffenfd&aftltdfje  Xon 
unb  bie  \aü)Uä)e  <Spxaä)t  befonberä  fompatljifcfj  finb.  3$  trage  fein 
©ebenfen,  ba3  ©udf)  toarm  ju  empfehlen,  too  tdf)  nur  Gelegenheit  baju 
ftnbe  unb  tarn  nur  toünfdjen,  bafj  e3  Don  redfjt  Dielen  Sehern  eifrig  be* 
nufct  toirb."    (3JHt  auSbrüdttid&er  Genehmigung  $um  Slbbrud  gebraut.) 

**)  /,3ti  Syrern  nun  Doflenbeten  2&erfe  ljaben  @ie  3$ren  Gebanfen 
mit  ftlarljeit  unb  golgeridfjtigfeit  burd&gefüljrt.  $ie  Stauben,  toeld&e 
icfj  ber  Arbeit  nad&  Syrern  ©ucfje  gettribmet  Ijabe,  finb  mir  ni$t  öerloren 
getoefen;  neben  nachhaltiger  geifttger  Anregung  ljabe  i<$  in  bemfelben  biet 
pxalti\ä)  $ertoertbare3  gefunben.  Ganj  abgefeljen  Don  bem  Gebrauche 
für  ©eminare  unb  ljöljere  ©d&ulen  ljat  3$r  SBudjj  baburdj  einen  SBert 
für  ba$  eigene  ©tubium  gewonnen ,  ber  tym  öielfad&e  SÄnerfennung 
ftd&ern  muß." 

***)  8&er  bie  erffee  Aufgabe  befifct,  erhält  bie  Sogaritljmen  bon  ber 
aSerlagSfjanblung  für  30  ^  nachgeliefert. 
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(Einige  ßeurteilungen  aorliegenben  ffe^rbudjes. 

I.  8eitf*rift  fit  Wr  Bftmei*.  «tpnuffett  1898,  YII.  $eft: 

3n  biefem  beut  „oerbienftooflen  görberer  ber  matl>ematifdf)en  SBiffen* 
fd^aftcn"  Sßrof.  Dr.  ©iegmunb  ©untrer  getoibmeten  Vud&e  $at  ftdj  ber 
Verf.  begebt,  bcm  ©d&üler  eine  flare  @inftc§t  in  ben  f  gftematifcgen  Aufbau 
ber  galjlenleljre  oon  ber  natürlichen  Qafy  an  bis  jur  allgemeinen  fom« 
tfejen  ga^lfonn  &u  oerfd&affen.  S)icfeS  giel  tourbe  bur$  bie  Venufcung 
ber  tnbuftioen  SJletljobe  etnerfeits  unb  anberfeitS  burdf)  bie  geometrifcfie 
Verfmulidfjung  ber  Operationen  ber  Äritljmetif  erreicht.  Jgn  erfter  Ve* 
jie^ung  tourbe  Dom  Vetfpiele  ausgegangen  unb  an  baSjelbe  baS  all« 
gemeine  Vudfjftabenred&nen  gereift.  Jgn  ben  meiften  gäflen,  bod&  ntd&t  in 
allen,  tourbe  ber  VetoeiS  eines  XljeoremeS  in  allgemeinen  $&d)tn  ljttt= 
zugefügt.  SRit  töed&t  Betont  ber  Verf.,  bafj  bei  bem  (Sfebraud&e  ber 
tnbuftioen  SJletljobe  bie  allgemeine  Slritbmeti!  bem  Semenben  nid&t 
als  eine  neue  frembartige  2Biffenfd&afi,  fonbern  als  Verallgemeinerung 
unb  Ertoeiterung  ber  im  §Re$enunterri$te  bereits  ertoorbenen  ßenntntffe 
unb  gertigfeiten  erfdfjeint.  gür  ben  ©ebraudj  ber  inbuftiöen  9Retl)obe  im 
aritljmettfdjen  Unterrichte  tyaben  oiele  gadjmftnner  getoid&tige  SBorte  ge* 
forod&en;  audf)  brdngt  jtdfj  btefelbe  untoittfürlid&  bem  Seljrer  felbft  auf, 
toenn  er  feinen  Unterricht  oon  Erfolg  begleitet  feljen  toill.  3)ie  #eran« 
$iel)ung  ber  Geometrie  jur  Erläuterung  aritljmetifd&er  Vor« 
gänae  tft  oon  berartiger,  allgemein  anerfaunter  Vebeutung, 
ba$  oerfelben  nidfjt  toeiter  gebaut  p  toerben  brauet.  —  $>ie  ftete  Söe* 
rüdfidjjtigung  beS  biftorijdjen  Elementes,  toeldje  toir  in  bem 
Öorliegenben  Vud&e  ftnbeu,  toirb,  toie  oon  ben  gad&genoffen  allgemein 
anerfannt  toirb,  Oon  ben  ©dfjülern  jeberjeit  mit  Sfatereffe  unb  greube 
begrfifct;  gerabe  bie  Ijifiorifd&e  S)arfteHung  beS  ©egenftanbeS  bietet  bem 
ßeljrer  (Gelegenheit,  auf  bie  SBege,  toeldfje  ber  menfd)lid)e  ®eift  $ur  Er« 
grünbung  einer  2Ba$rl)eit  burd&mad&en  mufcte,  ben  @d)üler  aufmerffam  $u 
machen  unb  bemfelben  jenes  ©elbftoertrauen  rin*ufföf$en,  baS  iljn  toeiterfyn 
ermutigenb  unb  förbernb  begleiten  foH.  S)aS  Vudfj  tft  in  erfter  Stnie  für 
bie  ßegrerfeminarien  Oerfafjt.  2Bir  toünfd&en,  bafj  bort  allenthalben 
ber  in  ber  öorliegenben  ©$rift  auSgebrüdtte  mettyobtfcbe 
Vorgang  eingefdblagen  toerbe,  um  ßeljrer  ju  erzielen,  toeldje 
mit  VerjtänbniS  tljren  ©egenftanb  beljerrfd&en  unb  fafjig  finb, 
iljren  ©dfjülern  bereinft  benfenbe  güljrer  ju  fein.  Die  Anlage 
beS  VudjjeS  gemattet  aber  gletd&tooljl  bie  SBertoenbung  beSfelben  für  ßef)rer 
ber  SRittelfc^ulen,  toeld^e  aus  bemfelben  manche  toertoolle  %xi- 
regung  empfangen  toerben. 

3>tc  geometrifd^en  Erörterungen  beS  Verf.  finb  fefir  ge» 
lungen  unb  Oon  großem,  inftruftioen  SBerte;  bieS  tritt  befonberS 
in  ben  fiebrfct|en  über  $oten&ierung  oon  Summen  unb  Differenzen  beutli<$ 
jutage.  3)ie  Vorbereitung,  toeld^e  oom  Verf.  angeftettt  toirb,  um  ben 
<3ang  beS  Ouabrat«  rmb  ftubiftourgelauSäteljenS  Um  ©d^üler  flar  ju 
machen,  ift  nic^t  minber  na^menStoert.  —  SBofjl  am  auSgebe^nteften 
ftnb  in  btm  Vudfje  bie  ©leic^ungen  befianbelt;  ber  ©tubierenbe  erfährt  in 
biefem  Bbfdfjnitte   manche   hjertooße  Anregungen.     VefonbereS  ©etoidjt 
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XVm  einige  Beurteilungen  borliegenben  ßetyrbud&e*. 

bmrbe  auf  bie  öerftonbeSgemäfje  Buflöfung  bei  eingefleibeten  (SHeid&ungä* 
aufgaben  gelegt,  toobei  mit  föedjt  emj>fol)lett  ttrirb,  mhtn  ber  algebraifd&en 
©efymblung  aud&  bie  aritljmetifd&e  unb  bie  Söfung  mittele  aeometrifdler 
8erfinnltd&una  burd&gufüljren.  Wnd)  ber  töedfjnuna  be8  einfachen  unb  be& 
bo^elten  fallen  ÄnfafceS  ttmrbe  in  mehreren  »eifoielen  gebaut.  S3ei 
ber  @rörteruna  ber  (Sfleidöungen  be3  elften  ©rabeS  mit  mehreren  Unbefanuten 
tourben  bie  ©runbgüge  oer  Determinantenletyre  toorgefüljrt.  —  föedfjt  flar 
finb  bie  fcljeoreme  toon  ben  irrationalen  unb  imaginären 
3al)len  bargelegt.  —  Die  SBetfjnete  finb  burdfjtoeg  inftruftib 
unb  berart  getodljlt,  bafi  fie  bem  Stoetfe,  bie  Xljeorie  gu  er* 
läutern,  toollfommen  entfpreefjen. 

Die  „(Srgängungen  unb  Sfamerfungen  gur  5lritl)metif  unb  Algebra" 
enthalten  toerröoue  fad&lid&e  unb  Ijiftorifdfje  Semerfungen.  Somit  fei  ba$ 
SBudf)  allen  jenen  empfohlen,  treibe  ftd&  mit  ber  SRetljobif  beS  alge? 
braifd&en  Unterrichtes  öertraut  ma<$en  toollen. 

SBien.  $rof.  3*  ®.  »attetttUt. 


II.  8eitf«rtft  „@$imtafittm"  1892,  ftr.  1. 

Dtefelbe  $enbeng  einer  tyftematifdjen  Darftellung  be3  Se^r* 
ftoffeS  toerfolgt  aud&  beß  toorliegenbe  SBerf,  aber  mit  bem  d&arafteriftifajeu 
Unterfd&tebe,  bafj  e8  bie  iubuftibe  SJletijobe  al8  ©runbprtngiji  in 
ben  SSorbergrunb  ftellt  unb  bie  btm  ©d&üler  jugangüd&en  Hilfs- 
mittel ber  Sßeranf djjaultd&ung,  namentlidj}  fotoett  fte  bon  ber  <Heo= 
metrie  geliefert  toerben,  in  einem  Umfange  öertoenbet,  ttrie  tooljl  fein 
anbereä  #eljrbudfj._  Die  ungemein  forgfältige,  umftd&tige  unb  j)äbagogir' 
Verarbeitung  be8  ©toffeS  geigt  redbt  beutltq  btn  $c 


tocfyl  burd&bad&te  Durcharbeitung  be8  Stoffes  geigt  redbt  beutltq  btn  Sor= 
forung,  meldten  gerabe  auf  biefem  elementaren  (Gebiete  ber  für  feinen 
fpegtellen  ßeljrberuf  t^eoxetifer)  unb  Draftifd&  borgebilbete  ©eminarle^rer 
oor  und  anbeten  Tutoren  Ijat,  bie  erft  burdlj  eine  an  ßeljrgelb  ntd&t  billige 
©d&utyrajtö  baljinter  gu  fommen  pflegen,  wie  e8  im  ßoßfe  be8  Anfängers 
ausfielt.  —  Die  Vorteile  ber  tnbuftfoen  9ttetl)obe,  namentlich  beim  ©elbfc 
unterrtd&t,  ferner  für  Anfänger  unb  ©djjfiler  mit  geringer  entnricfeltem 
Denfoermögen,  tote  fte  naturgemäß  überall,  toorgüglii§  aber  an  btn  nid^t- 
Xatetmfd&en  Spulen  toorfommen,  finb  gang  unbeftreitbar.  Unb  ber  lang* 
famere  tfortfd&rttt,  ber  mit  biefer  Sßetgobe  teibunbtn  ift,  toirb  burdfj  bie 
beffere  SBefeftigung  beä  ©elernten  toett  gemalt.  Übrigeng  geigt  ber  W>* 
fdjntttt  über  Determinanten,  toeldfjen  vktytn  audfj  bie  bem  Elementar- 
Unterrtd&te  femliegenben  (Gebiete  au«  ber  tnbuftiöen  SRetljobe  gießen  f önnen. 
SBie  ber  ©erfaffer  übrigens  alles  getfjan  l)at,  um  ba3  gntereffe  an  bem 
(Segenftanb  gu  beleben,  fo  ift  hierfür  aud&  burdj  galjlreid&e  ^iftorifdbe 
SBemerfungen  geforgt,  njelAe  bermöge  ber  breiten  Anlage  be8  9Ber!e§ 
fld^  nirgenbs  ^eröorbrängen.  @ntfpred^enb  ber  nädpftliegenben  SBeftimmung 
be»  StadjeS  für  ©eminare  ftnb  Sogarit^men,  5Rei^en  unb  anbere  ®egen- 
Mnbt  be$  $rimapenfumS  ^ö^erer  Spulen  nid^t  aufgenommen.  Die 
feefymblungStoeife  ber  übrigen  ©egenftänbe  ift  aber  an  )\ä)  Jdbon  inter- 
effant  unb  teiltoeife  neu  genug,  um  audb  ben  ßeljrern  biefer  lefteren 
Spulen  baS  Shtdfj  an  gelegentlich  ft  gu  empfehlen.  Der  $rei8  be*  SBerfeS 
ift  im  SSexgleid^  mit  Umfang  unb  $u3ftattung  aufeerorbentli^  niebrig  geftellt. 

^agen  in  SBeftfalen. 

$rof.  Dr.  8.  Spiegel, 

a»at^emati!er  an  ber  Sgl.  $roö.s(He»erbefd^ule. 
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Steige  Beurteilungen  fcorliegenben  Seljrbud&eS.  XIX 

in.,/eettttal*Dtgottfuriie3»ttteffettie08leoIf*ttItoefett0'M892,6.eeft. 

„$te  geometrifdöe  Berfinnli^ung  aritljmetifdjjer  Operationen  ift  redjjt 
fgftematifdf)  burdfjgefüjjrt,  unb  berleiljt  bem  £el)rbud&e  einen 
unbestreitbaren  SSorjug  öor  ntand^  anberem  ausführlichen 
£el)rbud&e  ber  Äritljmetif.  (Sine  red|t  jübfdje  Serroenbung  pnbet 
bie  geometrifcbe  $erfinnlid(mng  5.  SB.  bei  ber  »uflöfung  eingefleibeter  Aufs 
gaben  burdfc  ©letd&unaen.  2)te  (Slleid&ungen  erften  <£trabe$  mit  jtoei  Un= 
Mannten  geben  bem  »erfaffer  Seranlaffung,  bie  @let$ung  einer  (Seraben 
bepriffltcj}  ju  erflären  unb  in  ben  $auj>tformen  geometrifdf)  &u  beuten. 
$te  ©leidjung  ber  Kreislinie  in  ber  einfädelten  Sonn  ift  biSfutiert,  unb 
bie  ©leid&ungen  für  (Sttipfe,  Parabel  unb  gerbet  ftnb  angegeben.  — 
(Sine  britte  Üigentümlid&feit  be3  ßeljrbudfje&  befte^t  barin,  bafi  ba*  (Se* 
fdfjidfjtlid&e  eine  ziemlich  ^eröorragenbe  Berüdfidfjttgung  erfahren  Ijat. 

©tnb  nun  and)  in  btefer  ©t$rift  nid&t  fo  burdjjauS  neue  ©eftd&tS* 
fünfte  aufgeteilt,  fo  lann  ber  Skrfaffer  bod&  ba3  »erbienft  für  ftdf)  in 
Sfaforudlj  nehmen,  biefelben  möglidjft  ftreng  unb  öollftänbtg  burd^- 
geführt  §u  Ijaben.  Überall  zeigt  ftd&  eine  grofje  ©orgfalt  öerbunben 
mit  etner  getoiffen  ©dfjajfenSfreubigfeit,  roeld&e  auf  ben  ßefer  jurücfroirfen. 
Sin  ©eminaren  unb  beim  ©elbftunterridjt  ttrirb  bie  ©d&rift  gute  5>ienfte 
Ieiften." 

Berlin.  $rof.  #.  ©lafcel. 


IT.  „allgemeine  Sentffle  ßeljmjeiittttg",  1892,  9h:.  1. 

„3m  allgemeinen  tft  %um  fiobe  beä  SBerfeS  Ijerborjuljebett,  bafj  ber 
Berfaffer  toiffenfd&aftliclje  ©rünbltd&feit  mit  bibafttfd&er  ©eroanbtljeit  *u 
öerbiuben  toerfteljt.  3m  einzelnen  toirb  bie«  erreid&t  burdfj  brei  ßilfS« 
mittel:  1)  bur$  Benufeung  ber  tnbuftiöen  SRetljobe,  2)  burdlj  ^eran^te^en 
ber  (Geometrie  ju  graj>l)ifdjen  $arfteflungen  (54  giguren),  3)  burd&  au& 
giebige  Berroertnng  gefd^id^tlid^en  Material«.  Sie  jtoei  erften  fünfte 
erfüllen  bie  gorberung  ber  $lnf<$aultd)feit  im  Unterricht,  ber  britte 
feient  jur  (Erregung  be3  jgntereffeS.  $er  matljematifdfje  (Slang  ber 
©d^rift  zeigt  utö  bie  ©rroeiterung  beg  Sa^lbegriffy  immer  ableitenb  au3 
ben  befannten  geometrifdfjen  3)arfteHungen.  ifeabet  ift  ju  beachten,  nrie 
flefd&tcft  bie  einzelne  Sigur  bie  folgenben  vorbereitet.  Sobenb  ju  ermähnen 
tft  nodjj  ba$  ausführliche  gnljaltSberzeid&niS,  ber  bxappt,  aber  überftdt)tltdt)e 
Scücfbltcf,  ba3  SSerroeifen  ber  Ergänzungen  in  einen  befonbern  Anfang, 
fotoie  ba3  atyljabetifdfje  ©ad&*  unb  9tomen3öerzeid!mi3.  #ngeftd&t3  ber 
trielen  Vorzüge  be8  SBucfjeS  fdt)eint  e$  fleinltdf),  auf  einzelne  fünfte  unter- 

Seorbneter  Art,  in  benen  IRef.  anberer  Anfielt  ift  als  ber  Berfaffer,  au& 
i^rlid^  einzugeben,  ©onadf)  lann  bie  ©d^rift  foroo^l  jum  ©elbftftubium 
tote  als  Se^rbud^  unb  jur  Aufnahme  in  ©d&ülerbtbliotl)efen  beftenS 
tntpfo^len  roerben." 

Bresben.  ©eminar^Oberle^rer  6«  treffet. 


Digitized  by 


Google 


3nljait3üergei$tti8. 


eittteitttttg*  Seite 

1)  ©egriff  unb  Einteilung  ber  SRat^moti!    .       1 

2)  Begriff  bcr  3lritl)metif 2 

3)  Begriff  ber  natürlichen  8^ 2 

4)  galjlroörter 3 

6)    Einteilung  bcr  S^fe*1 3 

6)  ßapeaeidjmmg,  8a^ljcid^en 4 

7)  2)e!abifd)e8  galpenfoftem 6 

8)  SBefonbere  unb  allgemeine  Aufgaben 7 

9)  SBefonbere  unb  allgemeine  &ritl)metif 8 

10)  Bebeutung  ber  33u$ftaben  als  S^ljei^en 8 

11)  9lu8bru<f,  (Sleid&ung,  gormel 9 

12)  ßaljfoerbinbungen 9 

13)  $ie  ©runbjäfce  ber  SCxit^inetil 10 

14)  Sfoifcen  ber  2lritl)meti! 11 

«rdet  tttttnttt. 

$te  natürlichen  Sagten. 
§    l.    ©rapljifdije  Darfteüung  be3  unbegrenzten  natürlichen  Rtäjitn- 

gebieteS 12 

A.   Rechnungsarten  erfter  (Stufe. 

§    2.    Begriff  ber  Stbbition 13 

§    3.    (SJrunbgefefce  ber  Slbbition 14 

§    4.    begriff  ber  ©ubtraftion 17 

§    5.    ©runbgefejje  ber  ©ubtraftion 19 

§    6.    ®efe|e  ber  erften  6tufe 21 

B.  SftedjnungSarten  jtoeiter  ©tufe. 

§    7.    Begriff  ber  3Jtoittyli!ation 23 

§    8.    ©runbgefefce  ber  SRulttylifation 25 

§    9.    2e$rf  ftfce  über  bie  SJhtlttylifatton  oon  Summen  unb  Differenzen  28 

§  10.    Vorbereitung  ber  Ditrifion .  37 

§  11.    Begriff  ber  fctoifton 38 

§  12.    ©runbgefefce  ber  Sttoifton 40 

§  13.    (Sefefce  über  Saljloerbinbungen  ber  erften  unb  gfretten  ©tufe  43 


Digitized  by 


Google 


Sn^ltStoerset^m*.  XXI 

C.  SRedjnungSarten  btittct  ©tufe.  6eitc 

§  14.    begriff  ber  «ßotenjierung  natürlicher  8a$*en  ........  49 

§  16.    (ürunbgefefce  bcr  ^otenjierung 60 

§  16.    Seljrfäfce  über  ^otenjierung  bon  Summen  tmb  SJifferenaen.  61 

§  17.    Sc^rfftfec  übet  bai  dienen  mit  $oten&en 68 

§  18.    Begriff  ber  SBurjel 67 

§  19.    ©eometrifc^e)ßerflnnU(^wngbe8Äu8§ie^en»berDttabrattouräeI  69 

§  20.    SRetn  arttijmetifcjje  Berechnung  ber  Ouabrattourjel   ....  72 

§  21.    Begriff  ber  Äubitorar&el 74 

§  22.    ©efefce  ber  ftubierung  unb  tljrer  Umfefpung,  be8  ftuSjieljena 

ber  Äubiftrmrjet 76 

§  23.    $u3fttel)ett  ber  Äubif  tour  jel  mittete  geometrif djer  Berfinnlid&ttng  78 

§  24.    Stein  aritljmettf  <$e3  Berfaljren  beim  Äu^ie^en  ber  fcubtfttmr§el  80 

§  26.    Begriff  ber  ollgemeinen  2Bur§elgröf$e  Yp 83 

§  26.    3He  ©runbgefefce  über  SBurjeln 83 

§  27.    Seljrfäfce  über  bat  »lehnen  mit  SBurjeln 84 

§  28.    Sufammenljang  ber  9tecijnungat>erfal)rett 87 

ätoeiter  «Hf^nitt. 

(Srfte  Erweiterung  be8  S^^lenbegriffS: 
negative  Safjlen. 

§  29.    Borbegriffe 91 

§  30.    $ie  9httt 93 

§  31.    ©ntfteljung  ber  negativen  ftafyltn,  geometrifdj  fceranfd&aultd&t  93 

§  32.    Kein  aritfpnetifdje  Verleitung  ber  negativen  &a$len ....  94 

§  33.    Äntoenbung  ber  algebratfdljen  Ballen 98 

$ie  fedjs  ©runbre<$nungen  mit  algebraifd&en  ftafylen. 
I.  «bbition. 
§  84.    &bbition  in  gleichem  ©inner   bie  ©ummanben  finb  gleich- 
artige 8a^len 99 

§  36.    Äbbition  in  entgegengef efctem  ©unter  bie  ©ummanben  Ijaben 

entgegengefefcte  Bor^eic^en 100 

II;   ©ubtraftion. 
§  36.    ©ubtraftion  in  gleidjem  ©inner  SJHnuenb  unb  ©nbtra^eub 

finb  gleichartige  &af)Un 102 

§  87.    ©ubtraftion  in  entgegengef  entern  ©inner  Sßinuenb  unb  ©ub- 

tratyenb  fjaben  entgegengefefcte  Borjeicijen 105 

§  38.                             EI.   SRultiplifation 108 

§  39.                                  IV.  fcttoifion 111 

§  40.    ße$rfdfce  über  9htH 112 


Digitized  by 


Google 


XXn  3n^tt**er$et$nig. 

V.  «potcnjcn.  Seite 

§  41.    ^otcnjcn  ber  pofitiben  unb  negottoen  Safjlen 116 

§  42.    ©rtoeiterung  be3  ^otenjbegrip:  Sßotenjen  mit  beut  ©Eponenten 

9hifl  unb  mit  negatiöen  (S^onettten 116 

VI.  28ur&eln. 

Erweiterung  be*  SBurjelbegrip;  ßeljrfäfce  über  3Bur$eln .  .  119 
%on  ben  algebraifd&en  Summen. 

§  43.    ©egriff  uub  ©igenföaften  einer  algebratfdjen  Summe  ...  121 

§  44.    Äbbition  unb  Subtraftion  oon  algebratfdjen  Summen  ...  123 

§  46.    2Rulttpttfation  algebratfd&er  Summen 124 

§  46.    3)it>ifton  algebraifdjer  Summen 126 

§  47.    gerlegung  algebraifdjer  <5vLmmtn  in  gfaftoren 130 

§  48.    Bereinigung  oon  Quotienten  aus  algebratfdjen  Summen; 

Äürjen  berfelben 134 

§  49.    ^potenzieren  einer  algebraifdjeu  Summe 136 

§  60.    2lu3$ie1)en  ber  Ouabrafc  unb  Äubiftourjel  aus  algebraiföen 

Summen 138 

»rittet  «f*nitt. 

8»eite  Erweiterung  be3  Sa^lcnbcgrtffö:  ber  Brudj. 

§  61.    Huffaffen  be3  Brud&eS  als  mehrere  gleite  Seile  eine«  (Bansen  140 

§  62.    2foffaffung  be3  a3ru<$e8  als  Seil  bon  mehreren  ©an$en  .  .  142 

§  63.    $a3  ©runbgefefc  ber  SBertbeftänbigfeit  eine«  »radfjeS  ...  143 

S)ie  oier  elementaren  ÖJrunbre^nungen  mit  $rfid)en. 

§  64.    Bbbition  unb  Subtraftion  ber  Sörüdje 145 

§  56.    SBulttylifation  ber  33rfid)e 146 

§  66.    Seilen  ber  Brücke  burc§  ganje  S^len 160 

§  67.    Sttoibteren  burdj  einen  33rud);  —  $e$imalbrüd)e 151 

§  58.    Erläuterung  ber  Entfteljung  ber  SBtüd^e  an  unterer  bilblidjen 

2)arfteflung  ber  ftotijlznxttyt 164 

§  69.    Erweiterung  be3  SBrudjbegriffeS 166 

§  60.    gfortfefcung  be3  SftedjnenS  mit  83rä^en 160 

§  61.    Suraelou^ie^en  aus  93rüd)en 161 

§  62.    fftttyntn  mit  negatiöen  Sßotenjen 163 

§  63.    83ru^otenäen 166 

§  64.    SBurjeln  mit  negatiöen  unb  gebrochenen  Exponenten    ...  172 

»ietter  Wf*nitt. 

Einiges  aus  ber  ga^tent^eorie;  Bertyältnifte 
unb  Proportionen. 

§  65.    Wta$  ber  8aljleu 176 

§  66.    Born  fleinjten  gemeinfdjaftlidfjen  Bielfad&en 188 

§  67.    Setibarfett  ber  Sagten 189 


Digitized  by 


Google 


3nljatt$toer$et($nt3.  XXm 

Seite 

§  68.    go^Icnfongructtjctt 193 

§  69.    Begriff  unb  ßigenfdfjaften  ber  Ber^ältniffe 201 

§  70.    S)ic  aritijmetifd&en  Proportionen 206 

$>ie  geometrtfdjen  Proportionen. 

§  71.    Begriff  ber  geometrifdjen  Proportion 208 

§  72.    Seljrfäfce  **«  geometrifd&e  Proportionen 209 

§  78.    Berftnberungen  einer  geometrifdjeu  Proportion 211 

§  74.    Sie  ©urnnten?  nnb  Sttfferen&enfäfce  über  Proportionen.  .  .  213 

§  75.    gufammenfefcen  ber  Proportionen 217 

§  76.    gfortlaufenbe  Proportionen 219 

§  77.    ©ilbung  forttaufenber  Proportionen 222 

§  78.    $armonifcije  Proportionen 225 

STntoenbnng  ber  $roportion3le$re  auf  bie  Bürger- 

lidfjen  SRedjnungSarten. 

§  79.    (Rnfüljrung  in  bie  Sfatoenbung  ber  Proportionen  auf  ©röfeen  228 

§  80.    gortfefcung:  gerabeS  unb  umgefeljrteS  Behältnis 233 

§  81.    Sufamntengefefcte  Berljältniffe 236 

§  82.    ^Prozentrechnungen  mit  SBerütffid^tigung  ber  Seit 244 

§  83.    Verteilung*'-  unb  SDWfd&ungSred&nung 263 

gunftet  «M«uitt. 

(Sfleidtjungen  erften  unb  jtoeiten  ©rabeS. 

§  84.    Begriff  unb  (Einteilung  ber  ©leid&ungen 260 

§  85.    Umformung  ber  ©leid&ungen 262 

§  86.    Orbnen  unb  Sluflöfeu  ber  ©leidfjungen 265 

Gleichungen  Dom  erften  ©rabe  mit  einer 
unbefonnten  ©röfje. 

§  87.    Äuflöfung  ber  einfachen  ©leid&ungeu  mit  einer  Unbefannten  269 
§  88.    Seljrrfäfce  über  ©leicfjungen;  Sfaflöfung  bur<$  Setlegung  in 

gaftoren 272 

§  89.    Beljanblung  bon  ©leidfjungen,  in  toeldjen  Ouotienten  öor* 

fommen 274 

§  90.    Beljanblung  Don  SBur&elgletd&ungen 277 

§  91.    Sfotoenbung  ber  fcljeorie  ber  Beftimmung&gleidjungen  ...  280 
§  92.    SWetljoben   jur   Äuflöfung   ber    eingelleibeten   ©leid&ungS* 

aufgaben 283 

§  93.    ftlgebraiföe  Sfoflöfung  eingeHeibeter  ©leid&ungSauf gaben.  .  286 
§  94.    Sfoflöfung  algebraifd&er  Aufgaben  bur#  geometriföe  Ber* 

finnlidjung;  reine  aritljmetifcije  Söfung 292 

§  95.    S)ie  3Jtetl)obe  ber  llmfeljrung 298 

§  96.    5He  gfalftred&nung 801 


Digitized  by 


Google 


XXTV  SntjaltStoer&eid&niS. 

(SJletdjjungen  erften  (SlrabeS  mit  mehreren 

Unbefannten.  Seite 

§    97.    begriff  unb  (gigenfd&aften  eines  ©tyftemS  linearer  GHeidfjungeu    308 
§    98.    8eid&nerifdfje '  Darfteflung    ber    ßöfungen    einer   linearen 

(SHeidfjung  &ttri{dfjen  jtoei  Unbefannten 310 

§    99.    2Retl)obeu  frur  9luflöfung  eine«  ©^ftemS  einfacher  (Stfetd&nngen    316 
§  100.    &bgefttr&te  ßöfung  linearer  ©leid&ungSfofteme  mittels  eine* 

quabratifdfjen  @dj>ema8 325 

Determinanten. 
§  101.    SBegriff   einer  Determinante;  ßeljrfäfce   über   iljre   2Berk 

beftänbigfeit 832 

§  102.    &uflöfung  etngefleibeter  ®leid(jung3aufgaben  mit  mehreren 

Unbelannten 337 

©leidfjungen  bom  jtoeiten  ®rabe. 

§  103.    Ouabratifdje  ©letdjjungen  mit  einer  Unbelannten 342 

§  104.    Sfaflöfung  ber  reinen  quabratifdjen  (Sletdfjung;    SBur&elu 

berfelben 343 

§  106.    SJletljoben    jur   Sluflöfung    ber    gemixten   quabratifdfjen 

(Sleidfjuug 345 

§  106.    ©gmmetrifdfje  §form  ber  SBurjeltoerte;  9faflöfung  bon  28ur$efc 

gleid&ungen 364 

§  107.    §öl)ere  (Bleicijungeu,  bie  ftd&  auf  quabratifdfje  prüclfüljren 

laffen 358 

§  108.    £tuabratifd)e  ©leid&ungeu  mit  jttjei  Unbelannten 363 

§  109.    Huflöfung  einiger  fjäufig  öorfommenben  (SleidjungSfofteme    368 

§  HO.    gfortfefeung  ber  SluflöfungSleljre 375 

§  111.    geidfjnerifdfje  Darftettung  quabratifdfjer  ®leidfjungen  ....    378 
§  112.    Huflöfung  eingefleibeter  quabrattfdfjer  ©leidfjungSaufgaben 

mittels  geometrif  dfjer  SSerfinnlid^ung 382 

®t$*ttt  *mmtt. 

Dritte  (Srtoeiterung  beS  SaljlenbegriffS: 
irrationale  galjlen. 

§  113.    begriff  ber  Srrationalja^len 386 

§  114.    ßonftruftion  ber  Jgrrational&aljlen 390 

§  116.    föedfjnen  mit  Irrationalzahlen 393 

Siebenter  KMdjnitt. 

Vierte  (grtoeiterung  beS  ga^lenbegriffS; 
imaginäre  galten. 

§  116.    ©utfteljung  unb  SBegriff  ber  imaginären  8a$l 403 

§  117.    (Seometrifdfje  $erftnnlid&ung  ber  negatioen  Safjlen  ....    406 
§  118.    titeäjnen  mit  imaginären  Säulen 410 


Digitized  by 


Google 


3tt$alt3öerjetd)tti8.  XXV 

$te  lompleje  ga^l.  @eite 

}  119.    fettftetysng,  Begriff  unb  »erftnnltd&ung  ber  fomplejen  galjl  418 

)  120.    föed&nen  mit  fontpiesen  8d&I«t *25 

ä  121.    mdblxd 430 

©rgänjungen  unb  $tnmerfungen  jur  SIritljmettf 
unb  Algebra. 

I)    (Schriftliches  Subtrahieren  nadf)  ber  ,,(grganaung8metfjobe"  433 

II)    $ie  umgefeljrte  SWultipttlatton 436 

m)    $ie  furje  Srttrifton 436 

IV)    ÄbgelürateS  föed&nen  mit  S)e§imalbrü^en 436 

V)    ©emerfungen  ju  einigen  arit^metifdjen  Leljrfäfcen  ....  438 

VI)    Sebeutung  unb  Sfatoenbung  ber  klammern 439 

VE)    gur  Äuflöfung  eines  ttnearen  ®teid&ung3foftem3    ....  441 
Vm)    gur  Äntoenbung  ber  ooflftftnbtgen  quabratifdfjen  ®teid&ung: 

Berechnung  be$  mittleren  8aljlung$termin3 441 

IX)    ßum  ffied&nen  mit  fomjrfeseu  gafften  (Seite  427—429) .  .  443 
X)    3ft  eine  fernere  (grtoetterung  be3  gaijtenbegriffa  mögttdj)? 

(gu  Seite  432) 441 

XI)    ©efd&td&tlid&eS  *um  erften  Hbfd&mtt 445 

XU)    S)ie  fiebente  (SJrunbred&nungSart;  Logaritljmierung. 

§    1.    (Einleitung:  Bebeutung  ber  Logarithmen 447 

§    2.    Begriff  eine»  Logaritfjmuä 448 

§    3.    (SJrunbgefefce  ber  Logaritljmierung 449 

§    4.    Vorläufige  Beranfdfjautidljung  be3  SfcufcenS  ber  Logarithmen  -  449 

§    6.    Logaritijmenfoftein 461 

§    6.    <£igentümltd)feiten  ber  befabtfdfjen  Logarithmen 453 

§    7.    $fatoetfung  jum  (SJebraudfj  ber  Logarithmentafeln    ....  454 

§    8.    fcauptgefefce  über  baS  8Red^nen  mit  Logarithmen 460 

§    9.    $raftifd)e3  SRedfjnen  mit  Logarithmen    . 461 

§  10.    (Siefdfjtdjtttd&eS  über  bie  Logarithmen 465 

XHT)    Über  ^tagoreifc^e  galten 469 

XIV)    «bgefürate*  SSuraelauSjie^en 471 

&tyl)abetifdfje3  SadfjöeraeidfjntS . 478 

$tyi)abetijcf)e3  9tomeuöeraeid&m3 477 


Digitized  by 


Google 


SBeridjtigungen. 

©ette    16,  geile  10  ö.  o.  ift  bor  Sa$lengrö6en  „gteid&en"  auSgetaffen. 
„      26  ftnb  in  ben  geilen  3  unb  4  „SJtuitiplifator"  unb  ,,3Kul« 

ttplifanb"  &u  bertaufdjen. 
„       28,  geile    4  ö.  u.  lieg  „©tolj^  ftatt  „©toll". 

-„       45,     „     11  t).  o.  lie»  -  -ftatt  +  ~ 

„      67,     „     18  to.  o.  lies  „baS"  ftatt  „bS". 

„      66,     „     13  t>.  o.  lieä  „gleich  $ol)en"  ftatt  „gleidfKtrtigen". 

„       66,     „       9  t).  u.  lies  „geraben"  nadj  „gleidjem". 

„       76,  77  it.  f.  f.  lieS  „cdm,  ccm"  ftatt  „cbdm,  cbcm". 

„       85,     „       6  ö.  u.  lies  j/lö*  =  104 : 2  —  10*  =  100. 

„  130,     „      3  u.  4  ö.  u.  lieg  „ein  Sßrobuft  beffen  gfaltoren"  ftatt 

„$toei  Sßrobufte,  toeldje". 

„  136,     „     11  ö.  o.  lies  „Sa*b"  ftatt  „3a&". 

„  159,     „      6  ö.  o.  lies  „Säulenreihe"  ftatt  „Sdjlen". 

„  161,     „      9  ö.  u.  ift  „2  a"  ju  tilgen. 

„  189,     „       7  t>.  n.  ift  bot  7  baS  Seiten  =  p  tilgen. 

„  193,     „     11  n.  12  t>.  o.  lies  „2"  an  ©teile  ber  Stffer  „4". 

„  199,     „       9  ö.  o.  lieS  „57"  ftatt  „47". 

„  200,     „      2  ö.  n.  fehlen  an  ber  Orunbjaljl  10  bie  @£ponenten, 

t>erglet($e  Seile  7. 

„  207,     „       8  ö.  o.  lies  „&  +  c"  ftatt  „c  +  d". 

„  209,     „     10  ö.  u.  lies  „Qualitäten". 

„  217,     „     11  t>.  o.  lies  /rx  —  7"  ftatt  „x  —  4". 

„  246,     „      8  ö.  u.,  ferner  252  lies  „bou  100"  ftatt  „in  100". 

„  248,     „      8  t>.  u.  lies  „Ääufer"  ftatt  „»erfaufer". 

„  249,      „      16  t>.  0.  ÜeS  „1264"  ftatt  „1280". 

„  264,     „     13  lies  redjtS  „6"  ftatt  „4". 

„  264,     „      6  ö.  n.  lies  „entfielt"  ftatt  „fteljt". 

„  270,     „       l  ö.  o.  toertauf<$e„abbieren"  unb  „fubtraljieren". 

„  272,     „       8  ö.  o.  lieS  „9,45  xf*  ftatt  „946  x". 

„  .  279,     „     14  t>.  o.  feljlt  ber  SBurjelej^onent  4. 

„  280,     „     11  t).  o.  lies  „13"  ftatt  „9". 

„  284,     „       1  ö.  u.  JieS  „96"  ftatt  „97". 

„  286,     „     10  t>.  0.  lieS  „24"  ftatt  „18". 

„  287,     „       3  ö.  o.  lieS  „3  x  +  4000"  ftatt  „3  x  +  1000". 

„  317,     „       1  ö.  o.  lieS  nad)  Subtrahiert  „man". 

„  366,      „        6  ö.  tt.  lieS  „—  24"  ftatt  „—  25". 

„  384,     „     16  unb  18  ö.  o.  lies  „136"  ftatt  „196". 

„  408,     „     16  ö.  u.  lies  „-4"  ftatt  „A^'. 
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1)  begriff  mtb  Einteilung  ber  ffltotJjematif.  2)ie  2Ratf)e= 
matt!  ift  biejentge  SBiffcnfc^aft,  toeldje  fid^  mit  ben  ©röfcen  unb 
jioar  mit  bett  ©igenfdjaften  uttb  bcr  SBergleidfjnng  berfelben 
bcjc^äfttgt.  $er  SfaSbwcf  „©röfce"  bejeidjnet  urfprfittgttd^  bie 
©igenfdjaft  eines  2)inge8,  vermöge  toeldjer  baSfelbe  t>ermef)rt 
ober  üerminbert  werben  fann.  33etrad)tet  matt  nur  biefe 
@igenfd)aft  eines  2)ittge8,  fo  nennt  man  and)  baS  Sing 
felbft  eine  ©röfce. 

Äße  ©röfien  §aben  bie  @igenfd)aft,  ba%  fie  ans  Seilen 
befteljen.  Rängen  leitete  mmnterbrodjen  mit  einember  jnfammen, 
fo  bafc  fte  ein  einjige3  ©anjeS  bilben,  fo  nennt  man  bie  ©röfce 
eine  ftetige,  j.  83.  bie  $tit,  We  Sinte,  bie  3f*ä$e/  &et  Körper. 
Die  3^t  fd)reitet  lücfenloS  fort  nnb  baS  @nbe  eines  &tittt\ld)tn% 
fann  als  Anfang  beS  folgenben  aufgefaßt  werben,  ©benfo  fann 
man  fidj  jebe  Sinie  ans  Keinen  Seilten  jnfammengefelt  oor* 
fteßen,  fo  ba%  ber  @nbpnnft  beS  einen  sngleidj  ber  3lnfangS= 
pnnft  beS  folgenben  XeildjenS  ift.  Stud^  bie  fleinften  Seilten 
ftetiger  ©röfcen  tragen  ben  9iamen  beS  ©anjen.  —  ©inb  bie 
Seile,  ans  benen  eine  ©röfce  befielt,  getrennt,  fo  t>a%  jeber  Seil 
für  fid)  ein  ©anjeS  ift,  fo  Ijeifct  bie  ©röfce  eine  getrennte 
(nnftetige).  3U  festeren  gehören  j.  85.  ein  2)nfcenb  Äpfel,  ein 
triertel  ©ier,  fünf  (Srbteile.  —  Stile  ©röfcen  f)aben  bie  ©igen* 
fdjaft,  t>a%  fie  gemeffen  werben  fönnen.  3wn  SReffen  ift  ein 
2Raf$  erforberlidj,  iaS  als  2Raf$einf)ett  anjnfefien  ift.  SllS  ©rank 
gefefc  gilt:  (Sine  ©röfce  fann  nnr  mit  einer  tf)r  gleid^* 
artigen  oergltdjen  nnb  gemeffen  werben,  @o  fann  man 
j.  83,  Sinien  nnr  bnrdj  Sinien  (Sängenmafc)  meffen.    SllS  3Äafc 
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einf)eit  jum  äReffen  eines  ÄörperS  btent  ein  Sörpermafc  (SBürfel), 
unb  ba3  2Btnfelma&  mufc  ein  Sßinfel  fein.  —  ©et  ©inteilung 
ber  ©röfecn  in  ftetige  nnb  getrennte  entfpred)enb  jetfättt  bie 
SRatljematif  ober  ©röfcenleljre  in  jwei  §auptteile,  nämlid)  in 
bie  SRaumgröfjenleJjre  ober  ©eometrie  unb  in  bie  galten* 
leJjre  ober  SlritJjmettf. 

2)  Begriff  her  «ritJjwet«.  3af)lenlef)re  f)iefe  bei  ben  alten 
©riedjen  jene  tfjeoretifdje  SBtffenfdjaft,  beren  ©egenftanb  bie 
3af)l  an  unb  für  fidj,  j.  83.  bie  Einteilung  ber  ßaljten  nadj 
ifpren  befonbern  ©tgenfdjaften  unb  ©igentümlidjfeiten  war,  im 
©egenfafc  jur  ßogiftif,  worunter  man  bie  praftifdje  SRed)en= 
fünft  ober  bie  Anleitung  baju  öerftanb.  5)ie  Stritljmetif  ber 
©rtedjen  bilbet  bie  ©runblage  ber  heutigen  „3<rf)fottf)eorie", 
einer  2)i8ciplin,  weldje  ber  neueften  Seit  angehört.  S)ie  alten 
Slraber  bezeichneten  bie  3tritf)tnetif  ber  ©rieben  mit  bem  tarnen 
„fpefulatiöe  Stritfimetif",  wäl)renb  fie  bie  eigentliche  SRedjenfunft, 
bie  Sogiftif,  „prafttfdje  Slritfjmetif"  nannten.  3efct  t>erftel)t  man 
unter  Slrit^metif  gewöljnltd)  baä  SRedjuen  fowoJjl  mit  beftimmten 
al8  mit  allgemeinen  &a§kn,  bie  SBudjfiabenredjnung.  2)ie 
3af)lenlel)re  Ijat  bie  Aufgabe,  ben  3*l)lbegriff  Kar  unb  beutlidj 
3U  bilben  unb  bie  ©efefce  ju  lehren,  nadj  weldjen'bie  3a^en 
mit  einanber  öerfnüpft  werben  muffen. 

3)  Segriff  ber  natürUdjen  SajjJ.  Seben  einzelnen  ©egen- 
ftanb einer  beftimmten  Art  nennen  wir  eine  (Stnfyett.  3)en 
SBegriff  ber  ©infjeit,  ba3  einmalige  SJorJjanbenfein  einer  ©röfce, 
bejeidjnen  wir  mit  bem  SBorte  „eins".  Sie  (SinS  bilbet  bie 
©runblage  ber  ßaljlen  unb  fie  ift  felbft  bie  erfte  ober  urfprüng* 
l\ä)t  aus  ber  unmittelbaren  Stnfdjauung  hervorgegangene  ßa^l.*) 
2)en  ©egenfafc  jur  @inl)eit  bilbet  bie  Sße^r^eit,  bie  SBiel^eit. 
3ttan  berftef)t  barunter  eine  Sftenge  gleichartiger  Singe,  b.  §. 
ben  Snbegriff  üon  getrennten  ©röfcen,  beren  $erfdjiebenf|eiten 
jebod^  nidjt  inbetradjt  fommen.  2)urdj  SSergleidjung  ber  83iek 
Jjeiten  mit  ber  6in3  entfielen  bie  übrigen  natürlichen  ßa^len. 

*)  Söct  ben  Sllten  l)at  ftd)  mehrere  galjrljunberte  ber  @afe  überliefert, 
bafj  bie  (Sind  Urfprung  unb  Anfang  aller  Saniert  aber  uidjt 
felbft  8a^  fei. 
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©obalb  ttrir  eine  33iell)eit  —  biefelbe  ift  an  unb  für  ftdO  feine 
3af)l  —  burd)  bte  (SinS  meffen,  bie  SBielfjeit  als  2Bieberf|olung 
ber  ©ins  beftimmt  auffaffen,  gef)t  erftere  in  ben  ©fjarafter  ber 
3aJjl  über.  Sie  3at)l  fann  bafjer  furj  als  eine  beftimmte 
SBiel^eit  befiniert  werben.  Sie  SBergleid&ung  ber  $iell)eiten 
mit  ber  Qatyl  eins,  bie  SSerftanbeStJjätigfeit  berSBieberljolung 
oon  gleichartigen  6inf)etten,  bei  toeldfjer  nur  baS  getrennte 
SBor^anbenfein  t>on  Singen  begrifflich  erfaßt  unb  fpradfjlid) 
bejetdfjnet  wirb,  fjetfct  $&§Un*)  9Kan  fann  baljer  aud|  fagen: 
aug  ber  urfprüngltdfjen  3<**)t ew$  bilben  nrir  burcij  toieberljolteS 
^injufügen  ber  6inS  unb  ^Bereinigung  btefer  erhaltenen  @in= 
Reiten  ju  einem  begriffe  bie  übrigen  3a^e^  &er  natürlichen 
3al)lenreif)e.  Severe  befteJjt  alfo  aus  ber  ftctyl  eins  unb  Siel* 
fadjen  berfelben.  SiefeS  QtyUn,  foeldfjeS  im  SBerfnüpfen  öon 
©in^eiten  befielt,  Reifet  StuftüärtSjäijlen.  Sen  ©egenfafc  ju 
festerem  bilbet  baS  SIblüärtSääJjlen,  welkes  als  eine  Trennung 
öerbunbener  @tnf)eiten  aufjufaffen  ift. 

4)  Safjltnorter.  Sie  9?amen  für  bie  (StnS  unb  bie  bnxä) 
3af)Ien  gebilbeten  neuen  $ai)Un  nennen  ttrir  Qa^lxoöxttx. 
Stürbe  man  beim  ßä^ten  öon  Singen  jebeS  ©tücf  burdf)  „eins" 
bejeidfjnen,  fo  entftänben  bie  natürlichen  ßa^toörter:  einS;  eins* 
eins;  einSseinS=einS,  u.  f.  to.  ©tatt  biefer  aSejeidOnungen  f)at 
bie  Spraye  triel  fürjere  SRamen  gesoffen,  ftatt  einS=einS  fagt 
man  furj  jtoei  u.  f.  f.  @S  genügt  nidfjt,  ba%  ber  SRed^ner  bie 
tarnen  für  bie  ßa^Ien  fennt,  fonbern  er  mufj  mit  ben  $af)U 
Wörtern  bie  richtige  SSorfteßung  als  ©umme  ber  entfpred^enben 
(Sin^eiten  öerbinben  unb  i^re  natürliche  ^Reihenfolge  angeben 
fönnen.  ©o  f)at  j.  83.  bie  flare  Sluffaffung  ber  j&ofyl  jef)n  bie 
gewonnenen  ^Begriffe  ber  öor^erge^enben  3af)len  jur  ffiorauS* 
fefcung. 

5)  Einteilung  ber  galjlen.  9Kan  unterfdjjetbet  fonfrete, 
benannte  unb  abftrafte,  unbenannte  &ofyltnf  je  nadfjbem  fie  mit 

*)  2>a3  Säfjlen  nur  als  baS  bettmfite  gufammenf äffen  beftimmter 
(gtnaelttefen  aufgefaßt,  bilbet,  toie  (djatffmnig  Ijerborgeljoben  roorben  ift, 
feine  menfdjUdje  (Sigentümltd&lett;  aud)  Stere  jaulen  ifjre  Sungen. 

(§anfel,  (Santor.) 
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ober  of|tte  ^Benennung  erfreuten.  25  äÄarf,  6  3af)re,  30  SReter 
finb  fonfrete,  1,  5,  9  finb  abftrafte  Balten.  (Sine  3a$  »irb 
enttoeber  als  eine  beftimmte  ober  ate  3a§*  überhaupt 
gebaut.  3m  erften  gaöe  Wimen  ttrir  uns  bie  burejj  bie  3a^ 
bejeidjneten  (Sinf)eiten  Dorftcttctt,  im  anbern  fjoüe  fommt  bie 
2Renge  ber  ©urfjeiten  nieijt  inbetrad^t.  Sebe  Qafyi,  t>on  beten 
SWenge  iljrer  ©in^eiten  man  abfielt,  fonbern  bie  nur  als  Qafy 
überhaupt  aufgefaßt  unb  gebaut  wirb,  ijeiftt  eine  allgemeine 
3af|l  Severe  fann,  ba  bie  SKenge  ber  (Sin^eiten  nidjt  beftimmt 
ifc  le&e  &aW  bejeidjnen. 

6)  Sa^Ifiejei^nnnfl,  ^aljljeidjen.  SBenn  man  gleichartige 
Singe,  j.  SB.  ©täbdjen,  Äugeln,  Säume  fßß  unb  für  jebeS 
abgejagte  ©tücl  einen  ©tridf)  ober  Sßunft  mad^t,  fo  entfielen 
natürliche  Qa^Unbübtx,  j.  33. 

a)  •  :  v  : :  :•:  i  h  m 

b)     | 1         I 1 1         | 1 H 


©teilen  ttrir  (fiefie  unter  b)  bie  gaf|t  etnS  burdf)  eine 
beftimmte  ©tredfe  (ßängenein^eit)  bar,  fo  üerfinnlid^t  bie  hoppelt 
fo  grofce  ©tredfe  bie  3af)t  jtoei,  bie  breifadje  Sänge  bie  ßaljl 
brei  u.  f.  tt>.*)  2)iefe  natürlichen  ßa^lbilber  fteöen  fämtlid&e 
einleiten  ber  burdf)  fie  bezeichneten  ßaljl  fumltdf)  bar  unb  fjaben 


*)  $te  Neigung  &ur  geometrifdjen  8$erfinnlid>ung  ber  ab: 
platten  $a$Un  unb  beten  SSerbinbungen  toar  eine  (£igentümlid)feit 
ber  alten  ©rieben.  $laä)  beut  geugniffe  XijeonfcDon 
©nujrna,  ber  im  2.  3a$rl)unbert  n.  <£ljr.  lebte,  ljaben 
bie  Sßtytljagoräer  bie  natürlid&e  Säulenreihe  burd)  fünfte 
toeranfdjaulidjt,  bie  in  gleiten  OTftänben  reiljentoeife 
.W    .    .       untereinanber  gefegt   würben.     $a   biefe   natürlichen 

Saljlenbilber  bie  gorm  eines  $reiec!3   btlbeten,   fo 

nannte   man    bie    Summt    ber    aufeinanberfolgenben 
natürlichen  fia^len  oon  1  big  ju  einem  beliebig  getollten  ©nbgliebe,  alfo 

1  +  2  +  3  +  4  +  5  +  ...  +  ,,_  "&±1>, 

3)reiec!8ja1)l. 
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alfo  einen  anfd^auüc^en  Sntjatt.  Unfere  gebräncljtidjen  QafyU 
jeidfjen  finb  bie  Stffetn  0,  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9.  2)iefe 
finb  ttriUfürlidje  Qtitym  für  bie  3a^n;  man  fönnte  jebe 
3aJjt  ftatt  bnrdj  ftifttm  and)  mittels  anbetet  Qdäjtn  bat* 
ftetten.  2>ie  betriebenen  Suttutöötfet  ans  berfdfjiebenen  3ei*e^ 
Ratten  and)  öerfdfjiebene  $ofy\yi\ti)ixi.  Unfere  mobernen  ßiffern 
ftnb  ans  bm  3eidf)en.ber  Sßefiaraber  nnb  jtoar  ben  fogenannten 
©nbar*  ober  ©tanbjiffern  Ijeroorgegangen,  beten  ©rfinbnng  ben 
Snbern  jugefd&rieben  tt)itb.  Sie  ÜftnQ  ift  baS  &tiä)tn  fö*  &a$ 
9ftcljtoorf)anbenfein  einet  @inf)eit  nnb  bejeidfjnet  bafiet  leine 
natürliche  3a^-  8tt*  3ö^Ijei(^en  ttrirb  bie  9tuQ  infofetn  mit 
Sftedjt  anfgefafjt,  als  fte  jnt  2)arfteünng  bet  j&afyUn  nicljt  ent* 
beljrt  werben  fann,  5.  SB.  in  10,  108,  200  n.  f.  tt>.  S)ie  inbifdj* 
atabifd^en  Stffc™  bienen  jnt  33ejeidjnung  beftimmtet  3a^«- 
SllS  bie  Slritljmetif  fid(j  öeröoüfommnete,  fteöte  fidj  baS 
SebürfniS  jnt  (Sinfüljrnng  nener  3*%*$**  ew.  ©eü  &era 
SJorgange  beS  3orbamtS  SKemorarinS  (im  13. 3af)rf).)  bebient  man 
fid^  antf|  bet  Sudfjftaben  als  Qfäfiitii^tri.  2)ie  @infüf)rmtg  bet 
Sindfjftaben  als  Qcfyiititytn  crtoieS  fid)  fd&on  ans  bem  ©rnnbe 
als  jmecfmäfjig,  weil  fte  bereits  befannte  Qd^tn  ttmren.  $af)Un 
im  allgemeinen  ober  allgemeine  QcfyUn  werben  bnrdfj  bie  Meinen 
nnb  bie  großen  33nd(jftaben  beS  iateinifd)en  Alphabets  bejeid^net. 
3eber  SSndjftabe  fann  jebe  beftimmte  3^^1  barftetten,  bie  33ndfj* 
ftaben  f)etfcen  beSf)alb  allgemeine  3a%et$en.  Sie  8ßaf)l 
ber  Skdtftaben  ift  jttmr  gleid&giltig,  boclj  befielt  ber  ©ebrandf), 
befannte  Qafytn  tordf)  bit  ÄnfangSbndjftaben  a,  b,  c  n.  f.  tt>., 
nnbefannte  ober  gefndfjte  ©röfcen  mit  t>m  legten  S3nd(jftaben 
xt  Vi  *  hu  bejeidjnen.  33erfd(jiebene  S3ud^ftaben  bejeid&nen  im 
allgemeinen  berfcf)iebene  Rafften,  fie  fönnen  jebod^  andfj  biejelbe 
3a^I  anSbrücfen.  ©agegen  vertritt  ein  33nd(jftabe  in  einem  nnb 
bemfelben  SRedfjenbeiftriele  ftetS  nnr  einen  beftimmten  Rafften- 
wert.  3n  ber  Aufgabe  x  +  4  =  10  vertritt  baS  Qtifyn  x 
bie  3af>l  6;  in  bem  SSeifaiele  x  —  12  =  8  ben  SBert  20, 
obgleich  es  überljanpt  jebe  Rafft  bejeid^nen  fann.  SBirb  ein 
83nd)ftabe  ttrieberf)olt  gefegt,  fo  bejeidjnet  er  ftetS  biefelbe  3^1/ 
j.  83.  in  ber  Stnfgabe  x  +  x  +  x  +  6  =  30  brücft  baS  Raf)U 
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jeidjen  x  JebeSmal  bie  Qcfyl  8  au§.  —  2)er  Äürje  falber  nennt 
man  bic  beftunmten  nnb  atigemeinen  3at)ljctc^cn  audfj  „ßaiilen"; 
man  jprid^t  fd^ted^tweg  t>on  ber  ßa^I  #,  anftatt  ju  fagen:  „bie 
3af)t,  toeldfje  burd)  jenen  SBudtftaben  bejetcfjnet  toerben  foö." 

7)  2>efabifdje§  galjlettfofteim  @o  tote  jur  Storftetfang 
ber  3a^cn  eto§  K8  neun,  fo  §ätte  man  aud)  jur  SBejeicijnung 
nodfj  öicter  anberer  ßa^Ien  befonbere  ftätytn  erfinben  fönnen. 
SlHein  e§  liegt  auf  ber  §anb,  ba^  e8  aud)  bie  fdfjöpferifdfjfte 
menfdfjüdje  ©inbitbungSfraft  unb  ba3  öorjüglidjfte  ©ebäc£)tnt8 
überfteigt,  für  jebe  3at)I  ein  befonbereS  Seidjen  ju  erfinnen 
unb  biefe  unstetigen  3eic$en  aufjufaffen  unb  feft  ju  Ratten. 
2)ie  Ijödftt  ftnnreidfje  unb  großartige  ©rfinbung,  mit  jef)n  ein* 
fadjen  geilen  äße  galten  barjuftetten,  hrirb  Don  ben  Arabern 
ben  (Mehrten  SnbienS  jugefdEjrieben  .*)  3ebe§  ber  jeJjn  3a*)k 
jeic^cn  beutet  an  unb  für  fid)  eine  befttmmte  StnjaJjl  ©inJjetten 
an,  bie§  ift  ber  SKenntoert  ber  giffem.  S3ei  jtoei*  unb  meljr* 
ftettigen  ftcfyUn  unterfdfjeibet  man  „Drbnungen".  S)ie  niebrigfte 
Drbnung  ber  „ ©in er"  lann  1  big  9  ©intyeiten  enthalten.  ßet|n 
©iner  faßt  man  afö  eine  neue  ©inf)ett  auf  unb  nennt  fie  jur 
Unterf Reibung  oon  ben  ©inern  einen  ßeljner.  Sßeiter  toerben 
10  einleiten  biejer  (jtoeiten)  Drbnung  aU  @int)cit  einer  f|öf)eren 
Drbnung  unter  bem  tarnen  „ein  #unberter"  juf  ammengefaßt. 
25urd(j  3ufammenf  äffen  toon  jq  ©inf)eiten  ber  Drbnung  „§un= 
berter"  in  eine  neue  @inf)eit  bilbet  man  bie  Sftangorbnung  ber 


*)  $te  (Srftnbung  ber  SßofttionS  *  $ritl)mettf  gehört  §u  ben  groß* 
artigften  Stiftungen  beS  menfd&lidfjen  (MfteS.  $ie  größten  SKänuer,  ttrie 
ßeibnta,  Newton  nnb  Sa  $(ace,  ljaben  üjrer  SSerttmnberung  über  ba$ 
befabijdje  Satytenfaftem  SluSbrucf  gegeben.  6o  fagt  2a  Pace:  „$er 
©ebanfe,  alle  Quantitäten  burd)  jetm  geilen  au^ubrücfen,  inbem  man 
ifjnen  äugteidj)  einen  abfoluten  nnb  einen  ©teüentoert  giebt,  ift  fo  einfadj, 
bafi  man  tbtn  beSljalb  nidjt  genug  anerlennt,  reelle  Söetounberung  er 
öerbient.  Slber  eben  biefe  @infad$ett  nnb  bie  Seicijtigteit ,  welche  bie 
äßetljobe  htm  SRedljner  getoäljrt,  ergeben  ba%  aritijmetifdje  ©Aftern  ber 
Snbier  in  ben  9kng  ber  nüfcftdfjften  ©rftnbnngen.  SSie  fd&toer  e0  aber 
tuar,  eine  fotdje  Sttetfjobe  aufpfinben,  lann  man  barauS  entnehmen,  bafi 
fie  bem  ©enie  be$  StrdjimebeS  nnb  be8  $tyofloniu8  bon  $ergae,  jroei  ber 
größten  ©eifter  be3  SUtertljuma,  entgangen  toar." 
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„Saufenber".  Überhaupt  fafct  man  burdfjgängig  10  ©inJjeiten 
irgenb  einer  Drbnung  ate  @inf)eit  einer  nädfjft  l)öt)eren  jufammen. 
Sebe  Drbnung  fantt  1  bis  9  ©inljeiten  enthalten.  S)ie  Stang- 
orbnungen  werben  nun  mit  #ilfe  ber  jef)n  giffern  bargefteHt, 
inbem  man  bem  ftaljtjeic^en,  tt>etc^c§  bie  ©infjeiten  einer  Drbnung 
angiebt,  eine  bem  Slang  ber  Drbnung  entfpred&enbe  Slnja^I  Butten 
anfängt.  S)ie  ©breiten  ber  jtoeiten  Drbnung  fteßt  man  burdfj 
Anfügung  einer  9iuH  bar,  bie  Drbnung  ber  £unberter  be= 
jeicfjnet  man  burdE)  3lnt)ängung  üon  jtoet  SKulIen  n.  f.  h).  S)a 
ba8  SRangjeidjen  &ull  felbft  feinen  SBert  f)at,  fonbem  nur  ben 
öoraufgeJjenben  3*ffcrn  ^0Tt9  öerlei^t,  bagegen  auf  bie  folgenben 
ßiffern  feinen  ©influfc  ausübt,  fo  fann  man  beren  Sßlafc  mit 
anbern  ©tnfjeiten  bebedfen.  günf  Qtfynn  unb  adfjt  ©incr  fönnen 
bafjer  ftatt  50  +  8  furj  burdj  58  bejeicfjnet  werben,  günf 
Xaufenber,  fünf  $unberter,  fünf  ßc^ner  unb  fünf  ©iner  fann 
man  ftatt  5000  +  500  +  50  +  5  fürs  5555  fdjreiben.  ®er 
Slang  ber  3*ffern  fteigt  alfo  üon  rechts  nadO  linfs,  ber  SBert 
berfelben  ift  Don  ifjrer  Stellung  abhängig.  Sebe  3^ffer  W 
aufjer  iJjrem  Nennwert  audf)  einen  fogenannten  ©teilen*  ober 
Sßofitionätoert,  unb  jtoar  befi|t  jebe  ©infjeit  einer  auf 
einer  beftimmten  ©teile  fte^enben  3^f f er  ^tnen  je^n^ 
mal  fo  grofcen-SBert  als  bie  ©inJjeit  ber  rechts  ftet)en= 
&en  3iffc*-  ®iefe»  (Sefefc  nennt  man  bog  zehnteilige  (befa= 
bifdje)  ßa^lenftiftem  (3^ner-  ober  ©ejimalfoftem),  bie  Qafyl  10 
Ijeifct  bie©runbjaljl  berfelben.  Sluf  iljm  beruJjt  bie  Schreibung 
aller  natürlichen  Qafytn. 

8)  ©efonbere  unb  allgemeine  Aufgaben.  3e  nadfjbem  in 
einer  Aufgabe  befonbere  (befttmmte)  ober  allgemeine  3a^jeid^en 
öorfommen,  unterfeljeibet  man  befonbere  unb  allgemeine 
aufgaben,  ©ine  befonbere  Aufgabe  ift  folgenbe:  ©§  foö  einerlei 
fein,  ob  man  eine  3a^  lOmal  nimmt  ober  10  ju  berfelben 
abbiert.  SBie  fieifct  bie  3°^?  —  @*t}t  man  an  ©teile  ber 
3iffer  10  ba3  allgemeine  ftafyitifyn  at  f°  §ot  nton  folgenbe 
allgemeine  Stufgabe:  ©3  foH  einerlei  fein,  ob  man  eine  ßa^I 
mit  a  multipliziert  ober  a  ju  berfelben  abbiert.  8ßeld(je3  ift 
bie  3a$l? 
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9)  »efötibtte  tttib  aDgenteine  Kritymetif.   2)ie  Strit^mctit, 

weld&e  nur  beftimmte  3aI)Ictt  betrachtet  unb  mit  einanber  öer* 
fnüpft,  l)eif$t  befonbere  ober  gemeine  Slritfjmetif.  2)aS  @r* 
gebniS  ber  SRed&nung  unb  Unterfudfjung  in  ber  getoö^ntic^ett 
SRedjenfunft  ift  ein  befonbereS,  baS  nur  für  ben  öorliegenben 
gaß  gütig  ift.  Sie  gemeine  Stritljmetif  Ijat  nur  befonbere 
aufgaben  jum  ©egenftanbe  unb  äße  SRedjenoperattonen  !önnen 
Ijier  ausgeführt  werben.  —  2)aS  SRedjnen  mit  beftimmten  unb 
allgemeinen  ßa^Ijeic^en  ift  ©egenftanb  ber  allgemeinen  Stritt 
metif  ober  83udjftabenred)nung.  £ier  werben  ben  Aufgaben 
unb  Unterfudfjungen  in  öielen  gäöen  allgemeine  3°%cW)en 
jugrunbe  gelegt,  unb  baS  (SrgebniS  ift  ein  allgemeines,  weites 
auf  alle  gälle  berfelben  Art  antoenbbar  ift.  3n  ber  Sud)* 
ftabenredjjnung  fönnen  jebod)  bie  ^Rechenoperationen  meiftenS 
nid)t  wirflidf)  öofljogen,  fonbern  nur  angebeutet  werben.  5)ie 
gewöhnliche  Sftedjenfunft  unb  bie  allgemeine  8tritl)metif  ftimmen 
f|infid)tUd}  i^rer  Sei)  reu  unb  ©efefce  überein. 

10)  »ebeutiittfl  ber  »udjflirtett  als  Saljljeidjett.  ©ie 
SBenufcung  ber  33ud)ftaben  als  allgemeine  3af)ljeid)en  f)at  öor 
bem  ©ebraudfj  ber  3*ffcrn  wefentlid&e  SBorteile.  SRittelS  aß- 
gemeiner  Qa§lfciä)txi  fönnen  wir  äße  Seljrfäfce  ber  Strttljmetif 
fo  furj  unb  fdjarf  barfieHen,  wie  es  burd)-  bie  äöortforadfje 
nid£>t  möglidf)  ift*)  ©o  j.  33.  jagt  bie  &äd)twotxUnt)\mQ 
a  =  a :  3ebe  ©röfte  ift  fidf)  felbft  gleidf).  Soft  man  ein  S3ei= 
fpiel  mit  beftimmten  Baljlen,  fo  erhält  man  baS  Ergebnis  nur 
für  biefen  befonbern  gaö,  wäljrenb  fidf)  burd)  bie  3ftedjnung 
mit  allgemeinen  ßaljljeidjen  bie  Sluflöfung  für  alle  Aufgaben 
einer  SIrt  ergiebt.  3ttan  Ijat  bann  in  jebem  einjelnen  galle 
nur  an  ©teile  ber  83udjftaben  bie  gegebenen  beftimmten  ftdfykn 
ju  fefcen.  S)ie  Beweisführung  ber  aritf)metifcf)en  Seljrfäfce  mit 
$ilfe  allgemeiner  3^1en  öerleifjt  biefen  2Baf|rt)eiten  allgemeine 

*)  „3)ie  ©pradje  ber  ÄnafyfiS,  bie  bottfornmenfte  aller  ©proben, 
ift  föon  an  fidj  felbft  ein  mädjttge8  Hilfsmittel  unb  SBerljeug  ber  @nt* 
becluug,  unb  iljre  SBeaeidjnungen,  toenn  fte  glücllidj  gemäht  fiub  unb  mit 
bem  (Segenftanbe  in  nottoenbiger  Söegie^ung  pe^en,  enthalten  bie  ßeüne 
neuer  föedjnungStoeifen."    (Sa  Sßlace) 


Digitized  by 


Google 


Einleitung.  '9 

©iltigfeit  unb  wiffenfdfjaftlidfje  Strenge.  SBäJjrenb  ferner  in  ber 
gewöhnlichen  SRedEjenfunft  bei  Söfung  öon  aufgaben  unb  bei 
Unterteilungen  burd)  bie  ju  bewerffteQigenben  SRedfjnungen  ber 
©enfyrojefc  gehemmt  wirb,  fönnen  wir  bie  SRefultate  beä  2)enfen3, 
ik  2)enf  Operationen,  mittete  ber  83udjftaben  lurj  bejeidfjnen, 
woburcij  bie  Slrbeit  be$  StedfjnerS  abgefärbt,  öeretnfadjt  unb 
erleichtert  wirb.  @nblid|  erzielen  wir  burdO  Sünwenbung  ber 
33udf)ftaben  in  Dielen  gäöen  leiste  Söfungen  öou  Slufgaben, 
weldEje  burdE)  bie  3iffernarit^ntetif  nur  burdj  ein  müljeöolIeS, 
jeitraubenbeg  SBerfaljren  bewerffteöigt  werben  fönnen,  unb  bie 
Söfung  foldfjer  fc^wierigen  83eiftriele,  weldjje  bie  firäfte  ber 
gemeinen  SRedfjenfunft  überfteigen. 

11)  Kudbrttd,  ©leidjttng,  Formel.  3ebe3  &tx<fytn  für 
eine  Qafyl  fieifct  StuSbrucf.  2>urd0  SBerfnüpfung  öon  jwei  ober 
mehreren  3a^en  burdj  SRedjenjeidfjen  entfielen  me^rgliebrige 
SluSbrücfe.  5)ie  einjelnen  burd|  +  unb  —  üerbunbenen  Xeile 
nennt  man  ©Heber  be§  3lu3brudfö.  Sftadfj  ber  Stnjafjl  ber 
©lieber  be$  ©anjen  unterfdfjeibet  man  eingliebrige,  jweigliebrige 
(93inom),  breigliebrige  (Irinom)  unb  meljrgltebrige  StuSbrücfe. 
33ejeicljnen  jwei  Sluäbrücfe  a  unb  b  biefelbe  ßa^l,  fo  finb  bie* 
felben  gletcij.  2)ie  ©leicljljeit  jweier  Slusbrüde  wirb  burdj  ba3 
©letdfjljeitSäeicijen  (=)  bargefteHt,  welcljeS  „gleidj"  ausgebrochen 
wirb.  2)urcf)  ©letdfjftellung  jweier  gleiten  2tu§brücfe  entfielt 
eine  ©leidfjung.  2)ie  ©leidfjung  a  ==»  b  wirb  gelefen:  „a  gleich 
&".  2tHe  linfS  unb  rechts  bom  @leicf)ljeit3geid(jen  ftefjenben 
SfaSbrüdCe  f)eifeen  ©eiten  ber  ©leidfjung  unb  bie  einjelnen 
burdfj  •+-  ober  —  mit  einanber  öerbunbenen  ©röfcen  werben 
©lieber  ber  ©leid&ung  genannt  Sebe  SSudjftabengleidfjung, 
weldfje  ein  matljematifdfjeä  ©efefe  auSbrücft,  ijeifct  gormel. 
S)ie  ©leidjung  a  +  b  =  6  +  a  ift  eine  gormel;  benn  fie  fteöt 
ben  Seljrfatj  bar:  „SRan  barf  bie  ©ummanben  einer 
©umme  beliebig  öertaufdjen."  ©ic  2>arfieHung  ber  Un* 
gleidjfieit  jweier  $cti)Un  nennt  man  Ungleichung.  2)afc  eine 
3af)l  a  größer  als  b  ift,  wirb  a  >  b  bejetdfjnet.  3ft  a  Heiner 
atö  b,  fo  f dfjreibt  man  bieg  a  <  6. 

12)  Saljltteriittbttttgctt.     Sebe   3a^öerbinbung   ift   eine 
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3af|l  unb  fic  lann  baf)er  ttrieber  neue  SBerfnüpfungen  eingeben. 
2Bäf)renb  in  ber  gemeinen  9ted)enfunfi  bie  3^1t)erfnüpfungen 
beregnet  toerben,  fieöt  man  fie  in  ber  allgemeinen  Äritljmetif 
meiftenS  blofc  bar  unb  benft  fidO  bie  SRefultate.  3ebe  3<#s 
üertinbung  ift  felbftoerftänblici)  iljrem  toirf  liefen  ©rgebniS  gleich, 
fo  ift  j.  93.  5-8  ftets  gteidj  40  unb  72:  9  immer  gtetcfj  8. 


25ie  biefen  3af)foerfnityf* 
ungen  entfpredjenben  Sfitfy 
nungSöerfa^ren   f)eif$en : 

1)  Stbbitton ; 

2)  ©ubtraftton; 

3)  SRultiplttation; 

4)  2)foifion; 

5)  Sßotenjierung ; 

6)  SBurjeIau§jie^en; 

7)  2ogaritf)mierung. 


5)ie  StritJjmetif  beljanbett 
fieben  ßa^töerbtnbungen,  näm= 
fic$: 

1)  bie  ©umme,  a  +  & ; 

2)  bie  Differenz  a  —  &; 

3)  ba§  Sßrobuft,  ab] 

4)  ben  Buotienten,  a :  b ; 

5)  bie  Sßotenj,  an  =  &; 

6)  bie  SBurjel,  a  =  >/&; 

7)  ben  SogaritljmuS, 

n  =  alog  6. 

S)ie  beiben  erften  9iedjnung3arten  Reiften  Operationen  ber 
erften  ©tufe.  2)a§  Sßrobuft  unb  ber  Quotient  finb  $a§U 
üerbinbungen  j weiter  ©tufe.  Sie  brei  legten  $Qfylütx* 
binbungen  nennt  man  SSerlnüpfungen  ber  b ritten  ©tufe. 
ßur  a5ejeid^uung  ber  3^^erlnüpfungen  finb  beftimmte  Siemens 
jeidjen,  + ,  —  u.  f .  tt>.  eingeführt. 

13)  Sie  ®nntbfa$e  her  «ritJjinettl.  <Srunbfä|e  nennt 
man  fotö)e  SßaljrJjeiten,  bereu  9tid)tigfeit  fo  unmittelbar  ein* 
leudjtenb  ift,  ba%  fie  eines  SSewcifeö  nid)t  bebürfen.  3)a3  ©Aftern 
ber  Strit^mcti!  beruht  auf  nur  trier  ©runbjäfcen,  nämtidf): 

1)  Sebe  ©röfe  ift  fid)  felbft  gleich,  j.  85.  1  =  1. 
formet:  a  =  a. 

2)  SRan  fann  für  jebe  3af)l  ftets  eine  ifyx  gleite 
fefcen,  ofjne  bafc  bie  9tidjtigfett  geänbert  totrb.  3ft 
a  =  af  fo  mufc  audf)  a  +  &«=a'+6  fein. 

3)  &xot\  3al)(gr0l3en,  t>on  toeld^en  jebe  einer 
brüten  8a$t  gleidj  ift,  finb  unter  fidfj  gteidf).  SBenn 
a  =  c   unb   b  =  cf  fo  ift  aud}   a  =  b. 
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4)  2)a3  ©anjc  ift  ber  ©nntme  feiner  fätntltdjen 
Seile  gleidj.  3eber  Seil  ift  Heiner  als  fein  ©anjeS. 
(£ier  ift  tooranSgefefct,  bafc  bie  Seile  gleichartig  finb.) 

14)  »u^en  ber  «rit^wetif.  2)a8  ©tnbinm  ber  Sinti)* 
ntetif  (ber  aJtotJjetnatif  überhaupt)  getoäf)rt  nnS  einen  jtt>ei* 
fachen  SKufcen,  einerfeite  finben  bie  Setzen  ber  SRedjenfunft 
äntoenbnng  anf  faft  alle  ßtoeige  ntenfd)lid)en  8ßtffen3  nnb 
Sonnend , .  anbererfetts  ift  bie  Slrt  nnb  SBeife,  ttrie  fie  itjre 
Sel)ren  begrünbet,  alfo  it)re  äRetljobe,  bie  toollfotnmenfte  üon 
aßen  833iffenftf)aften.  3)te  Slrit^metil  Ijat  jnr  ©runblage  nnr 
trier  ©rnnbfäfce,  beren  8ßat)rfjeit  oljne  wetteret  in  bie  Singen 
fpringt.  Sie  begrünbet  alle  t>on  it)r  anfgefteQten  SSe^anptnngen 
(2ef|rfä|e)  fo  untoiberlegbar  nnb  fd^arf,  bafi  jeber  normal  be* 
gabte  SKenfd)  tJjnen  jnftimmen  mnfc.  ©at)er  gehört  bie  Stritt^ 
ntetif  (SKatljematif)  jn  ben  fogenannten  ejaften  2Biffenfd)aften. 
SWänner  ttrie  2)robifdj,  £anfel  n.  a.  t)aben  fpegieH  bie  (SnHibifdje 
3Retf)obe  ber  ©eotnetrie  als  „ein  in  jeber  !öegie{)ung  unäber* 
troff  ene8  SReiftertoerf"  gepriefen.*) 

*;  „3)ie  SRatljemati!  tft  eine  SSBiffenfdjaft  au8  reinen  93egriffen, 
baljer  abftraft  unb  nid)t  (o  leidet  fafjttd)"  ju  lehren  nnb  ju  lernen,  als 
anbere  SBiffenfdjaften,  in  toeWjen  bie  begriffe  neben  einanber  liegen  unb 
bie  metftenS  nur  ba8  ®ebäd}tni$,  ben  SSerftanb  unb  ben  ©d&arffinn  aber 
toenig  in  &nfprudj  nehmen  unb  üben."  ßüb[en.  —  „$er  bilbenbe  ©ins 
ffa&  ber  Sttatljematit  Hegt  öorjugämeife  bar  in,  bafj  ber  ©djüter  benlen 
unb  reben  lernt."  Sarbeü.  —  „$te  nädjfte  (Generation  toirb  bie  Slots 
toenbigfeit  einfefjen,  SJtotijentatil  ju  ßttbieren."    $erbart. 
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©rfter  2ttfdjnttt- 
1«  natfoltynt  Stiften.*) 

§  1.    ©rajiJjijdje  Sarfieffuttg  beö  unbegrenjten  natürltdjen 
SaljlengcMete». 

Sßir  fönnen  uns  bie  Steige  ber  natürlichen  ftofyUn  öon 
0  bis  oo  auf  folgenbe  SEBeifc  üerfinnüdjen.  S3on  einem  belie- 
bigen Sßunft  in  ber  ©bene  aus  fefcen  ttrir  fünfte  in  gleicher 
(Sntfernung  fcon  einanber,  bie  fämtlid)  in  einer  ©eraben  liegen, 
unb  ttrir  fteöen  uns  bor,  bieje  Sßunftreilje  laufe  bis  ins  Unenb* 
tidje  fort.  £en  SlnfangSpunft  ber  SRei^e  bejeid^nen  ttrir  mit  0 
unb  ben  folgenben  fünften  orbnen  toir  (jum  Seit  ttrirflid),  btn 
übrigen  in  ber  SBorfieüung)  bie  entfprec|enben  ftafyUn  ju,  fo 
bafc  bie  ©treefe  0  bis  1,.  furj  Öjl,  bie  3afyC  1,  bie  Sänge 
Oß  bie  3aljl  2,  überhaupt  bie  ©treefe  O/n  bie  3aljl  n  öer* 
finnltdjt.**)  28ir  fjaben  alfo  folgenbeS  anfdjautidje  SBilb  ber 
natürlichen  ftafymxtify: 

oo 

0    12    3     4    6     6    7     8     9    10  11  12  13  14  16 

S)a  jieber  Sßunft  in  biefem  Silbe  burdj  feinen  Stbftanb 
oom  StnfangSpunft  0  eine  beftimmte  Sänge  ober  ©treefe 
barftellt,  fo  tonnen  toir  mit  93ejiet)ung  eines  jeben  SßunfteS 
auf  ben  SKuHpunft  aud)  fagen,  jeber  Sßunft  biefer  SReiJje  öer~ 
finntid)e  eine  Qafyl  —  2)iefeS  ßa^tcnbilb  genügt  ber  3af)len= 
reilje  öoUftänbig;  benn  1)  eutfpridEjt  bem  Sa^eic^en  0,  toeldjeS 

*)  2ttan  ttieberljole  junäd^ft  btö  tri  ber  (Sutleitung  unter  3  bis  7 
(Sefagte. 

**)  93ergleid&e  9h.  6  ber  ©inteitwtg. 
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baS  SKicijtDorlianbenfein  bcr  (Sinfyeit  bejeidfjnet,  ber  geometrifd&e 
Sßunft.  ©er  mit  bem  Seifert  0  Derfeljene  SMlbpunft  bcr  Steige 
fott  aber  eigentlich  bux  SlnfangSpunft  einer  unbegrenzten 
©eraben  Dorftellen,  ttrie  nur  fpäter  feilen  toerben;  2)  einer 
beliebigen  Qafyl  n  ber  3a$tenreU)e  entfprid^t  ein  Sßunft,  ber 
Dom  2tnfangSpunft  um  eben  fo  Diele  Sängenein^eiten  ent= 
femt  liegt,  als  bie  it)m  jugeorbnete  3oi)l  einleiten  enthält; 
3)  nrie  bie  ftatyfenreilje  oljne  @nbe  fgrtfd^reitet,  fo  erftreefen  bie 
fünfte  beS  SBilbeS  fiel)  bis  ins  Unenbüdje  fort. 

5H*  ferir*  <5rutti>r*$ttOTt$$ftrt*n  mit  natfiriti^cn  Jtoftlcn* 
A.   SftedjnungSarten  erfter  ©tufe. 

ÜJltt  §ilfe  ber  grapljifdjen  ßa^lenbarftellung  im  vorigen 
Paragraphen  fann  man  bie  SScgriffc  ber  Slbbition,  ber  ©üb* 
traftion,  ber  äRulttylifation  unb  ber  ©iDifion  burd)  ttmf>rnef>ms 
bare  Operationen  erzeugen. 

SBir  nennen  ben  geraben  3Beg  Don  irgenb  einem  fünfte 
bis  jum  nacljftfolgenben  „einen  Schritt  DortoärtS"  unb  bie  @nk 
femung  Don  einem  beliebigen  Sßunft  bis  $um  nädjftoor^er* 
geljenben  „einen  ©dfjritt  rüdroärtS". 

I.  »frMttotu 
§  2.    »egriff  ber  «bbitum. 

©te  arit^metijd^e  Aufgabe  3  +  5  auf  unfere  Slbbilbung 
ber  Satyrn  übertragen,  bebeutet:  SKan  foU  Don  bem  bie  Qaty  3 
berfinnlid)enben  Sßunft  aus  um  5  ©djritte  DortoärtSfdfjreiten. 
©urcij  9luSfül)rung  biejer  I^ätigfeit  gelangt  man  ju  bem  Sßunft, 
toeldfjem  bie  Qafy  8  jugeorbnet  ift;  folglich  ift  3  +  5  =  8. 
©ie  Slbbition  ttrirb  alfo  bilblidf)  ausgeführt,  inbem  man  Dom 
(Snbpunft  ber  bie  eine  $afyl  üeranfd^auli^enben  ©treefe  aus 
um  fo  Diele  ©djritte  auf  bem  3a^nbilbe  DortoärtS  gel|t,  als 
bie  anbere  3a^  @inf)eiten  enthält.  Sie  ftafyl  b  im  btlb* 
liefen  ©inne  ju  a  abbieren  Ijeifjt,  Don  bem  ber  &a$l  a 
entfpredfjenben  Sßunft  ber  £al)lenrei$e  aus  um  fo  Diele 
©dfjritte  DorioärtSfcljreiten,  als  bie  3a^  &  @inf)eiten 
barftellt. 
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14  ©rfter  «&fd)mtt    3He  natürlichen  go^Icn. 

33enu|en  ttrir  jur  SBeranfdjanlidjnng  urtb  Srlönternng  ber 

Stbbition  bie  Sinleitung  6)   angegebenen  natürlichen  QafyUn* 

bilber,  fo  ift  j.  83.: 

_        ^        ••        ••        ••••        Ä 

5  +  3=-+  =  =8. 

•       •  •  •       •       •       • 

hieraus  fliegt  folgenbe  Definition:  gtüet  3^^Ien  abbieren 
Reifst,  iljre  natürlichen  3al)lbilber  ju  einem  einzigen 
vereinigen  unb  für  ba8  erhaltene  3aI)Ibilb  bie  ent* 
fpredjenbe  3a^  \tytn-  SD^it  biefer  Definition  ift  bie  fol- 
genbe gleitf)bebentenb :  Sine  3al&t  &  8U  einer  anbern  a 
abbieren  Ijeifct,  eine  britte  3al)l  finben,  bie  fo  öiel 
©in^eiten  enthalt  als  bie  gegebenen  Qai)Un  jnfammen 
barft eilen.  Die  jn  abbierenben  3a^e^  giften  ©nmmanben, 
Sßoften  ober  ©lieber.  Dag  ©rgebnte  ber  Slbbition  nennt  man 
©nmme.  3n  ber  ©leidjnng  8  +  4  —  12  Ijeifct  8  +  4  „for* 
meHe  ©nmme",  bie  3Q^9^Be  12  Pflege»/  toeldje  ba3  SrgebniS 
ber  3fted)nnng  angeigt,  toirb  „ttrirflidje  ©nmme"  genannt.  Site 
3ei^en  ber  Slbbition  bient  ein  fteticnbeö  ßrenj  (+),  toeldjeS 
in  ber  getoöljnlidjen  9ted)enfnnft  „nnb",  in  ber  allgemeinen 
StritJjmetif  aber  „plus"  anSgef prodjen  nrirb.  3ebe  Qotijltxis 
berbinbnng  bnrd)  ba3  ßeid^en  +  nennt  man  fdjledjtoeg  ©nmme; 
bie  redjnerifdje  Arbeit,  toeldje  bie  formelle  ©nmme  verlangt,  bie 
ber  ©nmme  entfpred&enbe  Operation,  Jjeifct  Stbbieren.  3n  ber 
Slnfgabe  9  +  6,  allgemein  a  +  &,  fommen  brei  ©röfcen  in- 
betradjt,  nämtid)  jtoei  ©nmmanben,  nnb  bie  britte  ©röfce,  bie 
©nmme,  foß  ermittelt  »erben.  Sebe  ©nmme  mufc  mtnbeftenS 
jmei  ©lieber  enthalten.  83efteljt  biefelbe  ans  mehreren  (gleich 
artigen)  Steilen,  j.  S8.  15  +  12  +  9  +  6,  fo  finb  bie  gegebenen 
Definitionen  ber  Stbbition  ebenfalte  giltig. 

§  3.    ®nrobgefe$e  ber  «bbition. 

SBeifpiele: 

12  +  8  =  20 ;        64M  +  36  M  =  100  M. 
5  ße^ner  +  8  ®i»er  =  50  (Siner  +  8  (Siner  =  58. 

1)  SRnr  abftralte  ßa^Ien  ober  gleichartige,  b.  t>. 
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§  3.    (Slnmbgefefce  ber  Abbitten.  15 

gteid)benannte  QafyUn*)  fönnen  abbiert  werben,  im 
Unteren  gälte  tft  bie  ©umme  mit  iljren  ©liebem 
gteiepenannt  2)enn  man  fann  nur  unbenannte  ober  gleich 
benannte  @inf)etten  jäfjlen.  Sie  SKdjttgfeit  biefeS  ©runbgefefceS 
liegt  alfo  im  ^Begriffe  ber  3a§L 

©eifpiele: 

••  •  •  •   •        •••• 

.:  +  .•  =  .•  +  .•.  =-  ...  . 

6  +  4  =  4  +  6. 
33etoei3  für  bie  9iidjtigfeit  ber  teueren  (Steigung: 

6  +  4  =  . H i-.  +  .-i 1-. 

+.+.+.+. 

@3  ift  nun  offenbar  einerlei,  an  toeldjer  ©teße  bie  äbbition 
biefer  @inf)eiten  beginnt.  äÄan  abbiere  nun  juerft  bie  ©in* 
Reiten  ber  jtteiten  Steige  unb  öermeJjre  ba3  (SrgebniS  um  bie 
@tnf)etten  ber  erften  9tetf)e.  $)ie  ©umme  beiber  Steigen  ift 
offenbar  4  +  6.    äßitljin  ift:  6  +  4  =  4  +  6. 

2)  Seljrfa^:  3Ran  fann  bie  ©ummanben  einer 
©umme   beliebig   t>ertaufd)en. 

3n  allgemeinen  Seiten:   a-\-b  =  b  +  a. 

2)iefe3  (Sefefc  wirb  ba§  „©efefe  ber  SBertaufdjung  ber 
©ummanben"  ober  ba3  ÄommutationSgefefc  genannt.  SBeil 
man  bie  ju  abbierenben  ßaJjlgröfcen  öertauf^en  barf,  be^alb 
führen  fte  ben  gemeinfdjaftlidjen  tarnen  „©ummanben". 

SSeif  pielc: 

10  =  10 

5=   5    2>en  ©trid)  lieg  „fotgtid)". 
15  —  15. 

allgemein:  a  =  b 

c  =  d  (abbiert) 

a  +  c  =  b  +  d. 


*)  beato.  (oldje,  bie  man  gleichnamig  machen  lann,  j.  85.  6  Saljre 
+  24  äRonaie  —  6  Sa^re  +  2  3al)re  —  8  ga^re. 
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16  (Stfier  SHbtättitt.    3)ie  natürlichen  S^en. 

33ett>et3  für  ©letdjuug  (2):  9tadj  beut  ©runbfafce  „3ebe 
©rö&e  ift  ftdj  fetbft  gtetdj",  ift:    b  +  d  =  6  +  d. 

(Semäft  ber  83orau8fe|ung  a  =  &  fatm  man  auf  bcr  Itnfen 
©ette  bcr  legten  ©tetdjung  a  an  ©teile  Don  &,  unb  »eil  femer 
c  =  d  fein  foll,  c  für  d  fefcen.    Sßan  erhält  atabann: 
a  +  c  =  6  +  d. 

3)  Seljrfafc:  ©leidjeS  ju  (Steifem  abbiert,  giebt 
(SletdjeS. 

SMe  Umf  errang  btefeS  £eljrfa|e3  lautet:  SBenn  man  ju 
jtoet  Ba^tgrfifjen  itoei  rubere  abbiert  unb  baburdj  gleite 
©ummen  entfielen,  fo  finb  bie  abbterten  ©röfcen  einanber 
gtetdj. 

3ft  j.  95.  8  =  8 

8+4=8+s 

fo  mufj  4  =  x  fein. 

SBenn  a  =  b 

unb        a  +  c=*  6  +  d 

fo  ift  c  —  d. 

3lu3   öorfte^enbem  Seljrfafc  folgt,  toenn  a  =  a,  fo  ift 
ö  +  b  >  a. 
95etfptete: 
(96  +  48)  +  4  —  (96  +  4)  +  48  =  100  +  48  =  148 . 
(258  +  39)  +  (21  +  42)  =  (258  +  42)  +  (39  +  21) 
=  300  +  60  =  360. 

4)  ßcljrfafc :  ©ine  &a$l  toirb  ju  einer  ©nmmt 
abbiert,  inbem  man  fie  ju  einem  ©ummanben  abbiert. 
Umgefeljrt: 

5)  Sine  Summe  ttrirb  ju  einer  &a$l  abbiert,  in- 
bem man  juerft  einen  ©ummanben  unb  ju  ber  er* 
Ijattenen  ©umme  bie  übrigen  ©lieber  in  beliebiger 
Drbnung  abbiert. 

3n  allgemeinen  ßeidjen: 
ö  +  (P  +  c)  —  (a  +  e)  +  b  =  (a  +  6)  +  c. 
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§  4.   »egrtff  bcr  ©ubtraltton.  17 

2)aS  testete  ©efefc  f)etfjt  „Äff octattonSgefefc  bcr 
«bbttion." 

6)  Stntuenbung  beS  SlffociationSgefefceS.  SKit  #ttfe 
beS  SlffociattonSgefefceS  !ann  man  bie  Arbeit  beS  StbbierenS 
manchmal  vereinfachen  nnb  erleichtern,  j.  85.  in  fotgtttben 
S8cif  fielen : 

598  +  675  +  402  +  325 ;  8792  +  9854  +  684  +  1^6 
+  146  +  5996  +  208  +  816 . 

SRit  SSenufcung  beS  StffociationSgefefceS  läfct  ftdj  leidet  bie 

Stidjtigfett  ber  folgenben  gormeln  betoeifen. 

1)  SBenn  a  =  a 
unb  b  >  V 

fo  ift:  a  +  b>a'+b', 

b.  fj.  in  SBorten:  ©röfcereS  ju  ©leidem  abbtert,  giebt 
©röfcereS. 

2)  gerner  toenn         a  =  a 
nnb  b  <  V 

fo  ift:  a  +  b  <a'+b't 

b.  %  in  SBorten:  kleineres  ju  ©letdjem  abbiert,  giebt 
kleineres. 

3)  Ungleiches  ju  ©leidem  abbiert,  giebt  Ungleiches. 

II.   Subtraktion. 
§  4.    Begriff  ber  Snitraltion. 

Um  eine  Aufgabe  beS  Stbjte^enS,  j.  95.  12  —  4,  mit  #tffe 
nnferer  grapljtfdjen  Stbbübung  ber  ßa^Ien  (§  1)  ju  beregnen, 
mufj  man  entoeber  öon  bem  bie  3^1  12  barfteQenben  Sßunft 
beS  3a$tenbttbe8  <*»*  nm  toter  ©dritte  (Sßunfte)  rttcftoärts* 
fdjretten,  ober  Don  bem  bie  Roty.  4  toerfinnlidjenben  Sßunft 
aus  um  fo  öiele  ©djrttte  öortoärtSgeljen,  bis  man  an  ben 
Sßunft  gelangt,  ber  bie  $aty  12  toeranfdjauttdjt.  ungemein 
eine  3<*§t  &  ^on  einer  anberen  a  btlbUc§  fubtra^ieren 
Reifet,  Don  bem  bie  3^1  «  öorfteltenben  Sßunft  beS 
3af)tenbÜbeS  aus  um  fo  toiete  ©dritte  rücftoärtS* 
ge^en,    als   b   Sin^eiten   enthält.     85eim   Subtrahieren 

©Füller,  Htttfcmettt.  2 


Digitized  by 


Google« 


18  <£r|to  «fcfömtt    5Dic  natürlichen  galten. 

fommen  alfo  brei  (Strömen  inbetradjt  ®ie  ßaljl  a,  t>on  weldjer 
fubtral)tert  wirb,  Ijetfet  SBonjaljt  ober  SRinuenb,  bie  ju  fufe 
tratjterenbe  ßaljl  &  wirb  ©ubtral)enb  (Äbjug)  unb  bog  ®rgebni8 
biefer  Operation  S)ifferenj  (SReft)  genannt  S)ie  ©ubtraftion 
Wirb  burdj  ba8  Qti6)tn  —  auSgebrücft,  weldje«  „minus"  ober 
„weniger"  auSgeforodjen  wirb. 

©ine  jwette  S3egriff8beftimmung  ber  ©ubtraftion  ergiebt 
ftdj  au»  ber  (Steigung  x  +  8  =  20  (allgemein  x  +  b=>a). 
3n  biefer  @teidjung  ift  8  befannter,  x  unbefannter  ©um* 
manb  unb  bie  3a#9rö&e  20  [teilt  bie  ©umme  bor.  2Btr 
fönnen  uns  nun  bie  Aufgabe  vorlegen,  weldje  beftimmte  3aljl 
ift  an  ©teile  t>on  x  ju  fefcen,  bamit  obige  ©letdjung  befriebigt, 
b.  %  tbenttfd)  wirb?  9Rit  anberen  Sßorten:  wie  ftnbet  man 
au«  ber  ©umme  unb  einem  befannten  ben  unbefannten  ©um- 
manben?  Sie  Söfung  biefer  Aufgabe  (fjrage)  füljrt  un8  auf 
bie  ©ubtraftion.  ®8  ift  offenbar:  x  =  20  —  8,  allgemein 
x  =  a  —  b.  $ternad)  l^etfct  eine  ßa^l  öon  einer  anberen 
fubtra^ieren,  au8  ber  Summe  unb  einem  ©ummanben 
ben  anberen  ©ummanben  finben.  3)efmition3formel: 
I.    (a  +  6)-6  =  a. 

Die  ©ubtraftion  ift  alfo  bie  ber  Stbbttion  entgegengefefcte 
SRedjnungSart,  fie  ift  bie  Umf e^rung  ber  Äbbttion.  S3et  biefer 
Umfe^rung  wirb  ba8  ©rgebntS,  bie  ®nmmt  a  jum  SKinuenben, 
ber  befannte  ©ummanb  b  jutn  ©ubtraljenben  unb  ber  gefugte 
(unbefannte)  ©ummanb  x  jum  Steft  (SJifferenj).  ©efcen  wir 
in  ber  obigen  ©runbgletdjung  x  +  b  =  a,  Don  ber  wir  aus* 
gingen,  an  ©teile  Don  b  bie  3a^9rö6e  S  (©ubtraljenb),  ftatt 
x  bie  S)ifferenj  B  unb  für  a  ben  SBinuenben  M ,  fo  geljt 
erftere  ©leidjung  in  bie  folgenbe  über: 
IL    M=S  +  D. 

Diefe  formet  brücft  ba8  §auptgefefc  ber  ©ubtraftion  aus, 
WeldjeS  lautet: 

£auptgefefc  ber  ©ubtraftion:  5Der  SBinuenb  ift 
gleidj  ber  ©umme  ans  bem  ©ubtra^enben  unb  bem  Steft. 

S)iefe8  ©efefc  wirb  angewenbet  um  bie  Unbefannte  x  in 
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§  5.    ©runbgefeje  bct  ©ubtraftion.  19 

©letdjungen  &on  ber  fjorm  x  —  b  =  a  ju  beftimmen.    2Ran 
erplt  x^a  +  b. 

ÄuS  ber  ©letdjung  8  +  D  —  Jf  fliegt  ferner  fotgettbe 
fe§r  gebräucJjltclje  ^Definition  ber  ©ubtraftion,  welche  wegen 
iljrer  allgemeinen  ©ülttgfeit  Befonbere  SSeadfjtung  öerbient.  (Sine 
3afyl  &  oon  einer  anberen  a  fubtra^ieren  ^etfct,  eine 
britte  ßa^t  ftnben,  weldfje  ju  6  abbtert,  a  jur  Summe 
giebt.    3n  allgemeinen  &ofyUn: 

in.    (a  —  b)  +  b  =  a. 

SSorfte^enbe  ©leidfjung  fpridfjt  aufjerbem  nodfj  folgenbe 
SBa^r^eit  auS: 

©ine  3a^t  a  bleibt  ungeänbert,  wenn  man  Don 
berfelben  eine  anbere  b  fubtraljtert  unb  ju  ber  er* 
Ijaltenen  S)ifferenj  a  — &  biefelbe  ßa^l  abbiert. 

gormel  (I)  läfct  nodfj  folgenbe  ©eutung  ju: 

©ine  3af)*  ftnbert  ftdfj  nid&t,  wenn  man  ju  ber- 
fetben eine  anbere  ga^I  abbiert  unb  oon  ber  Summe 
bie  nämlidje  ßa^I  fubtra^iert.  —  Stbbitton  unb  ©üb- 
traftion  mit  benfelben  &afyltn  Donogen,  Ijeben  fidO  gegen- 
fettig  auf. 

Sßäljrenb.bie  Abbitten  jweter  natürlichen  3a!)feK  in  allen 
fallen  ausführbar  ift,  fann  bie  ©ubtraftion  nur  in  bem  gaUe 
ausgeführt  werben ,  wenn  ber  SBinuenb  größer  ift  als  ber 
©ubtraljenb.  S)ie  gegebenen  SJefinitionen  ber  ©ubtraftion 
forbem  fämtlidf)  bie  fflebingung  ober  ©ütfdfjränfung,  bafc  a  >  b 
ift,  wenn  bie  ©ifferenj  eine  natürliche  3^1  fein  foH. 

§  5.    ©mnbgefe^e  ber  ©ubtraltiott. 

S3etfptele: 

15  —  7  =  8;    20.«  —  8^  =  12^. 

1)  SKur  gleid&benannte  ober  abftra!te  Qa^Un 
fönnen  &on  einanber  fubtra^iert  werben.  S)ie  ©ifferenj 
erhalt  biefelbe  Benennung  wie  SKinuenb  unb  ©ubtraljenb.  25ieS 
folgt  notwenbig  au8  bem  erften  ©runbgefefce  ber  Slbbition  unb 
au«  bem  ^Begriffe  ber  ©ubtraftion. 

2* 
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20  ©tjlct  Äbfömtt.    $te  ttatürlid&en  8*§fen- 

2)  gauptgefefc:  ©er  SRtnuenb  ift  gletdj  ber  Summe 
au»  bcm  ©ubtral)enben  unb  bcm  Sfteft.    (©telje  §  4) 

Sßenn  alfo  x  —  a  —  6,    fo  ift  a?  =  a  +  b. 

«US  ber  ©letdjung  12  —  4  =  8  folgt  12  —  8  —  4. 
Sßenn  a  —  x  —  &,  fo  ift  rr  —  a  —  &.  «uS  gormel  HI 
ergiebt  fic§:  a  —  (a  —  b)  —  b. 

3)  SRan  fiubet  aus  bem  Sßtnuenben  uub  ber 
Differeuj  ben  ©ubtral)enben,  iubem  mau  bie  Differenz 
Dom  Sßtnuenben  fubtraJ&iert. 

S)iefe  SBa^r^eit  famt  aud)  in  folgeuber  gorm  auSgeforodjen 
werben:  2Ban  lann  ©ubtrafjenb  unb  SHfferenj  mit  ein- 
anber  toertaufdjen.  Die  Stidjttgfeit  biefeS  ©efefceS  ergiebt 
fidj  oljne  toettereS  aus  bem  ÄommutationSgefefce  ber  Stbbition. 
SWan  toenbet  öorfteljenbeS  ©efefc  an,  um  ben  SBerl  ber 
Unbefannten  x  in  ©leidjungen  Don  ber  gform  a  —  x  =  b  ju 
beregnen. 

SBcif^icIc: 

a+  16  =  40,        z  =  40  — 16; 
x  -{-  a  —  b,  x  =  b  —  a. 

SJeftmttonSformel  II:   (a  +  6)  —  b  =  a. 

4)  2Ban  erhält  aus  ber  ©umme  unb  einem  be* 
fannten  ©ummanben  ben  unbefannten,  toenn  man  ben 
gegebenen  ©ummanben  t>on  ber  ©umme  abjie^t. 

DiefeS  ©efefc  benufct   man,   um  bie  Unbefannte   x  in 
©leidjungen  Don  ber  gorm   x  +  b  =  a  ju  beftimmen. 
SBcif^ielc: 

J16  --  4  =  (16  +  4)  -  (4  +  4)  =  20  -  8  =  12. 
'     1  a  —  6  =  (a  +  w)  —  (6  +  m) . 

f  106  -  26  =  (106  -  6)  -  (26  —  6)  —  100  —  20  =  80. 
^  l  a  —  b  =  (a  —  w)  —  (b  —  m) . 

©efefc  ber  Sßertbeftftnbigfeit  einer  Differenz 

5)  Der  SBert  einer  ©ifferenj  bleibt  ungeänbert, 
toenn  man  fotoo^l  tum  SBinuenben  als  jum  ©ubtra* 
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§  6.    Oefefce  bet  etften  ©htfe.  21 

^cnben   biefelbe  ga^t  abbiert,   ober   öon  beiben  bic 
nämltdje  Qafyi  fubtraljtert. 
SBcifptcle: 
5—5  =  0,      20  —  20  =  0.        m  — m  =  0. 

SBenn  in  bet  allgemeinen  2)ifferenj  a  —  b  ber  ©ubtra* 
Ijenb  b  =  a  wirb,  fo  bleiben  nadj  3fa8fül)rung  ber  ©ubtraltion 
leine  ©in^eiten  übrig.  2)ie  Sttfferenj  a  —  a  fann  alfo  feine 
natürüdje  Saljt  fein,  gär  ben  SBert  einer  S)ifferenj  mit 
gleichem  SJiuwenben  unb  ©ubtrafjenben  l)at  man  ba8  Qtiä)tn  0 
eingeführt,  weites  „Sinti"  auSgef proben  wirb.  S)ie  Stuft  ift 
alfo  baS  Sa^Ijeid^en  für  ba3  9Wdjtoorl)anbenfein  ber  ©inljeit. 
(SSergleid)e  (Sintettung,  6.) 

6)  fieljrfa$:  $)te  SJifferenj  jweier  gleiten  &a$ltn 
ift  ber  SKutt  gtetd). 

§  6.    ®efc$e  bet  erjleti  Stufe. 

Se^rfäfce  über  bic  Slbbition  unb  bie  ©ubtraftion 
üon  Summen  unb  ©ifferenjen. 
SSeifpiele: 
(24  +  69)  -  14  =  (24  —  14)  +  69  =  10  +  69  =  79. 
(348  +  564)  — 264=348 +(564-264)  =  348  +  300  =  648. 
79368  +  9836  — 9368  =  (79368  — 9368) +  9836  =  79836. 
I.  formet:     (a  +  6)  —  c  =  (a  —  c)  +  b  =  a  +  (6  —  c). 

1)  fieljrfafc:  Sine  ßa^I  wirb  t>on  einer  ©umme 
fubtraf)iert,  tnbem  man  fie  t>on  einem  ©ummanben 
fubtra^iert  unb  ju  ber  erhaltenen  2)ifferenj  ben 
(bejw.  bie)  anberen  ©ummanben  abbiert. 

35urd)  Umfeljrung  ber  gormel  I,  b.  f).  burd)  SBertaufdEjung 
beiber  Seiten  biefer  ©tetdjung,  gewinnt  man  ben  allgemeinen 
aritf)metifd£)en  SluSbrucf  ber  folgenben 

2)  Seljrfafce:  a)  ©ine  ßa^l  b  wirb  ju  einer  ©ifferenj 
(a  —  c)  abbiert,  inbem  man  bie  Qafyl  b  jum  SJiinuens 
btn  a  abbiert  unb  t>on  ber  entftanbenen  ©umme  ben 
©ubtra^enben  fubtra^iert. 
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22  «rfter  tübfdjnttt.    $te  natürlichen  Sagten. 

/J)  (Sitte  ©tf ferenj  (6  —  c)  wirb  ju  einer  ga^I  a 
abbtert,  inbem  man  ben  äRtnuenben  b  jur  ga^t  a 
abbiert  unb  t>on  biefer  Summe  (a  +  6)  ben  ©ubtra* 
fjenben  c  fubtraljtert. 

35ie  Sewetfe  für  bie  SRidjtigfett  ber  gormein  bejw.  bie 
©efefee  ber  ©ubtraftion  ffi^re  man  mit  SBenufcung  beS  §aupt= 
gefefce3  ber  ©ubtraftion  M=  S+  D. 

Setfptele: 

(84-25)- 14  =  (84-14)-25  =  70-25  =  45. 

(824  -  265)  -  324  =  (824  -  324)  -  265  =  500  -  265  —  235 . 

(1276-328)-548=1276-(328+548)=1276— 876=400. 

IL  gormel:    (a  —  6)  —  c  —  (a  —  c)  —  b  =  a  —  (6  +  c)- 

3)  ßcljrfa^:  Sine  ßaljt  c  to^r^  ÖOtt  e*ner  3)ifferenj 
a  —  b  fubtraljiert,  inbem  man  fie  entweber  t>om  Ttu 
nuenben  fubtraljtert  unb  t>on  biefer  ©ifferenj  a  —  c 
ben  ©ubtra^enben  abjie^t,  ober  ben  ÜRinuenben  um 
bie  ©umme  au%  bem  ©ubtra^enben  b  unb  ber  Saljt  c 
toerminbert. 

SBenn  wir  bie  ©teidjung  (II)  öon  redjt«  nadj  KnlS  lefen, 
fo  fprid^t  fie  folgenben  Sel)rfafc  au8: 

4)  fieljrfa^:  ©ine  ©umme  b  +  c  wirb  Don  einer 
3al)l  a  fubtraljtert,  inbem  man  jeben  ©ummanben 
fubtra^iert 

2)ie  in  t>orftef)enben  Se^rfäfcen  ausgekrochenen  SBa^r^eiten 
lönnen  in  einen  ©afc  jufammengefafct  werben,  n&mlid)  in  ben 

5)  gaujitfafc:  SBenn  mehrere  &cl$Uvi  abbiert  unb 
fubtra^tert  werben  follen,  fo  ift  bie  {Reihenfolge  ber 
Operationen  gleichgültig. 

S3eifpiele: 
(54—18)  +  (82— 28)=(54+82)— (18  +  28)= 136 —46=90. 
(620— 64)  +  (330—76)=(620+330)— (64  +  76) 
=950—140=810. 

III.  formet:    (a  —  b)  +  (c  —  d)  =  (a  +  c)-(b  +  d). 

6)  ßcljrfa^:  gwei  ©ifferenjen  werben  abbiert,  wenn 
man  t>on  ber  ©umme  ber  SBinuenben  bie  ©umme  be* 
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§  7.    öegriff  ber  SRutttylifotion.  23 

©ubtraljenben  fubtraljtert.    (SJicfcö  ©efefc  gilt  aud)  für 
mehrere  ©ifferenjen.) 

SBetfpiele: 
72  —  29  —  72  —  (30  —  1)  =  (72  —  30)  + 1  —  42  + 1  =  43 . 

165  -  99  =  165  -  (100  —  1)  =  (165  +  1)  —  100  =  66. 
IV.  formet:   a  —  (6  —  c)  =  (a  —  b)  +  c  =  (a  +  c)  —  &. 

7)  £e$rfafc:  @inc  SJifferenj  6  — c  toirb  öon  einer 
Sa^l  a  fubtral)tert,  inbem  man  ben  Sßinuenben  b  Don 
ber  &at)l  a  fubtraljtert  unb  ju  ber  erhaltenen  SJifferenj 
a  —  b  ben  ©ubtraljenben  c  abbiert,  ober  inbem  man 
t>on  ber  Summe  aus  ber  Saljl  unb  bem  ©ubtraljenben 
a  +  c  ben  SBinuenben  6  fubtraljiert. 

B.    SRedjnungSarten  jtoetter  ©tufe. 

in.  mnlüplihaHcn. 

§  7.    Begriff  ber  aRttltijilitation. 

SBeifptele: 

;  ;  +  ;  ;  +  ;  ;  =  3  x  4. 

5  +  5  +  5  +  5  =  4x5. 
n+n+n+w+w+n=6xw=  6n. 

5^  +  5^  +  5.^  =  3x5^  =  15^. 

©tnb  bie  Seile  einer  ©umme  gleich,  fo  lägt  fiel)  bie 
ÄbbttionSaufgabe  auf  eine  fürjere  SBetfe  barftetten  unb  be= 
rennen.  2Kan  fiet)t  ju,  tote  oft  ber  gleiche  ©ummanb  gefegt 
ift  unb  toerbinbet  biefe  (abftrafte)  Qaty  mit  bem  ©ummanben 
burd)  baS  £et$en  x  ober  •,  toeldfjes  „mal"  ausgebrochen 
toirb.  ©ine  3a^e^^wbinbung  burdj  baS  Qtityn  x,  j.  83. 
3x6,  Ijetfct  formelles  Sßrobuft.  ©ie  burdfj  ein  Sßrobuft  an* 
gebeutete  red^nerifd^c  Operation  nennt  man  ÜRulttplijieren. 
@ine  3a§l  b  mit  a  multtpltjteren  Reifet,  b  fo  oft  als 
©ummanben  fefcen,  als  a  ©in^eiten  enthält  9tad§  bem 
»egriffe  ber  aMtiplifatfon  ift  alfo: 

pXq=q+q+q+q+q (pmal). 
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24  Grßet  «frfdjiritt.    $tc  natürlichen  ScfyUii. 

2)aS  (SrgebniS  bct  SRultipltfation  ljeifjt  wirfltdjeS  $robuft. 
©o  ift  j.  83.  bie  Saljt  20  baS  wirflidje  $robuft  t>on  4x5. 
3n  jcbcm  formellen  ^robuft  pxq  ober  pq  nennt  man  ben 
urfprüngltdjen  ©ummanben  q  ben  äRultiplilanben  nnb  bie 
ßaljl,  welche  anjeigt,  tote  oft  ber  ÜRulttyltfanb  gefegt  werben 
fott,  ben  SWultipltfator  beS  SßrobufteS.  S)a  man  jebe  ein- 
fadje  natürliche  ßaijl  als  ©umme  befteljenb  aus  einem  ©liebe 
auffaffen  fann,  fo  fefet  man  f eft,  bafe  1  •  a  —  a  ift. 

SluS  SBorfteljenbem  folgt,  baft  bie  Operation  ber  äßulti* 
Dilation  aus  ber  Äbbition  Ijeröorgeljt  S)ie  2ßulttylifation  ge* 
fdjieljt  urfprünglid)  burd)  wteberijolteS  Äbbieren  beS  gleiten 
©ummanben.  Sollten  nrir  inbeS  bie  2Rulttylifation,  nament- 
ßd)  öon  größeren  3^ten,  burd)  wieberljolte  Abbitten  beS 
2BuItiptifanben  üofljteljen,  fo  wäre  für  baS  praftifdje  Steinen 
ntdjts  gewonnen,  ©oll  bie  SRulttyltlation  eine  felbftänbige, 
üon  ber  Äbbition  unabhängige  Operation  fein,  fo  ift 
es  nur  nötig,  bie  ©runbfäQe  beS  ÜRulttylijierenS,  nämlich  baS 
fogenannte  (SinmaletnS,  als  ©runblage  berfelben  ju  betrachten. 
Stoburd)  ftnb  wir  imftanbe,  baS  äRultipltjieren  felbftänbig, 
bireft,  auSpfül)ren. 

3ur  SHlbung  beS  2JMtipltfation8begriffS  unb  gur  33er* 
anfdjaultd)ung  ber  ©runbföüe  ber  9Rulttylifation  finb  gra* 
pl)ifdje  ©arfteüungen  in  fjorm  t>on  „3al)lenbilbern"  jwetfmäfiig. 
S)er  9htfcen,  ber  öeranfdjaultdjenbe  SBert,  foldjer  S)arfteQungen 
bürfte  aus  ber  SBerfmnUdjung  ber  Sfteilje  1x3  bis  10  x  3 
erljeHen. 


•  •  •  =1x3 

-f-  .  .  .  =    6x3 

-f.  .  .  .  =2x3 

+  •  •  •  =    7X3 

+  .  •  . =3x3 

+  •  •  •  =    8x3 

+  .  .  . =4x3 

-|-  .  .  .  =    9x3 

+  .  .  . =5x3 

+  ...  =10x3. 

SBemt  wir  bie  SRultiplifationS^ufgabe  3x4  auf  unfere 
«bbübung  ber  natürlichen  ßaljlen  (§  1)  übertragen,  fo  Ijat 
biefelbe  folgenben  ©inn:  ©freite  öom  ÄnfangSpunft  (Sfattt) 
aus  breimal  um  einen  ©d)ritt  öon  trier  Sängen  weiter.    Die 
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SRutttplifation  toirb  $ier  alfo  bübüdj  ausgeführt,  inbem  man 
t>om  SlnfangSpunft  ber  Saljtenretlje  aus  fo  oft  um  eine  ben 
einleiten  be3  äßultipttfatorS  entforedjenbe  Sänge  fortfdjreüet, 
at8  ber  SRuttipUfanb  ©inljetten  enthält 

§  8.    ©runbgcfcifc  ber  JRitlttyHIittiim. 

9luS  bem  33egriffe  ber  2Jiuttiptifation  ergeben  fidj  otjnc 
»eiteret  bie  folgenben  SBa^r^eiten: 

1)  3ebe§  Sßrobuft  täfjt  fidj  burdj  biejenige  Summe 
erfefeen,  meldte  ben  SJiuIttpltfanben  fo  oft  als  ©um- 
manb  enthalt,  als  ber  2ÄuUij>üf  ator  anjeigt;  fo  ift  j.  83. 

3x8=8+8+8 

Aia^a  +  a  +  a  +  a. 

2)  3ebe  ©umme  aus  gleid^in  ©liebern  fann  burdj 
ein  Sßrobuft  bargeftellt  »erben,  meld^cS  ba8  ©lieb  als 
äRulttptifanb  unb  bie  ßa^I  ber  ©lunmanben  als  ÜRuI* 
tt^Iifator  enthält. 

3)  Der  2ßuUiptifator  be»  Sßrobufteg  mu|  ftetS 
eine  abftrafte  3a!jt  fein.  S)iefe  2Bal)rljett  finbet  üjre  S5e^ 
grünbung  in  ber  @ntftet)ung  unb  bem  SSegriffe  be8  SUhitte 
ptifatorS,  er  jftfjtt  nämttrf),  „tote  oft"  ber  gfetdje  ©ummanb 
(SßuItipKfanb)  ju  fefcen  ift.  Der  SKulttpftfanb  bagegen  fann 
eine  benannte  (fonfreie)  &aty  fein,  ba  eine  ©umme  audj  au8 
gtetdjbenannten  leiten  befielen  fann;  baS  Sßrobuft  ift  fiets  mit 
iljm  gfeidjbenannt.  Sßrobufte  mit  jtoet  Benennungen,  j.  33. 
4  Sßeter  x  3  SKeter,  finb  toiberfinntg. 

Um  ba8  #aupigefefc  ber  äßultiptifatton,  ba8  ©efejj  ber 
SSertaufdjung  t>on  aJiulttplifanb  unb  aftutttptifator,  ju  entttriefetn, 
geljen  ttrir  öon  einem  beftimmten  SSeifoiele  aus.  2Bir  jeigeft 
ettoa,  bafj  4x5  =  5x4  ift.  Den  SKuItipüfanben  5  er* 
fefcen  toir  burdj  fo  tuete  fünfte,  als  berfelbe  einleiten  enthält, 
•ftadj  bem  Segriffe  ber  SKuIttyftfation  ift  bie  entfpredjenbe  Sin* 
jal)l  fünfte  viermal  ju  fefcen,  tooburdj  bie  folgenbe  anfdjauttdje 
Darftettung  entfielt: 


Digitized  by 


Google 


26  ©rfter  Ä&fänitt.    Sttc  natürlichen  ßa^ten. 

4x5= 

+ 

+ 

+ 

4  +  4  +  4  +  4  +  4  =  5x4. 

S)ie  in  ber  „toagredjten"  SRetlje  fte^cnben  fünfte  üerftttttltd^en 
ben  Sßuttipftfanben  wtb  bic  in  ber  „fenfredjten"  Steilje  fteljenben 
ben  aMtiptifator.     ©ämttidje  fünfte  geben  ben  2Bert  be8 

Sßrobulteä  Don  4mal =  4  x  5  an.    3n  jeber  fenf* 

regten  Steige  beftnben  ftdj  öier  fünfte.  2)a  fünf  biefer  Steigen 
toorijanben  ftnb,  fo  erhält  man  burdj  Äbbttion  ber  fenfredjten 
{Reihen  bic  ©umme  tum  4  +  4  +  4  +  4  +  4  Sßunften.  SMefe 
©umme  aber  fann  man  lürjer  burdj  ba3  Sßrobuft  5x4  av&* 
brücfen.  $)a  nun  bic  in  ber  StorfteQung  gegebene  Sßunltfumme 
für  beibe  fjütte  ben  Sßetf  ber  Sßrobulte  angiebt,  fo  mufj 
4x5  =  5x4  fein.  3n  berfetben  Sßeife  täfjt  fidj  für  jebeg 
anbere  Sßrobuft  mit  nnbenannten  Sagten  bie  Sutafjtgfeit  ber 
SBertaufdjung  ertoeifen,  "man  fann  baljer  allgemein  ab  =  ba  fefcen. 

4)  £<mj>tgefe4  ber  SRulttylitatiim:  3n  jebem  Sßrobufte 
!ann  man  2Ruttipltfanb  unb  SRultiptifator  mttetnan* 
ber  öertaufdjen. 

Sft  ber  SRutttyttfanb  eines  SßrobufteS  eine  benannte  Qa% 
fo  muft  man  bei  ber  SBertaufdjung  feine  Benennung  bem  neuen 
2ßutttyttfanben  beiden,  ©o  ift  j.  95.  64  .  6  Ji  =  6  .  64  Jl. 
3)a3  inerte  ©efefc  ^etfjt  „Äommutation8gefefc  ber  2Rultt* 
pltfatton".  SBeit  bie  SRulttpftfation  audj  bem  fommutattoen 
©efejj  unterworfen  ift,  fo  bejeidjnet  man  bie  3a$(gr0$en  in 
einem  Sßrobuft  mit  bem  gemeinfdjaftüdjen  Kamen  „gaftoren". 

(Sntttucfetung  be3  Slffociation^gcfc^cS  ber  SRitUt* 
pttfation. 

JBcifpiel: 
3x(4x5)=     4x5f=    5     +     5     +     5     +     5 
+4x5=    5+5+5+5 
+  4x5  =5     +     5     +     5     +     5 
5We  fenfr.  Sfteüjen  abbtert,  giebt  (3x5)  +  (3x5) + (3x5) + (3x5). 
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2)iefe  ©umme  enthalt  4  gleiche  ©lieber,  toeSljalB  totr  fte 
burd)  iai  Sßtobuft  4  x  (3  x  5)  Bejeidjnen  fönnen.  ©8  ift 
ba^er  3x(4x5)«4x(3x5). 

5)  «ffociationggefe^:  ©in  Sßrobuft  wirb  mit  einer 
3a!)t  multtpltjiert,  inbem  man  nur  einen  goftor  mit 
ber  galjl  unb  bog  erhaltene  ^robuft  mit  b^m  anbern 
gaftor  multipliziert. 

Umleljrung:  ©ine  ßa^l  ttrirb  mit  einem  Sßrobult 
multtpltjiert,  inbem  man  fie  juerft  mit  einem  goltor 
unb  baä  erhaltene  Sßrobuft  mit  htm  onbern  gaftor 
multipliziert. 

3n  allgemeinen  Qafytxi: 

a  x  (6  x  c)  =  (a  xb)  x  c  =  (a  x  c)  xb . 

2)urd)  SSerfnüpfung  be3  ÄommutationS*  unb  be3  Äffocia* 
ttonSgefefceS  gelangt  man  ju  folgenber  prattif^en 

6)  ganjitregel:  2Ran  lann  bie  gaftoren  eines  Sßro* 
bufteS  Beliebig  öertaufdjen. 

gür  bie  aßulttyltfation  gilt  ein  äljnlidjeS  ©efefe  ttrie  Bei 
ber  Äbbitton,  nämlidj: 

7)  ßcljrfaij:  ©letdjeS  mit  ©leidem  multipliziert 
giebt  ©letdjeä. 

Sßcnn   a  =  a'  unb   b  =  V,  fo  ift  ab*=a'V. 

58  e»  et  8.  SRadj  einem  ©runbfafce  ber  ©röfjenleljre  ift 
ab  =  ab.  2)a  man  nadj  ber  SBorauSfefcung  auf  ber  redeten 
©ette  biefer  ©letdjung  d  an  ©teile  t>ou  a  unb  V  für  b  fefcen 
fann,  fo  muß  a&  =  a'V  fein.  S)ie  Umfeijruug  lautet:  SBenn 
burd)  äRultipltfatton  jtoeier  Säulen  mit  jttei  gleiten 
8<*ljlen  gleite  SRefultate  entfielen,  fo  finb  erftere 
einanber  gletdj. 

SBenn    6  =  6' 
unb    ab  =  ab' 
fo  mufc    a  =  d  fein. 
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8)  gür  bie  2Rultipfifation  gilt  audfj  ba8  fogenannte  biftri* 
buttoe  @cfc^.  Um  bic  gormein  be8  2)tftributfogefe$e8  fo  einfadf) 
als  mögtid)  barjuftetten,  ift  eine  Übereinfunft  barfiber  nötig, 
»ie  SSerlnüpfungen  öon  $af|löerbinbu;tgen  aufjufaffen 
finb.  S)a  wir  gewohnt  finb  Don  ttnte  nadfj  redfjtä  ju  fdjjretben 
unb  ju  tefen,  fo  muffen  wir  bie  ©enfoperattonen  in  berfelben 
gfhdfjtung  barftetten  unb  ausführen,  a)  @ntt)ält  ba^er  eine 
3af)tenöerbinbung  (3lu8brucf)  o^ne  klammern  Stechen* 
jeid^en  einer  ©tufe,  fo  ift  ber  ©ang  ber  9ied(jnung  ftets 
öon  HnfS  nadfj  redjts.  ©o  ift  j.  89.  12  —  8  +  5  = 
4  +  5  =  9.  b)  Äommen  bagegen  in  einem  ftammer* 
lofen  3tu3brucl  Operationen  t>erfdt)tebener  ©tufe  toor, 
fo  mufj  bie  t)ö§ere  Operation  fcor  ber  nieberen  aus* 
geführt  »erben .*)  ©3  ift  bafjer  4  +  3-2  =  4  +  6  =  10; 
a  —  6  +  c  •  d  =  (a  —  &)_+  cd]  unb  a  •  c  +  b  •  c  ift  gleich 
bebeutenb  mit  (a  •  c)  +  (b  •  c). 

§  9.    8c!jrf8$e  fiter  bie  JRittttyUIaiiott  Hon  Summen  unb 
Sifferenjen. 

3n  ber  Sftaumteljre  ttrirb  gejeigt,  bafe  man  ben  gtädjen* 
tnfjalt  etne8  Sftedfjtedfö  fhtbet,  inbem  man  bie  gleichnamigen 
2J?a§ja^len  öon  ©runbfeite  unb  $öf)e  mufttptijiert  unb  ba8 
Sßrobuft  in  ber  entfpredjenben  3ftäcljenetnf)eit  auSbrücft.  kennen 
Wir  bie  (Srunbfette  eines  Stedfjtedte  AB,  bie  §öl)e  AD,  fo 
bejetdfjnet  man  in  berjftaumle^re  ba8  SRed^tedC  AB  CD  burdj 
baS  Sßrobuft  AB  AD.  S)er  3nf)ait  beä  QuabrateS  wirb 
befanntlidf)  erhalten,  inbem  man  bie  2Raf3jaljt  einer  Seite  mit 
fidfj  Jfelbft  toertnelfältigt.  (Sin  Ouabrat  AB  CD  Wirb  bofjer  in 
ber  SRaumletire  burdfj  ba8  Sßrobuft  A B  .  AB  —  AB2  aus* 
gebrüdft. 

*)@.  ©djröber  nennt  in  feinem  „ßeljrbudj  ber  Ärittymetif"  biefe 
beiben  aufgcftcKten  ©runbfäfce  „bie  erfte  unb  jtoeiie  ©onöention".  Söeibe 
finb  nad)  $rof.  Dr.  ©tott,  „  Sorlefungen  über  allgemeine  Ärüljmeiif", 
„früher  &u  toenig  beamtet  toorben".  %ud)  in  ber  „Slufgabenfammlung" 
unb  in  ben  „Slritljmettfdjen  Aufgaben  nebft  ßeljrbudj  ber  Äritymetil"  üon 
Dr.  JBarbeij  finb  biefe  ©runbfftfee  enthalten. 
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3ebeS  ©trecf  en~$ßrobuft  aus  jwei  gaftoren  Zß  •  Jl)  6c- 
beutet  in  ber  Sftaumleljre  eine  glädje,  unb  jttmr  ein  Sftedjtetf, 
beffen  anftofcenbe  Seiten  bie  ©treefen  AB  unb  AB  fhtb.  2)aS 
Sßrobuft  aus  ben  gleichnamigen  äßafealjlen  btefer  ©tretfen  fteQt 
bagegen  eine  Qa^l,  eine  glädjenjalil*)  toor,  welche  eben 
fo  Diele  ©inljeiten  barfteltt,  als  baS  Stedjtecf  gtädjen* 
einleiten  enthält.  SBegen  biefer  Übereinftimmung  beS  Sßro- 
bufteS  aus  ben  Sängenjafjlen  jtoeier  ©treefen  mit  ber  &a% 
toeldje  bie  glädjenetn^eiten  beS  aus  ben  ©treefen  gebtfbeten 
StedjtecfS  auSbrücft,  fann  ein  ßaljlenprobuft  an  ©teile  eines 
©trecfenprobufteS  unb  toeiter  baS  entfpredjenbe  Sftedjtecf  burd) 
ein  $atytwpxo\)utt  erfe$t  werben.  Sejeidjnet  man  bie  äßafc 
jaljten  für  Sänge  unb  ©reite  beS  SRedjtecfS  allgemein  mit  ben 
ßaljtenjeicljen  a  unb  b,  bie  Sänge  einer  Duabratfette  mit  a, 
fo  brütft  baS  Sßrobuft  ab  ein  Stedjteif  ujttb  baS  Sßrobuft  a-a  =  a* 
ein  Duabrat  aus.  Umgefe^rt  unb  fonfequent  biefer  93ejieljung 
unb  SBejetdjnung  fann  ein  Sßrobuft  aus  jmei  ßaljlen  als  ein 
SRedjtecf  unb  tm  befonbern  gatte,  nämlid)  »enn  beibe  gaftoren 
gteid)  ftnb,  als  bie  Sftaumgröfje  „Duabrat"  aufgefaßt  werben. 

SBegen  ber  öorljut  bargelegten  SBejieljung  jnrifdjen  bem 
Sßrobuft  aus  ben  2Ra^a^len  für  Sänge  unb  »reite  (#ölje) 
eines  SRedjtecfeS  unb  biefer  SRaumgröfce  felbft  ift  es  ftor, 
bafc  jebe  arit^metifd^e  SBernmnbtungSformet,  beren  ©lieber  nur 
aus  gwei  gfaftoren  befte^en,  im  geometrif^en  ©inne  gebeutet 
werben  fann. 

SBeifptete: 
8  x  (54)  =  8  x  (50  +  4)  =  8  x  50  +  8  x  4 

=  400  +  32  =  432. 
5  X  378  =  5  •  (300  +  70  +  8)  =  1500  +  350  +  40. 


*)  S)te  Sfcamen  gtädjens  unb  Äörjjerjaljlen  (§  14)  finb  pt?tIjagoreifd)en 
ttrforungS  (b.  lj.  fie  flammen  aus  ber  <5($ule  ber  Sßtjtfjagoreer)  unb  beuten 
bie  $erfinnUd)ung  burdj  glddje  unb  ßörper  an.  $ie  ©rllärung  öon 
glfidjens  unb  Äörperjaljlen  als  Sßrobufte  ber  2Kaf$af)ten  ber  Ausbeutungen 
ber  enifpredjenben  9ftaumgebilbe  ftnbet  fid)  bei  (Suftib  (VII,  16.  unb 
17.  3)eftnition)  unb  Xljeon  Don  ©mtjrna. 
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30  «tftet  Hbfömtt.    5>te  naturalen  ß^Ien. 

I.  gormel:    a  •  (b  +  c)  =  a&  +  ac. 

Um  biefe  fjormel  anfdjaulidj  unb  leidet  ju  betrieifen,  jetdjnen 
toir  ein  Stedjtecf,  beffen  ©runbfette  gletdj  bet  ©umme  t>on 
b  +  c  ßätigencitt^eitcn  unb  beffen  $ölje  gleich  a  £ängenein* 

Reiten  ift.  3*4*  man  nun  aus 

8ig- *' |    beut  enbjmnft  ber  ©treefe  a 

bie  SßaraQele  jur  £öljenfeite, 
fo  enthält  bog  eine  SRedjtec! 
offenbar  ab  unb  ba3  anbete 
ac  glädjenetnljeiten.  S)a  bette 
Sßrobufte  ben  3n^alt  be$  ganjen 
fftec^tcdS  auSbrücfen,  fo  ift 
a(b  +  c)  =  a&  +  ac, 

1)  ßeljrfa^:  @ine^  ©umme  wirb  mit  einer  3<*§t 
multipltjtert,  inbem  man  jebe«  ©lieb  ber  ©umme  mit 
ber  Qafyl  multiplijtert  unb  bie  erhaltenen  %t\lpxo* 
bulte  abbiert. 

2)a  nrir  in  jebem  SRed^ted  *  ©runbf eite  unb  §ö$e  mit- 
einanber  toertaufdjen  fönnen,  fo  ift  aud)  (b  +  c)  •  a  =  ab  +  ac 
b.  Ij.  in  SBorten: 

2)  ßeljrfa^:  @ine  3a$f  a  loitb  mit  einer  ©umme 
6  +  c  multipliziert,  inbem  man  bie  ßa^I  mit  jebem 
©ummanben  multipliziert  unb  bie  entftanbenen  Sßro* 
bufte  abbiert. 

3)  Seljrfafc:  ßerlegt  man  einen  gaftor  eines  Sßro* 
bufte«  in  eine  ©umme,  multiplijtert  jebeS  ©lieb  ber- 
felben  mit  bem  anbern  gaftor  unb  abbiert  bie  einzelnen 
Sßrobufte,  fo  ift  beren  ©umme  gleidj  bem  urfprüng* 
lidjen  Sßrobuft. 

@3  ift  j.  85. 

12x6  =  (5  +  4  +  3)6  =  56  +  4-6 +  3-6  =  30  +  24+ 18. 

35  e  to  e  i«.  9£ad)  bem  ÄommutattonSgefefce  fann  baS  Sßro* 
buft  12  x  6  bargefteüt  werben  burdfj 
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a  e  g  b 


d  f  h  c 

3n  biefer  ©arftetfang   t>erftnnlid)t   bic  toagredjte  Steilje 
ab  =  12  bcn  ttrfpriingüdjen  9Mtiplifator,  ad  —  6  bat  9Rutte 
pßfanben  unb  bie  in  beut  gelbe  ab  cd  enthaltenen  Sßuntte  [teilen 
bcn  SBert  be3  nrfprünglidjen  5ßrobutte3  bar.    £e|tere3  befielt 
aber  an3  ben  gelbem  adfe  +  efgh  +  ghbe.    SRun  öerftnn* 
liefen  bic  fenfredjten  SReüjen  be3  ersten  gelbe«  ba3  Sßrobuft 
5-6,  ba3  jtoeite  gelb  t>eranfdjaulid)t  ba8  Sßrobutt  4-6  unb 
btö  le|te  gelb  fteßt  ba3  Sßrobuft  3-6  t>or.   S)a  bie  fcarftellung 
btö  ganje  (urfprüngltc^c)  Sßrotmft  toerfinnttdjt,  fo  ift 
12x6  =  5-  6  +  4-  6  +  3-  6. 
83eifpiele: 
4x    99  =  4.(100  — 1)  =  4    100 -4-1=    396. 
5  x  348  =  5  •  (350  —  2)  =  5  -  350  —  5  -  2  =  1740. 

II.  gorntel:    a(b  —  c)  =  ab  —  ac. 
39etoei3.     3m  nebenfteljenben  Stedjtecf  öerfinnlidje  bic 
©runbfeite  bic  ßa^I  6,  ein  Seil  berfelben  t>eranfd)anlid)e  bcn 
©nbtraljenben  c,  fo  ftellt  ber 
anbere  Sbfdjnitt  bic  ©ifferenj 
b  —  c  t>or.  2)a3  ganje  gftedjted 
fteQt   ba£    $robult   ab,    ba3    , 
Heinere  ba8  Sßrobnft  ac  bar, 
unb  ba3   größere   öerfinnlidjt 
btö  Sßrobnft  a(b  —  c).    S)a 
ba8  erfte  SRedjtecf   gleich  ber 
SHfferenj  be8  ganjen  Slcc^tetfeS  nnb  be8  Heineren  ift,  fo  ift 
a(b  —  c)  =  afc  —  ac. 


2fifl.  »- 


a  -  (5  —  c) 


ao 


6  — c 
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(Stfter  $bfdjnitt.    $ie  natüriidjett  Säulen. 


4)  8e!jrfa$:  (Sine  ©ifferenj  wirb  mit  einer  ßa^I 
multiptijiert,  inbem  man  fotoo^I  ben  3Kinuenben  als 
ben  ©ubtraljenben.  mit  ber  ßaljl  muttipügiert  unb  ba% 
leitete  Sßrobuft  Dorn  erfteren  fubtraljurt. 

2)urd£)  SSertaufdjung  öon  ©runbfeite  unb  §ölje  erhalten 
tt)ir  bie  ©leidjung  (b— c)  •  a  =  a&  —  ac. 

5)  ßeljrfaij:  Sine  ßaljt  a  totrb  mit  einer  ©ifferenj 
b  —  c  multiptijiert,  inbem  man  Dorn  Sßrobuft  aus  ber 
3a^I  unb  bem  SKinuenben  ba%  Sßrobuft  au&  ber  ßaljt 
unb  bem  ©ubtraljenben  fubtraljiert. 

6)  a)  OTedjteiffat:  9ietf)tecfe  t>on  gleicher  ©runbfeite 
unb  t>erfd)iebenen  §öf)en  toerben  abbiert  ober  fubtra* 
^iert,  inbem  man  bie  ©runbfeite  unöeränbert  läfct 
unb  bie  $öljen  abbiert  ober  fubtraf)iert. 

33ett>ei3.  3)ie  Sttdjjtigfeit  ber  erften  geometrifdjen  SBalp 
Ijeit  fpringt  fofort  in  bie  Singen,  toenn  man  bie  beiben  SRedjtecfe 


SJtQ.  3, 


Sfifl.  *. 


b  +  c 


b  —  c 


mit  ber  gemeinsamen  ©runbfeite  aufeinanber  fe|t.   3Kan  erhält 
bann  ein  SRedjtecf  mit  ber  ©runbfette  a  unb  ber  §ölje  (b+c) 

<m  3). 

Sftan  fubtraljiert  baä  SRedjtecI  a  •  c  öon  bem  SRedjtecf  ab, 
inbem  man  bie  §öl)e  c  auf  ber  §ölje  b  be8  einen  Sftedjtecfö  ab* 
trägt  unb  burd)  ben  erhaltenen  Snbpunft  bie  parallele  jur 
©runbfeite  jieljt.  ©djneibet  man  nun  ba3  Sftedjtecf  ac  öom 
fflttyttd  ab  ab,  fo  bleibt  ein  Sftedjtecf  mit  ber  ©runbfeite  a  unb 
ber  §ölje  6  —  c  übrig  (gig.  4).    (£§  ift  baljer 

III.  gormel:    ab  +  ac  =  a(b  +  c) . 

$)er  entfpredjenbe  Sefjrfafc  aus  ber  3af)Ientef)re  lautet: 
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ß)  tiritljmetifdjet  ßeljrfaij:  Sßrobufte,  bie  einen  gleiten 
gaftor  Ijaben,  werben  abbiert  (fubtraljiert),  inbem 
man  bie  ©umme  (2)ifferenj)  ber  ungleichen  gaftoren 
mit  bem  gleichen  gaftor  multipliziert. 

Sie  Sftidfjtigfeit  beS  festeren  SeljrfafceS  ergiebt  fiel)  audfj 

burdf)  bie  Umleitungen  ber  gormein  I  unb  IL  —  3)ie 

^Bereinigung  t>on  Sßrobuften  mit  gleiten  gaftoren  nennt  man 

i>a3  heraustreiben  (§erau3fefcen)  beS  gemeinfd^aftlid^en  gaftorS. 

Slnmerfung.    ©er  Sftedjteclfafc  6  a  fann  auef)  jweefs 

utäfcig  in  fotgenber  SBeije  ausgebrochen  werben: 

S)er3ftft<ijeninI)aU  meljrererStedfjtecf  e  üon  gleicher 
4?öl)e  unb  öerfcfjiebenen  ©runbfeiten  ift  gleich  einem 
einzigen  9tedf)tecf,  baS  bie  ©umme  ber  ©runbjeiten 
üU  ©runbfeite  unb  bie  gemeinfdfiaftUdfje  §ö^e  jur 
4?ölje  fjat. 

3n  ber  beredfjnenben  9taumle^re  bietet  fi<$  manchmal 
Gelegenheit,  öon  btefem  Seljrfafee  nü^lid^e  Slntoenbung  ju 
ma<$en. 

33efanntftdfj  finbet  man  bie  ©röfce  ber  Seitenflächen  eines 
geraben  SßriSmaS,  inbem  man  jcbe  einjelne  Seitenfläche  be* 
rennet  unb  bereu  3nljafte  abbiert.  Sftan  gelangt  fürjer  jum 
3tete,  wenn  man  auf  ©runblage  beS  öorfte^enben  SeljrfafceS 
bie  Sfteget  benufct:  Umfang  (beS  *ßri8maS)  mal  §öf)e. 

$)er  Seljrfafe  6/3  ift  offenbar  auclj  bann  gültig,  wenn 
ein  gaftor  beS  SßrobufteS  ein  83rucfj*)  ift,  fo  ift  j.  83. 
5.|  + 7- 1  =  12- 1. 
SlUgemein  ift: 

b    .  c  b4-c 

beuten  Wir  biefe  lefctere  anatijtifclje  gönnet  geometrif<$, 
inbem  mir  bie  Sßrobufte  a  •  ^  unb  a^  wegen  iljrer  Slna- 


*)  $a  ljter  t>on  einem  ©rudje  bie  föebe  ift,  fo  gehört  ba8  ftoigenbe 
ber  Sfnmerfung  eigentlid)  nid^t  in  btefen  $bfd)nitt.    SRur  ber  innern  $er* 
toanbtfdjaft  wegen  ljaben  toir  ba$  goigettbe  fjier  erörtert, 
©flu Her,  Uritynetif.  3 
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34  <£tfter  Hbfönitt.    3>te  naturalen  Balten. 

togie  mit  ber  3n!)attSformet  beS  2)reiedte  J=g.-  afe 

ßeid^en  für  SJrctcdfe  auffaffen,  fo  erhalten  ttrir  ben  Safe: 

S)ie  3nljalte  mehrerer  2)reiecfe  t>on  gleicher  §ölje 
unb  toerfdjiebenen  ©runbfeiten  finb  gleich  einem 
einjigen  S)reied,  beffen  ©runbf eitc  bie  Summe  jener 
©runbfeiten  ift  unb  ba3  biefetbe  §öije  Ijat.  Unb  man 
erhält  ben©ef  amtinfjalt  met)rerer2)reiecfe  öon  gteidjer 
©runbfeite  unb  t>erfd)iebenen  §öfjen,  tnbem  man  bie 
gemeinfame  ©runbfeite  mit  ber  Summe  ber  §öfjen 
muttiplijiert. 

9tud)  biefe  beiben  ©ä$e  !önnen  mit  SJorteil  in  ber 
SRaumleljre  benufct  »erben.  S)er  erfte  j.  33.  bei  ffintoidelung 
be8  SJerfaljrenS  jur  33ered)nung  be8  XrapejeS.  ®3  feien  bie 
SKafsjaljten  ber  Sßaraßelfeiten  eines  XrapejeS  9  m  unb  6  m 
unb  üjr  Sbftanb  betrage  5  m.  ßerlegt  man  ba3  Xrapej 
burdj  eine  diagonale  in  ©retedfe  unb  abbiert  bereu  Sntyalte, 
fo  f)at  man: 

e7"=9x^  +  6xf- 
2)urdj  Slntnenbung  beS  SefjrfafceS  6/3  ergiebt  fidj  fofort: 

J-(9  +  6)i-15-i 
glädjeneürfjeittn, 

©er  jtoeite  Seljrfafc  fann  bei  SSeredjnung  unregelmäßiger 
SSieredCe  (SBietecfe)  Stntoenbung  finben.  Seilt  man  ein  un* 
regelmäßige^  SSicred  burdj  eine  diagonale  in  Sreiecfe  unb 
betrautet  bie  diagonale  als  beren  gemeinfame  ©runbfeite, 
fo  Ijat  man,  lefetere  jur  Äürje  mit  d  unb  bie  $öljen  ber 
$)reiecfe  mit  \  unb  h2  bejeidjnet: 

Jr-dx^+dx^  =  |x(A1  +  Ä2). 

33eifpiele  (jum  fotgenben  Seljrfafce): 
24xl5  =  (20  +  4).(10  +  5)  =  20.(10  +  5)  +  4.(10  +  5) 
=  20  -  10  +  20  .  5  +  4  .  10  +  4  .  5. 

IV.  gormel:    (a  +  &)  •  (fi  +  d)  =±a(c  +  d)  +  b(e  +  d) 

—  ac  +  ad-\-bc-\-  bd. 
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ad 

6rf 

ae 

6c 

33etoei8.    gafct  man  bie  Summen  a  +  6  unb  c  +  d  atö 
SKa&jaljtett  ber  ©runbfeite  unb  §öf)e   eines  Stedjtecfea  auf, 
fteflt  leitetet  bar,  unb  jieljt 
burdj     bie    ©nbpunfte     ber  St9. 6. 

©trecfen  a  unb  c  parallelen 
ju  ben  ©egenfeiten,  fo  Der*  d 
ftnnlidjen  bie  entftanbenen 
Sftedjtede  bie  Sßrobufte  ac, 
ad,  bc  unb  &d,  tt»eld^e  $u* 
fammen  btö  Sßrobuft 

(a  +  b)  •  (c  +  d)  a  6 

bilben. 

7)  ßeljrfaij:  3we*  Summen  toerben  miteinanber 
multipliziert,  inbem  man  JebeS  ©lieb  ber  einen  mit 
j[ebem  ©liebe  ber  anbern  ©umme  multipUjiert  unb  bie 
erhaltenen  Seilprobufte  abbiert. 

SBeif  pietc: 

(20  +  5)  •  (30  —  2)  —  20  •  (30  —  2)  +  5(30  —  2) 

=  (20  •  30  +  5  •  30)  —  (20  •  2  +  5-2). 


V.  gormel:    (a  +  b)-(c  —  d) 


ci 


a(c  —  d)  +  b(c  —  d) 
=  (ac  +  bc)  —  (ad  +  bd) . 

83etoei3.  3m  nebenftef)enben  SRedjtecf  t>erfinnKd)e  bie 
©runbfeite  bie  Summe  a  +  b  unb  bie  $öf)e  ben  SDWnuenben  c 
ber  ©ifferen j  (c  -  d).  Srägt  m  6. 

man  auf  c  eine  ©trecf  e  =  d 
Sängeneinfjeiten  ah  unb  jieljt 
burdj  ben  Snbpunft  ber 
©trede  d  bie  Sßaraflele  jur 
©runbfeite,  fo  &erfinnlitf)t 
ba%  untere  3ted)tecf  ba%  *ßro* 
bult  (fl  +  b)-(e  —  d)  unb 
ba8  obere  SRed)tecf  üeran* 
fdjauitd&t  ba3  Sßrobuft  (a  +  b)  -  d.  S)a  man  ba8  untere  SRedjtecf 
erhält,  toenn  man  btö  obere  abfdjneibet,  fo  ift  (a  +  b)  •  (c  —  d) 

3* 


(a  +  6) . 

rf 

(«  +  &)•  (o 

-d) 

'TS 


b 
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©rftcr  Sibfdjnitt.    S)te  natürlichen  galten. 


=  (a  +  6)c—  (a  +  b)d.     Sftit  Sfatoenbung  bcr  gormet  I 
auf  bie  redete  ©eite  tiefet  ©leidjung  finbet  ntan 

(a  +  b)  •  (c  —  d)  =  ac  +  &c  —  (ad  +  6d) . 

8)  ßeljrfa^:  (Sine  Srtfferenj  wirb  ntit  einer  ©umme 
multipttjiert,  inbent  man  öon  ber  Summe  ber  Sßro* 
bulte  aus  jebem  ©ummanben  unb  bem  SKinuenben 
bie  ©umme  ber  Sßrobufte  au8  bem  ©ubtrafjenbeu  unb 
jebem  ©ummanben  fubtraljiert. 

3)a  toir  in  obigem  ffted^tedE  ©runbfeite  unb  §ölje  öer= 
tauten  fönnen,  f o  ift  (c  —  d)  (a  +  b)  =  ac  +  bc  —  (ad  +  bc). 
2)iefe  gormel  fpridjt  einen  Seljrfafc  über  SKuttipftfarton  einer 
©umme  mit  einer  ©ifferenj  auä. 

Seifpiele: 
(48— 2). (99  — 1)  =  48.(99  —  1)  —  2(99— 1)  nac§  2e$rfafc4. 
=  48-99  — 48-1  — (2-99  — 2-1) 
=  48-99  +  2.1— (48- 1  +  99-  2)  nad)§6,7. 

3n  allgemeinen  3a^en: 

(a  —  6)  •  (c  —  d)  =  a(c  —  d)  —  b(c  —  d) 
=  ac  -\-bd  —  (ad  +  bc). 

33etoeU.  SKan  Bilbe  ein  3tcd^tccf,  beffen  ©runbfeite  bie 
SHfferenj  a —  b  unb  beffen  §ölje  bie  Stffferenj  c  —  d  ber* 

aufkauftest  (fielje  neben* 
.  ftejjenbe  gigur).  S)a§  ganje 
\d  töed)tecf  [teilt  bag  Sßrobuft 
ac  bar,  ba3  mit  II  Bejeid)* 
nete  Sftedjted  öer  finnftdjt  ba§ 
Sßrobuft  bc  unb  Sftec^ted  III 
t>eranfdjauftd)t  ba§  Sßrobuft 
(a  —  b)-d.  SKan  erhält 
nun  offenbar  ba8  Sftedjtecf  I, 
toenn  man  öon  ber  ganjen  gigur  bie  mit  II  unb  III  bejeidj* 
neten  SRecfytecfe  abtrennt,  b.  lj. 

(a  —  6)  •  (c  —  d)  =  ac  —  (a  —  b)d  —  bc 


SiQ-  7. 


III    (a-b)-d 

(bd) 

(a  —  b)-(c-d) 
I 

bc 
II 

a  —  b 
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ober,  ba  (a  —  b)d  =  ad  —  bd, 

VI.  gönnet:    (a  —  b)  .  (c  —  d)  =  ac  +  6d  —  (ad  +  6c). 

9)  ßeljrfa^:  ©ine  3)tfferenj_  wirb  mit  einer  3)iffe- 
renj  multiplijiert,  inbem  man  jebeS  ©lieb  ber  einen 
mit  jebem  ©liebe  ber  anbern  ©ifferenj  multiptijiert 
unb  t>on  ber  ©umme  ber  Sßrobufte  aus  ben  beiben 
2Jlinuenben  unb  aus  ben  beiben  ©ubtraljenben  bie 
Summe  ber  Sßrobufte  aus  je  einem  2Jlinuenben  unb 
einem  ©ubtraljenben  fubtra^iert. 

Äug  ben  Selpfäfceu  7,  8  unb  9  ergiebt  fid)  für  baS 
praftifdje  SRedjnen  folgenbe 

10)  gattjitregel:  SSefteljeu  bie  gaftoren  eine«  Sßro* 
bufteS  aus  mehreren  Xeilen,  mögen  fie  abbitte  ober 
fubtraftiö  mit  einanber  öerbunben  fein,  fo  rnufc  man 
mit  jebem  einzelnen  £eite  beS  einen  gaftorS  an  allen 
©liebern  beS  anbern  bie  Sftultiptifation  öoltjieljeu 
unb  bie  erhaltenen  Seilprobufte  burd)  Slbbition  ju 
einem  £otalprobulte  oerbinben,  ba  baS  ©anje  ftets 
jeinen  Seilen  jufammengenommen  glei<$  fein  muß.  3)ie 
Seilprobufte  aus  ben  ©liebern  mit  gleichen  8Sorjei<$en 
toerben  abbitio;  bagegen  finb  bie  Sßrobufte  ber  ©um- 
manben  mit  ungleichen  SJorjeidjen  fubtraltiö. 

IV.  ©itrfjum* 
§  10.  Jßorkreituttfl. 
9iadj  §  7  ift  ber  ©um  ber  Aufgabe  3-4  auf  unfere 
grapfjifdje  Stbbitbung  ber  natürlichen  &QfykriTtti)t  übertragen: 
man  fott  t>om  SKuHpunft  aus  breimal  um  eine  Schrittlänge 
öon  trier  Sängen  öortt>ärtSfd)retten,  rooburd)  man  ben  mit  12 
bejeidjneten  Sßunft  ber  ©arfteßung  erhält.  3m  Slnfdjlufc  hieran 
lönnen  toir  uns  umgelegt  bie  $rage  öorlegen:  wenn  man  öom 
Sßuuft  12  aus  in  brei  gleiten  ©cfjritteu  an  ben  StnfaugSpunft 
gelangen  ttriß,  tote  grofc  mufc  man  aisbann  bie  ©djritt* 

länge  nehmen? $)ie  Söfung  biefer  Stufgabe  »erlangt,  ba% 

nur  bie  ©trecfe  0,12  in  brei  gleite  Seile  jerlegen.   ©in  fold^cr 
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38  ©tffct  Kbfdptitt.    SDie  natürlichen  Satyrn. 

Seil  umfaßt  offenbar  4  Sängen,  b.  f).  bie  gefugte  ©dfjrittlänge 
ift  trier  ©tredfen  gteicl). 

SBir  fönnen  aus  obiger  SKultiplifationSaufgabe  ferner  bie 
Aufgabe  ableiten:  tote  oft  mufs  man  t>on  bem  bie  ßaljt  12 
öerfinnlicfjenben  Sßunft  aus  um  einen  ©tijritt  gteid^  4  Sängen 
rüdhoärtsfd&reiten,  um  ben  SBeg  öon  12  bis  0  jurücfjulegen 
ober  ben  SKuttyunft  ju  erreid&en?  SBir  erhalten  offenbar  bie 
&njaf)t  ber  gefudjten  ©dritte,  inbem  ttrir  bie  gegebene  ©cfjritt* 
länge  auf  bie  ©trecfe  12,0  fo  oft,  als  es  angebt,  abtragen, 
ober  jaulen,  ttrie  oft  ttrir  bie  erftere  öon  ber  lefcteren  ©trecfe 
fubtraljteren  fönnen.    2)iefeS  SSerfafjren  fieifet  „Sfteffen". 

§  11.    »cgtiff  ber  Siüifion. 

S)ie  ©letcfjung  4  •  6  =  24  ift  nacfj  bem  ^Begriffe  ber 
2Kuftipiifation  eine  «bfürjung  für  6  +  6  +  6  +  6  —  24, 
toeldfje  fagt:  bie  $al)t  24  ift  eine  ©umme  aus  4  Seilen,  öon 
toeld^en  jcbcr  gteidf)  6  ift.  SBenn  nun  umgefeljrt  baS  Sßrobuft 
24  unb  bie  Stnjaljl  ber  Seite  (4)  gegeben  ftnb,  fo  fönnen  ttrir 
nad)  ber  ©röfce  eines  SeiteS  fragen,  ©efeen  ttrir  bie  gefugte 
Qofyl  gteidf)  x,  fo  mufj  4  •  x  —  24  fein,  ©iefe  Aufgabe  füfjrt 
unS  auf  eine  neue  SftedfjnungSart,  bie  $)iöifion. 

3)iöibieren  Reifst  junäd^ft  aus  bem  Sßrobufte  jtoeier 
ßafilen  unb  bem  9J£ultiplifator  ben  SKuItiplifanben 

finben.  —  Sei  ber  Slufgabe  6  +  6  -\ =  24  fann  man 

aber  audfj  nacfj  ber  Stnjal)!  ber  gleichen  Seile  ober  mit  83e* 
jieljung  auf  bie  ©leidfjung  4  •  6  =  24  fragen:  toie  oft  mufc 
man  ben  SMttylifanben  6  fefeen,  bamit  baS  ttrirflidfje  Sßrobuft 
24  IjerauSfommt?  SSejeidfjnen  ttrir  ben  gefugten  SMtiplifator 
mit  xf  fo  mufc  offenbar  x  •  6  =  24  fein.  Sie  Söfung  biefer 
Slufgabe  ffiljrt  uns  ebenfalls  auf  bie  ©foifion.  3n  biefem 
gatte  ttrirb  baS  2)toibieren  als  Steffen  erflärt;  eS  ift  nämlid^ 
ju  unterfudfjen,  wie  oft  ber  SKultipltfanb  6  im  Sßrobufte  24 
enthalten  ift.  ©itribieren  fjeifct  baljer  audfj,  aus  bem 
Sßrobufte  jtoeier  &a$Un  ***&  &em  SRultiplifanben  btrt 
SJtultipltfator  ermitteln.  S)ie  SHtrifion  umfaßt  alfo  jtoei 
befonbere  gäHe,  tpeld^e  in  bie  Operationen  beS  Seitens  unb 
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beä  2Jieffen3  ober  @ntl)  alt  enf  eins  unterfdjieben  toerben.  $)te 
^Cuffaffung  ber  2>ftrifton  atö  Sfteffen  ift  in  bett  gätten  unöer* 
meiblicl},  too  bie  gegebenen  Satyrn  enttoeber  gleich  benannt  finb 
ober  bodj  auf  gleite  ^Benennung  gebraut  werben  lönnen.  S)er 
@inn  ber  Aufgaben  20  Jl :  4  Jt  ober  4  Jl :  25  ^  fann  nur 
biefer  fein:  ju  unterfudjen,  nrie  oft  AJl  (baä  2Raf$)  in  ber  ju 
tneffenben  ©röfce  20  Jl,  25  a  in  4«^,  fteden  ober  enthalten 
finb.  (3$ergleid£)e  SRr.  4  ber  ©runbgefefce.)  gür  ba8  SrgebniS 
ber  Sfted^nung  ift  es  einerlei,  ob  ntan  bie  2)it>ifion  at8  Seilen 
ober  als  SKeffen  auffaßt. 

SluS  SSorfte^enbetn  ergiebt  fidfj  offenbar,  bafc  bie  S)ioifion 
nidjtö  anbereä  als  bie  Um!  eljrung  ber  9J£ultiplifation  ift.  S)a 
na<$  bem  Äommutation3gefe|e  ber  SRulttylifation  ab  =  b-a 
ift,  fo  ift  es  bei  unbenannten  &cti)ltTi  einerlei,  ob  man  ben 
äRultiptif  ator  ober  ben  SÄuttiplif  anben  als  bie  §u  fudjeube 
©röfce  betrautet.  3n  biefem  3faöe  fann  ciffo  in  ben  ©leidfjungen 
h-x  =  #  •  6  =  a  ber  unbefannte  gaftör  #  burdj  eine  Opera* 
tion,  baS  Seilen,  ermittelt  toerben.  Sinei)  bei  Aufgaben  ber  Slrt 
20  Jl :  4t  Jl  ift  ftetS  ein  gaftor  ju  fudfjen,  nämlidf)  ber  9Jhtlti* 
plifator.  3)ie  SMoifion  fann  baf)er  allgemein,  b.  \  fo,  baf$  fie 
bie  beiben  Operationen  beS,  Seilend  unb  beS  Steffens  einfd)liefjt, 
auf  folgenbe  SBetfe  befiniert  »erben:  2)it>ibteren  Reifet,  aus 
bem  Sßrobufte  jtoeier  ßaljlen  unb  einem  belanrtten 
gaftor  ben  unbefannten  gaftor  finben. 

gormel  I:    (a-  6)  :&=a. 

2)aS  gegebene  5ßrobuft  a  erhält  nun  ben  tarnen  2)it>i* 
benb,  ber  befannte  gaftor  b  nrirb  jum  SHoifor  unb  ber  ge* 
fudjte  3faft°r/  &a$  Ergebnis  ber  SJiöifion,  Ijetfst  Ouotient. 
ßur  Seäeid^nung  ber  SHtrifion  bient  ein  SDoppetpunft  ober  ein 
.toageredfjter  ©trief),  StttrifionS*  ober  93rud(jftri<f)  genannt.  3)er 
Ouotient  ber  ©letdfjung  x  •  6  =  24  nrirb  burdf)  24 : 6,  ber 

©leidjung  xb  =  a  burefj  a:b  ober  y  (getefen:  „a  bbibiert 

burdf)  fc",  ober  furj  „a  burd)  b")  bejeidjnet.     S)ie  3)ünfion 
„b  in  a"  f ^reiben  ttrir  b  -h-  a.    S)amit  ber  Duotient  a :  6  eine 
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40  ©rfter  Ä&fdjmtt.    3>te  natürttd&en  Säuert. 

natürliche  $aljl  bezeichnet,  mufc  a  ein  SSielfad^c^  t>on  6  fein;  im 
anbeten  gaße  geljt  bie  ©toifion  nidfjt  anf  nnb  e8  bleibt  ein  Sfteft. 
©efct  man  in  ber  ©leidfjung  x-l  =  a  an  ©tefle  öon  x 
ben*  SBert  a :  b,  fo  t>ertt>anbelt  fi<$  biefelbe  in  bie  folgenbe 

gormel  II:    ™  •  6  =  a. 

$)iefe  ©efinitionSformel  lautet  in  SBorten:  "ffiine  3a^  a 
bur<$  eine  jtoeite  b  bibibieren  Ijeifjt  eine  britte  ßaljl 
a :  6  finben,  bie  mit  ber  zweiten  multipliziert  bie 
erftere  jum  Sßrobufte  giebt 

§  12.    @runbgefefce  ber  Siftifia«. 

1)  ©er  S)iöibenb  mufc  gleid^  fein  bem  Sßrobuft 
aus  bem  Duotienten  unb  bem  SHtrifor  (Folgerung  aus 
ber  ©efinitionSformel:  (a:b)-b  =  a).  Sejeic^net  man  ben 
$)toibenben  mit  D,  ben  ©ioifor  mit  d  unb  ben  Duotienten 
mit  Q,  fo  Ijaben  ttrir  bie  ©runbformel: 

D=Qd. 
SKan  benufct  biefeS  ©efefc  jur  SBeredfjnung  ber  Unbefannten 

x  in  @leidf)uugen  folgenber  gorm:  -^  =  &;  Söfung:  x  =  ab. 
©leidjung:  §  — 15;  Söfung:  x  =  12  .  15  =  180. 

S)ie  ©runbformel  D  =  Q-d  bietet  ferner  ein  SRittel  zur 
Prüfung  ber  SRidfjtigfeit  einer  ausgeführten  Sümfion. 

S)ie  ©leidfjung  (a :  b)  •  6  läßt  audj  folgenbe  3)eutung  ju: 

©ine  $al)l  a  bleibt  ungeänbert,  toenn  man  fie 
burd)  eine  ßa^l  bibibtert  unb  mit  berfelben  3a^ 
multipliziert. 

S)ie  erfte  ©efinitionSformel  ber  ©itrifion  (a  •  6) :  b  —  a 
ift  aud^  ber  SluSbrudf  beS  folgenben 

2)  ©efefeeS:  SHbtbiert  man  ein  Sßrobuft  a-b  burd& 
einen  feiner  gaftoren,  fo  erhält  man  ben  anbern. 

SRü  $ilfe  biefeS  ©efe&eS  fann  man  ben  unbefannten 
gaftor  x  eines  SßrobufteS  finben,  alfo  bie  Unbefannte  x  in 
©leidfjungeu  oon  ber  gorm  a  •  x  =  b  beftimmen.  @8  ift  näm* 
üd(}  x^bia. 
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golgerung:  Sine  3al)t  «  Bleibt  ungeänbert,  toenn 
man  fic  mit  einet  ßa^I  6  multipliziert  unb  bur<$  bie* 
felbe  £af)t  bitoibiert.  äJiultipUfation  unb  ©toifton  mit 
berfelben  Saljl  an  einer  anbem  fcottjogen  Ijeben  fid}  gegenfettig 
auf;  beibe  finb  einanber  eutgegengefefcte  SftedjuungS&erfaljrett. 

8fa8  ber  (Steigung  (a :  b)  •  b  —  a  folgt  nadj  bem  jweiten 

&e: 

a  :  (a  :  6)  =  b 

b.  I).  in  SBorten: 

3)  S)it>ibiert  man  SMöibenben  bur<$  ben  Duo- 
tienten,  fo  erhält  man  ben  $)it>ifor. 

S)ie  9Kd)tigfett  biefeS  ©efefce»  ergiebt  fidj  auä)  notoenbig 
au8  bem  ÄommutationSgefejje  ber  SKuttiplifation,  unb  beut 
©efefee:  9Kan  fann  3JhtttipKfanb  unb  SRuItipüfator  miteinanber 
öertaufdjen,  entf priest  bog  ©efefc:  3n  ber  ©leidjung  a :  b  =  c 
lann  man  Duotient  unb  ©totfor  miteinanber  öertaufdjen.  — 
2Rit  Ämoenbung  be3  teueren  ©efefceS  fann  man  ben  unbe* 
fannten  $)foifor  x  eines  Duotienten  in  ©leidjungen  t>on  ber 
gorm:  a:x=*b  beregnen.  Söfung:  x  =  a:b.  ©teidjung: 
84 :  x  =  7;  Stuflöfung:  x  —  84  :  7  —  12. 

3)a  nadj  bem  brüten  ©runbgefefce  ber  SKuftiplifation  nur 
ber  SKultipttfanb  eine  benannte  ßafjl  fein  barf  unb  in 
biefem  £JaQe  Sßrobuft  unb  SKuttiptifanb  gleidje  Benennung 
fjaben,  fo  lann  bie  au8  ber  ©teidjung  4  •  5  M,  —  20  M,  her- 
geleitete Aufgabe  ber  SDtoifion  20  JL :  5  Jt  nur  bieje  Stuffaffung 
julaffen:  tt)ie  oft  mufc  man  hJL  als  ©ummaub  fefcen,  bamit 
bie  ©umme  20  Jt  fjerausfommt,  ober  toie  oftmal  finb  hM 
in  20  M  enthalten?  S3ei  Aufgaben  biefer  Art  wirb  alfo  nadj 
bem  SKulttyftfator  gefragt  unb  ber  Duotient  mufc  ftctS  eine 
unbenannte  ßaljt  fein. 

4)  ©inb  S)it)ibenb  unb  ®ibifor  benannt,  fo  muffen 
beibe  gleidje  Benennung  Ijaben,  bejto.  gteidjnamig  ge* 
madjt  toerben  fönnen,  unb  ber  Duotient  ift  immer  eine 
reine  ßa$I. 

Arten  ber  Aufgaben.  3)ie  S)toifion  umfaßt  folgenbe 
brei  Arten  öon  Aufgaben: 
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42  ©rjier  $bfdjnttt.    $ie  naturalen  Säulen. 

a)  3)toibenb  unb  SMöifor  finb  unbenannt.  $)er  Duotient 
ift  ebenfalls  eine  reine  gaflL    SJeifpiel:  20 : 5  «=  4. 

b)  3)er  ©toibenb  ift  benannt,  ber  ©totfor  ift  unbenannt 
Seifoiel:  15^:3  =  5^.  2)er  Duotient  erhält  bie 
gleite  Benennung  toie  ber  $)toibenb. 

c)  3)toibenb  unb  ©iöifor  finb  gleidf)benannt  2)er  Duotient 
ift  eine  reine  $afy.    SBeifpicI:  15  JC  :  3  JH  =  5. 

5)  Sebe  3a^I  burd)  fic§  fetbft  geteilt  giebt  1.  — 

Sebe  $af)l  burd(j  1  bioibiert  bleibt  unoeränbert. 

3n  3^en: 

a  :  a  =  1;   a  :  1  =  a. 

©enn  nad)  bem  erften  ©runbgefefce  ift  a  •  1  =  a. 

6)  ©leielje  3al)len  burdfj  gleite  biöibiert  geben 
gleite  Duotienten. 

SSorauSfefcung:    a  =  6 
c  =  d 

SSetjauptung:    a :  c  =  6 :  d 
83etoei8.    2>em  ©runbfafce  ber  Slritijtnettf  a  =  a  gemäfc 
ift  a :  c  =  a :  c.   SKad)  ber  SSorauSfefcung  fann  man  bie  3al)l  a 
redete  öom  ©tei^eitöjeic^en  burdfj  6  unb  c  burdO  tf  erfefcen, 
toorauS  bie  Stidfjtigfeit  ber  Se^auptung  folgt. 

7)  §aben  Duotienten  mit  bemfelben  2)it>ifor 
gleiten  28ert,  fo  finb  audf)  i^re  ©itribeuben  einanber 
gteief). 

9lu3  a:b  =  a:b  folgt  a  —  a\ 

8)  §aben  Quotienten  mit  bemfelben  ©itribenben 
gleiten  SBert,  fo  finb  audfj  i^re  ©ioiforen  einanber 
gieii 

Sßenn  a :  b  =  a :  V,  fo  ift  auef)  6  —  V. 

9)  StuS  a  •  6  =  a-V  folgt  b  =  V.  SBie  lautet  biefe 
gormel  in  SBorten? 


Seifpiele: 


OA     A  2-20  3- 20  w-20         - 

20 : 4  —  -oTT  —  irr  =  ^rrr  =  5> 


2*4  3*4  n-4 


y         y-m 
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80  80  :  10  80  :  20  ^  _    , 

20         20 :  10  —  20 :  20  —  T  —      > 


10)  ©efe$  ber  SBertbeftänbigfeit  eines  Duotienten: 
Der  SBert  eines  Buotienten  änbert  ftdj  nicljt,  wenn 
man  feinen  2)it>ibenben  nnb  feinen  $)it>ifor  mit  ber* 
felben  3a$*  muttipttjiert  ober  beibe  burdfj  biefetbe 
Qafyl  biüibiert. 

Um  biefe  gönnet  ju  bereifen,  multipliziere  man  beibe 
©eiten  ber  ©leiefjung  mit  bem  2)toifor  hmt  fo  entfielt: 

ober 


&•») 


6-  m 

am  =  am  nadfj  bem  erften  ©runbgefefce  ber  3)iüifion.  8u3 
biefer  ibentifdjen  @teicf)ung  fcf)tief$en  wir  anf  bie  Stidjtigfeit 
ber  urforfingtidjeu.  2>ie  SRic^tigleit  be§  feiten  XeiteS  be8 
fcorfteljenben  Se^rfafceS  ergiebt  fidf)  oljne  weiteres,  wenn  man 

bie  gönnet  £  =  ~  rücfwärt«  tieft. 

Stuf  biefen  Seljrfafc  grünbet  fiel)  t>a%  ©weitem,  baS  ©teic^- 
namigma<$en  unb  baS  §eben  ber  Duotienten  unb  SSrüdje.  Stud^ 
baS  3)U>ibieren  burdj  Duotienten  (Srftcfje)  unb  buretj  2)ejimaten 
fann  burcl)  SSenufcung  biefeS  ©efefceS  begrünbet  werben. 

§  13.    ®efe$e  filier  Sa^IHerBinbungeu  ber  erften  unb 
jmeiten  (Stufe. 

Seifpiete: 

88:8  =  (80  +  8):8  =  f +  |;  96:4-^  =  ^  +  ^- 
848  :  4  —  (800  +  40  +  8) :  8  —  ^  +  £  +  ■§-• 
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1)  Seljrfa^:  (Sine  Summe  nrirb  burdj  eine  ga^t 
biöibiert,  inbent  man  jeben  ©ummanben  burdj  bie  ßatjl 
biöibiert  unb  bie  erhaltenen  Quotienten  abbiert. 

3n  Seiten:    (a  +  &  +  c):d  =  -|-  +  T  +  -|-- 

33etoei8    für    bie    SRidjtigfeit    biefer   gönnet.     §ier   ift 

D  =  a  +  6  +  c,  bet  2)toifor  gleich  ^unb^  =  |  +  |  +  ~- 

5)ie ©teidjung  ift  richtig,  toenn  (f  +  |  +  f)-d  =  a  +  6  +  c 

ift.   Auf  ber  Knien  Seite  biefer  ©leidjung  ift  eine  Summe  mit 
einer  $al)t  d  iu  ntultipüjieren.    SKadj  §  9,  1  erhalt  man: 

(T  +  7  +  i)-'  =  7-*  +  7-'  +  i*- 
Stuf  bie  SIttSbrficfe  ber  regten  Seite  toenben  totr  baS  erfte 
©runbgefefe  an,  nftmti<$:  SKuttiptijiert  man  einen  Duotienten 
mit  feinem  $)ürifor,  fo  erljätt  man  ben  Satter.    @3  ift  baljer 

-J.d-aj  -J.Ä-6;  i'd-c 
unb  mithin 

(t  +  t  +  t)^  =  «  +  &  +  c- 

SSon  fcorftetyenbem  Sefjrfafee  ma<$t  man  nid^t  nur  beim 
Äopfredjnen,  fonbern  aud)  beim  fdjrifttidjen  Seiten  me^rfteöiger 
Sagten  Slntoenbung,  j.  39. 

48  672 :  6  =  (48  000  +  600  +  72)  :  6 

—  8000  +  100  +  10  +  2  =  8112. 

SSertaufdjt  man  in  ber  gönnet  jum  erften  Se^rfafce  feeibe 
Seiten  mit  einanber,  fo  Ijeifct  fie 

a^    ,     b_    ,     c_ a  +  b  +  c 

d     ■     d  "T~~d  d 

b.  1).  in  SBorten: 

2)  ßeljrfa^:  Duotienten  mit  gemeinfd&aftlidjem 
3)it)ifor  toerben  abbiert;  inbem  man  bie  Summe  ber 
Sitribenben  bur<$  ben  ©ibifor  biöibiert. 

SJeifpiete: 
596  :  4  =  (600  -  4) :  4  =  ^  -  -i  =  150  —  1  —  149. 
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792 :  8  —  (800  -  8) :  8  =  ^  -  y  =  100  —  1  =-  99. 

in  —  n):  p  = • 

J    *        p         p 

3)  ßeljrfa^:  ©tue  S)iff crcttj  toirb  burdfj  eine  3a^ 
bitubiert,  inbein  man  fotooljl  ben  SKinuenben  als  ben 
©ubtrafjenben  burdj  bie  Qafyl  biöibtert  unb  ben  Ufa 
teren  Duotienten  öom  erftcren  fubtraljiert. 

gormel:    (a  —  6) :  c  =  y  —  —  • 
SJetoeiS.    Sfauij  ber  ^formet  Q-  d  =  D  mufc  Ijter 

fein.    9hm  ift  naefj  §  9,  4: 

(a  &\  a  .     b 

C  C/  C  *       C 

SBeubet  man  auf  bie  SuSbtüde  ber  testen  ©eite  biefer 
©leid^ung  nochmals  bie  ^formet  Q  •  rf  —  D  an,  fo  erhält  man 
bie  SJiffereuj  a  —  b. 

S)urdj  Umleitung  öorfteljenber  gormel  crgicBt  fi<$  fofgeuber 

4)  ßeljrfa^:  ©letdfjnamige  Quotienten  werben  fu6= 
tradiert,  inbem  man  bie  2)ifferenj  ber  3)it>ibenben 
burdfj  ben  flemeinf<$aftü<$en  3)it>ifor  biöibiert. 

Seifpiete: 


(65  •  325)  :  13  =  ^  • 

325  —  5  •  325. 

(64  •  256)  :  16  —  g 

256  =  4  .  256 

«=64 

256            C)       1fi 

.^=.64-16. 

(p  •  q)  :  m  =  J  • 

■«-!»•£• 

'5)  ßeljrfaij:  (Sin  Sßrobuft  wirb  burdf)  eine  $al)l 
bitribiert,  inbem  man  nur  einen  gaftor  burcl)  bie  3a^ 
bitribiert  unb  ben  erhaltenen  Duotienten  mit  bem 
anbern  gaftor  multipliziert. 
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46  Gtßer  ttbftyutt.    $ie  natürlichen  3a#en. 

gönnet:    (a-&):c  =  y-6  =  a-y- 
33etoei8.    ®ie  ^formet  ift  richtig,  toenn  Qd  =  D,  atfo 
toenn  fotoof)!  (y  •  b)  •  c  ate  audj   (a  •  — j  •  c  gteidj  a  •  6  ift. 
SKun  ift  nadj  bem  Äommutation8gefefce  ber  SRuItiplifation 

unb 

(a.l).c  =  a.(|.c). 

ferner  ift  y  •  c  =  a,   bafjer  (y  •  c)  •  b  =  a  •  6  unb 
a  •  (—  \ey  =  a  •  6. 

2)urdj  Umfefjrung  öorftefjenber  formet  ergiebt  fid^  ber 
6)  ßeljrfafc:  @in  Quotient  -  toirb  mit  einer  Qafyl  a 

muttiplijiert,  inbem  man  ba8  Sßrobuft  au8  ber  Qafyl 
unb  bem  2)itoibenben  burd)  ben  ©itoifor  biöibiert. 

ca    »r^«    *'      300     e  300:6  300 


26  25  26-5 

7)  ßeljrfafc:  Sin  Quotient  toirb  burdj  eine  S^^t 
biöibiert,  inbem  man  ben  ©iöibenben  burdj  bie  Qafyi 
biüibiert  unb  ben  S)it>ifor  beibehält,  ober  inbem  man 
ben  ©iöibenben  burdj  ba8  Sßrobuft  au8  bem  ©iöifor 
unb  ber  Qafyi  biüibiert. 

gormel:    ~:c=a:c       a 


»etoeiS  be8  erften  leite:   £:c      aie 


b  •"         b         b-c 

a        a:  ( 

blC~  T 


SKadj  bem  ©runbgefefce  Q  -  d  =  D  mufe  Ijier  «y^-  •  c 
=  a:b  fein. 

9hin  ift  nadj  bem  vorigen  Sefjrfafce  ^—  •  c  =  i£i|Lf./ 
wofür  man  für  jer  ben  Quotienten  a :  b  fe|en  f ann. 

SBetüciS  be«  jtoeiten  Seite:    | :  c  =  —^  • 
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§  13.   ©efefce  über  Safyfoerbinbunßen  ber  erften  rmb  feiten  (Stufe.    47 

$>iefe  ^formet  ift  richtig,  toenn  yy  •  c  =  y  ift.    SKadO 

bcm  toorigen  Sefjrfafee  ift  -^  •  c  —  yf£  unb  btcfer  Quotient 

Ijat  nadfj  §  12,  10  bcn  SBcrt  a :  6. 

Stordj  Umfeljrung  bcr  öorigen  gönnet  crgiebt  fidj  bcr 
fotgenbe 

8)  ßeljrfafc:  (Eine  3af)l  a  ü>ir&  burdO  ein  Sßrobuft 
6-c  biöibiert,  inbem  man  fie  erft  burdfj  einen  gaftor 
unb  ben  erhaltenen  Quotienten  burdj  ben  anbern 
gaftor  biöibiert. 

S3on  biefem  ©ejc^e  fann  man  ®e&raudj  machen,  toenn 
eine  Summe  burdfj  eine  &ayi  bitribiert  »erben  fott,  bie  fidfj  in 
gaftoren  jertegen  läfet;  fo  ift  j.  83. 986  760 :  72  =  986  760 : 8 . 9; 
986  760 :  9  =  109  640;  109  640 : 8  =  13  705. 

Söeifpiet:     64  :  y  —  (64  :  16)  -  2  =  ^li. 

9)  ßeljrfafc:  (Sine  3<*l)t  nrirb  burdfj  einen  Quotienten 
biöibiert,  inbem  man  ben  Quotienten  auä  ber  ßaljt 
unb  bem  ©iöibenben  mit  bem  Sttöifor  muttiplijiert, 
ober  inbem  man  bie  3a*jf  wit  bem  umgelegten  Sßert 
be3  Quotienten  multipliziert. 

formet:    a :  —  =  (a :  b)  •  c  =  -y  =  a  •  y  • 

SJetoei«,  bafc  a :  y  =  (a :  6)  •  c  ift.  2)iefe  Steigung  ift 
tid^tig,  toenn  gemäfe  ber  formet  Qd*=D  btö  Sßrobuft  aus 
(a:b)-c  unb  —  ben  ©itribenben  a  giebt.    SJtun  ift  (a :  6)  •  c  •  — 

=  (a :  fc)  •  (c  •  y)  na<$  bem  Slffociationägefefc  ber  SKulttylifation 

—  (a :&).&  =  a  nadj  §  12, 1.  —  Um  ju  jeigen,  bafe  a:  — 

—  a  •  y  ift,  öertoanbele  man  beibe  Seiten  btcfer  ©leidfjung  in 

ibentif<$e  Sfa8brüdfe.    SRuItipKjiert  man  beiberfeitö  mit  6,  fo 
entfielt 

&         *  C        7 

a  :  —  o  =  a  •  -=-  •  o. 
c  o 
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48  (Stfter  ttbfönitt.    Sie  «atfirtid&en  galten. 

y  .  c  •  6  =  a  •  y  •  6  nadj  bcm  1.  Seile  ber  gormel. 

oc  =  ac. 
ÄuS  biefer  ibentifdjen  ©teidjung  fdjliefcen  Wir,  bafe  aud^ 
bie  urfprüngtidje  ©teidjung  ridjtig  ift. 

®ie  Umfeljrung  be$  erften  leite  ber  toorfteljenben  gormel 

lautet:  (a:b)-c  =  a:—  b.  §.  in  SDBortcn : 

10)  ßeljrfa^:  (Sin  Duotient  a:6  toirb  mit  einer 
3a!jl  c  multipliziert,  inbem  man  ben  ©itrifor  6  burdj 
bie  ßa^t  biöibiert  unb  ben  ©itubenben  a  beibehält. 

m    ...    f        18      24  18- 24 

»etfetel:    y.n_-8— . 

11)  ßeljtfafc:  3toei  Quotienten  werben  miteinanber 
multipliziert,  inbem  man  ba$  Sßrobuft  ber  SH&tbenben 
burdj  ba8  Sßrobuft  ber  ©itriforen  bitubiert. 


gor«*    £-4-f 


C 


6       d  6-d 

SSctoetÄ.    a  •  -j-  =  ^p-    2)iefe3  (Ergebnis  ift  nod)  burdj 

6  ju  biöibieren.    (Sin  Duotient  wirb  aber  burdj  eine  ßa^I 
biöibiert,  inbem  man  ben  ©itrifor  mit  ber  Qaty,  multipliziert, 

ba^erift  |.|  =  f^. 

»etfptel:    y  :  ¥  =  (T  :  6j  •  3  =  y^-  =  -  .  -. 

12)  ßeljrfa^:  ©in  Duotient  wirb  burdj  einen  Quo- 
tienten bitribiert,  inbem  man  ben  erfteren  mit  bem  um= 
gelehrten  SSerte  be$  zweiten  (2)tt>ifor8)  multipliziert. 
gmme(:    f:J_.J.i. 

83  e  weis.    SJtadj  bem  ©runbgefefce  Q-d  =  D  ift 


/ü    —\    JL  —  IL   (—    1l\ 
\b"  ~c/'  d  ~  T\c  #  d/ 


a 


benn  jeber  Duotient  mit  feinem  umgefefjrten  SEBert  multipliziert 
liefert  1. 
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§  14.    begriff  ber  ^otenjicrung  natürlicher  galten.  49 

C.    9tecf|nung8arten  britter  ©tufc. 
V.  $tot*n?«n  mit  ganten  natüvlidjen  Sagten* 

l)  Sßotenjierung.  natürlicher  3*l|len. 

§  14.    Begriff  ber  $oteit}imtng  naturaler  galten. 

2Bie  bie  ©eometrie  lelirt,  finbet  man  bie  3^  tuetd^e  bic 
Flächeneinheiten  eines  DuabrateS  angiebt,  inbem  man  bie  2Äafj- 
jal)l  einer  ©ette  berfelben  mit  fidfj  felbft  multipliziert,  ober  wie 
man  ju  fagen  pflegt,  bie  aJJa^jatil  ins  Duabrat  ergebt.  ^Beträgt 
j.  83.  bie  Seitenlange  eines  DuabrateS  24  ßängeneinljeiten, 
etwa  cm,  fo  ift  ber  gläd&enin^alt  beSfelben  24  •  24  =  576 
gläd^enein^eiten  (qcm).  S)ie  äuSbrüdfe,  „eine  Qaty  in*  öuabrat 
ergeben,  quabrieren",  ober  „baS  Dnabrat  einer  ßa^l"  finb  aus 
ber  ©eometrie  in  bie  Stritljmetif  eingeführt  worben.  SÄan 
nennt  baljer  allgemein  alle  Qafyltn,  toetd&e  burcf|  SRulttplifation 
mit  fidj  felbft  entfielen,  Dnabratja^len.  —  9laä)  ben  Selben 
ber  Stereometrie  erhält  man  bie  3a*)^  meldte  bie  Sftaumein* 
Reiten  eines  SßürfelS  bejetd&net,  inbem  man  bie  2Kafeja£|l  feiner 
Äante  jweimat  mit  ficf|  felbft  multipliziert.  S)er  Äörperinljalt 
eines  SßürfelS  Don  10  cm  Santenlänge  ift  j.  85. 10  x  10  x  10 
=  1000  Sörpereinfjeiten  (cbcm).  SluS  biefem  ©runbe  fpridtjt 
man  in  ber  Slritljmetif  Dom  „ÄubuS  einer  3a^"/  &on 
„2Bürfel=  nnb  ®ubifjal)len"  nnb  üerfte^t  barunter  alle 
3al)len,  wetöje  auf  biefelbe  SBeife  wie  in  ber  ©eometrie  bei 
33eredjnung  beS  SöürfeltnljalteS,  nämlid^  bur<$  ein  Sßrobuft 
aus  (nur)  brei  gleichen  gaftoren  entfielen. 

SBäljrenb  nun  in  ber  Siaumle^re  wegen  ber  XljatfadEje, 
ba%  ber  9faum  nur  brei  SluSbe^nungen  Ijat,  bie  Äubifja^len 
bie  ©renje  bitten,  fefct  bie  Slrit^metif  bie  93ilbung  öon  3^^1en 
biefer  Art  in  berfelben  SBeife  fort,    ©ie  bittet  j.  33. 

10  -  10  -  10  •  10  —  10000;  5    5    5.5.5  —  3125. 
33eftel)t  ein  Sßrobuft  aus  lauter  gleichen  gaftoren,  fo  !ann 
man  bie  Stuf  gäbe  f  ärger  barfteHen.    SRan  fieljt  ju,  wie  oft 
ber  gleidfje  galtor  in  bem  Sßrobufte  öorfommt  unb  fefct  biefe 
Baljt  oben  red^ts  neben  ben  gleichen  gaftor.    ©0  f treibt  man 

©Butler,  Hrit$metll.  4 


Digitized  by 


Google 


48  Giftet  Sl&fämtt.    2>ie  »otötli^en  Säulen. 


j. .  c  •  b  =  a  •  -|-  •  b  nad|  bem  1.  Seile  bet  gfarmel. 


(*•»)■«—■(*•»)■ 


ac  =  ac. 
&u$  biefer  ibetttijd^en  ©leidjung  fdjtiejjen  ttrir,  bafc  audj 
bie  urforüngtidje  ©teidjung  richtig  ift. 

2)ie  Umleitung  bes  erften  ^«te  her  toörftefoetthen  formet 

tautet:  (a:&)  -c  =  a: 

10)  ßeljrfa*:  ©i 
Qafyl  c  muttiptijrer 
bie  Qafyt  biöibiert  « 

»eijpi 

11)  8e*rfa$:  3to< 
multipliziert,  iubem 
burdj  ba*  Sßrobuft  t 

gormi 

83etoei§.    a  •  ^- = 

6  ju  bitribieren.    (Sin 
büribiert,  iubem  man  i 

ba^er  tft  y  •  7  =  ^ 

»cifptel:    £  :  ^ 

12)  8e$rfa$:  (Sin 
tienten  biöibiert,  in 
gelehrten  äöerte  beS 

gormel 
83etuei3.    9tacf|  b 

benn  jeber  Duotient  mi 
liefert  1. 
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50  Grfter  9ftf$nitt.    2>ie  notütli^en  3<rf)fen. 

j.  93.  ba«  Sßrobuft  10 .  10 .  10 .  10  !urj  104  unb  ftatt  aa-a 

a  (nmal)  furj  a*  (gclcfcn:  „a  Ijodj  n"  ober  „a  jur 

wten  Sßotenj").    Unb  umgelefyrt  bebeutet  ber  ?lu3brucf  158  ba& 

Sßrobuft  15  •  15  •  15;  allgemein  ift  x*  =  x-  x>x-x 

x  (y*mat).  3ebeS  Sßrobuft  au%  tautet  gleiten  gaftoren 
fjeifct  in  ber  Slrit^metif  „Sßotenj".  2)a  aaa  =  a*f  fo 
ift  f otoofjl  ba$  Sßrobuft  a  •  a  •  a  at8  ba3  ßeid^en  a8  eine  Sßotenj. 
9Der  gleite  gaftor  erhält  ben  Kamen  ©runbja^t  (S5afiöA 
©ignanb),  unb  bie  $cif]H,  toeldje  anzeigt,  wie  oft  bie  ©runbjat)! 
aU  gaftor  gefefet  werben  fott,  Reifet  ©rabanjeiger  ober 
©Exponent.  Sßotenjen  mit  gleiten  Opponenten  nennen  ttrir 
gleichartige  Sßotenjen,  j.  85.  52  unb  89.  S)ie  jtoeite  Sßotenj  einer 
ßat)t  wirb  (toie  öor^in  bereite  gejagt  würbe)  au3  geometrifdfjen 
©rünben  inSbefonbere  Duabrat,  bie  britte  Sßotenj  ÄubuS  ge* 
nannt.  S)ie  vierte  Sßotenj  einer  3<$t  «4  fü^rt  audfj  ben  Warum 
„33iquabrat".  Unter  ber  erften  Sßotenj  einer  ßa^I  oerftef(t 
man  bie  Qaty.  fetbft,  fo  bafc  al  =  a  ift. 

S)ie  einer  Sßotenj  entfpredienbe  Sftecljenoperatiou  ^eifjt  poten* 
jieren.  (Sine  $a$l  a  mit  einer  anbern  w  potenzieren 
ober  biejetbe  jur  nten  Sßotenj  ergeben  Reifet,  ein  Sßro* 
buft  au«  n  gaftoren  bitten,  oon  benen  jeber  gteidfj  a 
ift.  ©inb  ©runbjaljt  unb  ©jeponent  beftimmte  Sagten,  fo 
bejeid^net  bie  burd)  ba$  Sßotenjieren  erhaltene  $afy  ben  wirf* 
li^cn  Sßoteujwert.  @o  ift  j.  SB.  ber  wirftidtje  SßoteujWert  be» 
«uSbrucfeS  108  bie  ßa$t  1000. 

§  15.    @runbgefe^e  ber  $oten}ierung. 

1)  ©runbja^I,  Sßotenäejcponent  unb  Sßotenj  fönnen 
nur  unbenannte  QafyUn  fein. 

2)enn  nadj  einem  ©runbgefefce  ber  äRultipftfation,  oon 
Wetter  bie  Sßotenjierung  ein  befonberer  gatt  ift,  fann  nur  ein 
gaftor  eines  SßrobufteS  unb  jtoar  ber  SKultiptifanb  eine  be* 
nannte  ßa^l  fein;  Aufgaben  toie  6JC-6JC  finb  aber  wiber* 
finnig. 

2)  ©leiere  ßaljten,  mit  bemfelben  ©jrponenten 
potenziert,  liefern  gleite  Sßoteujwerte. 
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§  16.   Seljtfäjje  übet  ^otcniietttng  toott  Summen  unb  ^iffetenjen.    51 


&iß.  8. 


Sft  j.  85.  x  =  8,  fo  ift  s*  =  64;  memt  allgemein  a  —  6, 
fo  mufj  am  =  6m  fein. 

3)  ©runbjaljt  unb  ©jponent  bürfen  im  allgemeinen 
niefjt  öertaufd&t  »erben,    (ausnähme  2*  =  42.) 

4)  @in3  mit  jcber  3a§t  potenjiert,  gtebt  @in$. 

gormet:    lw  — 1. 

§  16.    Se^tfo^e  Wer  ^otenjierung  Hon  Summen  unb 
Sifferenjen. 

2)ie  Sefjrfafce  über  ba3  Sßotenjieren  öon  Summen  unb 
SHfferenjen  finb  megen  iljrer  häufigen  Äntoenbung  befonberS 
toidfjtig.  ipierbei  finbet  bureljgängig  eine 
innige  SSejie^ung  ber$ljnlid(}fett  jttrifdEjen 
Slrit^metif  unb  ©eometrie  ftatt 

la)  ttedjtetffafc:  $a3  Duabrat 

über  einer  2,  3,  4, 5 wmal  f o 

großen  ©treefe  ift  4,  9, 16,  25 

n9mat  fo  grofj  als  baS  Duabrat 
ber  einfügen  ©treefe. 

83ejeief)nen  mir  bie  Sängeneinfjeiten 
(äWafcja^ten)  einer  ©treefe  mit  a,  fo 
ift  (2a)2  «4a2;  (3a)2  =  9a2;  (4a)2 
—  16a2  u.  f.  m. 

®ie  Stid^tigfeit  biefe*  Sel)rfafce8  fotgt  unmittelbar  au» 
nebenfte^enber  gtgur. 

Iß)  «ritimetifdjer  8eljrfa$:  Sin  Sßrobuft  mirb  in3 
Duabrat  erhöben  (potenjiert),  inbem  man  jeben  gaftor 
quabriert  (potenjiert). 

Sn  ßeid^en:  (m  •  a)2  =  m2  •  a2: 
Änmerfung.  ÄKe  erfahrenen  Selber  ber  8tritl)metif 
triff  en,  bafc  Anfänger  Ijäuftg  gegen  üorfte^enbe  arit^metife^e 
Sieget  fcerftofjen,  inbem  bie  ©d&üter  fpredtjen  unb  f ^reiben: 
(2a)2  =  2a2.  SBir  galten  e3  f|ier  für  angejagt,  bem  Ser* 
nenbeu  (namentttdf)  itn  fcljmäefjeren  ©dfjütern)  juerft  bie  SBatyr* 
Ijeit  im  geometrif <$en  ©emanbe  ju  geben.  ®a$  geometrifdjje 
©ebilbe  jeigt  bem  Semenben  anfd^aultel),  ba%  baS  öuabrat 

4* 


a 

2a 

3a 
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52  ßrfter  Slbfänitt.    3>te  natürlichen  ga^en. 

über  einer  2,  3,  4,  5 nmat  jo  großen  ©treefe  4,  9  . . . . 

w*mat  fo  grofc  ift  als  bog  Duabrat  über  ber  einfachen  ©treefe. 

®iefe  Stnjdfjauung  fommt  ber  abftraften  arit^tnetifc^en  Segel 

feljr  ju  ipitfe,  unterftüfct  bie  Äuffaffung  unb  (Sittprägung  ber* 

felben  toefenttid^.    §at  ber  Schüler  bie  geometrifdfje  2Bat)rf)eit 

am  Staumgebttbe  aufgefaßt,  fo  erübrigt  nur  nocf|,  btefelbe  in 

bie  Sprache  ber  Ärit^metif  ju  übertragen  unb  feljüefelieij  ba8 

entfpre<$enbe  arittjmettfefje  ©efefc  allgemein  ju  gewinnen. 

2«)   We^teiffa^:   ®a3   Duabrat   über   ber    ©umme 

jweier  ©treefen  ift  gtei<$  ber  Summe  ber  Duabrate 

über    jcber    einjelnen   ©treefe    nebft    bem    boppetten 

Sted^ted  gebitbet  an8  beiben  ©treefen. 

3n  Seiten:    (a  +  &)*  =  a2  +  2ab  +  b\ 
®er  83etwei3  für  biejen  SRedjtecffaj}  ergiebt  fidf)  burd)  un* 
mittelbare  Stnfeljauung,  wenn  man  über  ber  ©umme  gweier 
&{g  9  ©treefen  AB  =  a  unb  BC  =  b  ba% 

Et 1 XB      Ouabrat  jeiefinet,  AF  =  AB  madfjt 

unb  burci)  B  unb  F  bie  parallelen 
^     BJ  unb  FG  ju  ben  entfprecfjenben 
Duabratfeiten  jie^t. 

©euten  wir  bteje  bewiefene 
gormet  im  ©inne  ber  Siritfjmettf, 
b.  i).  betrauten  wir  a  unb  b  afe  ab* 


F 


ab 


b2 
H— 


ab 


B  ftrafte  ßaljten,  fo  erhalten  wir  ben 

20)  «tit^metif^en  ßeljrfa^:  ®a§  Duabrat  ber  ©umme 

jweier  QafyUn  befielt  aus  bem  Duabrate  ber  erften 

3af)l,  bem  boppelten  Sßrobuft  an%  beiben  Qcl$Uti  unb 

-bem  Duabrate  ber  jweiten  Qafyl 

SSeifpiele: 

322  =  (30  +  2)2  =  302  +  2  •  (30  -  2)  +  22 

=  900  +  120  +  4  =  1024. 
51*  =  (50  +  1)>  =  502  +  2  .  (50  . 1)  +  l2 

=  2500  +  100  +  1  mm  2601. 
Änmerfung  1.    2)er  bibaftifdfje  Sßert,  ber  in  ber  35er* 
fnüpfung  biefer  beiben  Se^rfäfce  ber  SKat^ematif  liegt,  fdfjeint, 
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nadj  einer  Slnja^t  2e§rbü<$er  ju  fdfjtiefceu,  faft  allgemein  an* 
erfaitnt  unb  benufct  ju  fein. 

®er  arit§metifd>e  Sefjrfafc  2/3  bient  befanntlidf)  at§  Sßeg* 
weifer  ober  9tid£jtf<$nur  für  ba3  9lu3jief)en  ber  Quabratwurjet. 
Sn  allen  uns  befannten  2eljrbü<$ern  wirb  btefer  Seljrfafc 
juerft  an  abftraften  Sagten  cnttpicfclt  unb  fdf)liefclid(j  burd) 
geometrifdlje  $)arftettung  öeranfdjauüd|t. 

@3  erftfjeint  un§  naturgemäß  unb  bat)er  richtiger  ju  fein, 
üon  ber  räutnlid^en  2)arfteltung  au§jugef|en  unb  bie  ge* 
Wonnene  geometrifdje  S33af)r^eit  in  bie  aritljmetifdje  ©pradfje 
ju  fleiben.  2»an  gebe  bem  ©dljüter  ba3  ftnntidf) 
Sßaljrneljmbare  toor  bem  Slbftraften,  ba8  SSefannte 
fcor  bem  Unbefannten!  SSBir  fefcen  felbftrebenb  öoraus, 
baß  ber  Sernenbe  bie  einfad^en  Staumgebilbe  Duabrat  unb. 
JRed^tedE  fennt,  wenn  obiges  ©efefc  entwidfett  werben  fott. 
©et)t  man  Don  ber  räumlichen  $)arfteöung  aus,  fo  gewinnt 
ber  ©tfjüler  bie  äöatyrljeiten  burdfj  unmittelbare  Sfafdjauung, 
bie  abftraften  Sßrobufte  beS  arit^metifd^en  33eifpiete£  ober  ber 
gormel  finb  §ier  burdj  wirftidfje  ©egenftänbe  vertreten.  SBirb 
nun  bie  ©ntwidfelung  be3  arit^metifd£)en  2el>rfa|e3  an  bie 
gewonnene  geometrifd^e  Sßaljrljeit  angefd&Ioffen,  fo  wirb  bie 
8faffaffung  be3  erfteren  feine  ©dfjwierigfeit  Ijaben;  beibe  Selp 
fäfce  unterftüfcen  fidfj  gegenfeitig,  bie  eine  2Bat)tf)eit  üerfnüpft 
fid)  mit  ber  anberen,  wag  jur  fidleren  (Sütprägung  beiber 
Wefentttd^  beiträgt. 

Slnmerf ung  2.  S)ie  gtädje  BCDEFH  (ftigur  9)  er* 
gänjt  ba$  Duabrat  über  ber  ©tredfe  a  ju  bem  Duabrate  über 
ber  ©umme  a  +  b.  9laä)  iperon  Don  Sttejanbria  tyeifct  erftere 
gtäd)e  ein  ©nomon.  tiefer  alte  3Katf)ematifer  fagt:  „9HIe§, 
wag  ju  einer  gtgur  ober  Qatyl  tyinjugefügt,  ba3  ®anje  bem 
äljnftdj  madjt,  ju  welkem  ^injugefügt  worben  war,  nennt, 
man  ©nomon."  2)iefe  ©rflärung  fnüpft  an  eine  ältere  an, 
wetdje  bereite  Striftoteteä  (384—322  t>.  ®&r.)  in  fotgenber 
SBeife  gegeben  Ijat:  „Segt  man  einen  ©nomon  um  ein  Duabrat 
fierum,  fo  wirb  jwar  bie  ©röfje,  nidljt  aber  bie  Strt  ber 
gigur  geänbert."    SJtadfj  einem  Steridjt  öon  3lriftotete3  ^aben 
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bie  *(fytf)agoreer  bie  Duabrat jagten  gebilbet,  inbcm  fie  bic 
©nomonen  attmäljttd}  jur  @inf)eit  t)injufügten,  unb  biefe  (Snt* 
fte^ung  ber  Duabratja^len  auf  folgenbe  SBetfe  öerfinnlicljt. 

®§  möge  gigur  10  bie  geteilte  ©tredfe,  bie  natürlichen 
Sagten  öon  1  bi«  6  öerfinnlid&en.  Sejc^reibt  man  nun  über 
ben  bie  einjelnen  Sagten  jur  Slufd^auung  bringenben  ©treden 

Duabrate,  fo  (teilen  bte  je  bie 
m  ia  Duabrate    ber   entfpredjenben 

3af)len  bilbti<$  bar.    SBie  bie 
gigur  jeigt,  gef)t  ba«  Duabrat 
über   2  Sängeneinljeiten   au% 
bem  Duabrat  über  ber  ©trede 
ein«  Ijer&or,  inbem  ju  lefcterem 
ein  ©nomon  fjinjufommt.  2)a« 
britte  Duabrat  entfielt  au«  htm 
ätnetten,  ttneberum  bur<$  ^inju* 
f ügung  eine«  ©nomon«  u.  f.  xo. 
ÜRun    öerfinnlicfjt    ber    erfte 
©nomon  offenbar  bie  QoXjjl,  toetd&e  ju  1  Ijütjugelegt,  bie 
Duabratja^I  4  liefert,  atfo  bte  Qofyl  3.    2)er  jmeite  ©nomon 
toeranfdjauttdjt  bie  Qatyl  5,  ber  britte  bie  Qafj/l  7  u.  f.  f.   ffiic 
Sßgtfjagoreer  §aben  alfo  bie  Duabratjatjten  gebilbet,  inbem 
fie  jur  1  bie  ungeraben  Qafykri  3,  5,  7  u.  f.  to.  Ijutjulegten. 

,,©ie  Ijaben  bie  ©ummierung  ber  Sfteilje  1  +  3  +  5  +  7H 

1-  2n  —  1  =  n%  toottjogen,  t>aben  biefe«  SBerfaljren  mit 

flarer  @inftd)t  in  ben  barin  jutage  tretenben  ©ebanfen  au«* 
geübt."  Sittgemein  entfielt  ba«  Duabrat  über  ber  ©trede 
öon  n  +  1  ßängeneinljeiteu  au«  bem  Duabrat,  beffen  ©eite 
n  Sängeneintjeiten  enthält,  inbem  man  tefcterm  einen  ©nomon 
flinjufügt,  toetctyeS  au«  einem  Duabrate  öon  ber  Sänge  1  unb 
au«  jtoei  9te<$teden  fcon  ben  ©eiten  n  unb  1  jufammengefefct 
ift  (Setyrfafc  2  a).  2)er  ©nomon  l)at  einen  Snljatt  t)on  2w+  1 
gläd&eneintjeiten,  ttield^e  bie  n*  Flächeneinheiten  be«  urfprfing* 
lid^en  Duabrate«  ju  bem  neuen  Duabrate  öou  (n  +  l)2 
gfödjeneinfjeiten  ergänzen.  2)a  nun  ber  8tu«brud  2n  +  1 
ftet«  eine  ungerabe  Qcrtjl  bejeic^net,  fo  ift  e«  leidet  begreiflich, 
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tte3l)aib  bie  Sitten  bie  ungeraben  Ballen  aud&  „©nomon* 
^aljten"  nannten.  2)aS  öorfyin  angegebene  ©efefc  über  bie 
<£rjeugung  eines  DuabrateS  öon  (w  +  l)2  gläd&enein^eiten 
aus  einem  Duabrat  üon  n2  gläd^enein^eiten  lautet  in  arit^ 
•  »tetifdjent  ©inne:  StuS  ber  Duabratjaljt  n2  entfielt  bie  näd^ft- 
folgenbe  (w  + l)2,  toenu  man  i§r  bie  ©nomon  jaljt  2n  •+- 1 
jjütjufügt. 
3a)   »edjtetffafc:   2)aS   Quabrat   über   ber  Summe 

breier  ©treefen  ift  gteief)  ber  ©umme  ber  Quabrate  über 

beufelben  nebft  ben  boppelten  9ted£jteefen  aus  je  jtoei 

©treefen. 

3n  Qd6)tn: 
(a  +  6  +  c)2  =  a2  +  62  +  c2  +  2(a&  +  ac  +  fcc). 
95  e  »eis.    SÄan  jeidEjne  eine  ©treefe  gleidtj  ber  ©umme 

ber  ©treefen  a,  b  unb  c  unb  befefjreibe  junädfjft  über  a  +  b 

baS  Quabrat,  toetd()eS  nadfj 

Set)rfafc  2  a  aus  ben  Dua- 

braten  über  itn  ©treefen 

a  unb  b  unb  bem  bopptU 

ten   Steeljtecf    aus    tiefen 

©treefen  befielt.  ®rri<$tet 

man    nun   baS   Duabrat 

über  ber  ganjen  ©treefe 

a  +  b  -f-  c  =  /S  unb  t>er* 

längert  bie  öorljitt  gejoge- 

nen  SßaraHeten,  bis  fie  bie 

©eiten  beS  DuabrateS  über 

8  treffen,  fo  fommen  als 

neue  Seftanbteile  ^inju:  m  v  v 

1)  2)aS  Duabrat  über  ber  ©treefe  c,  alfo  c2; 

2)  jtoei  SRed^tedfe  aus  ben  ©treefen  a  unb  c/  alfo  2  ■  ac  unb 
jtoei  SRed&teefe  aus  ben  ©treefen  b  unb  c,  alfo  2-  &c. 

®urd^  ßufammenfaffung  fämtüeljer  SSeftanbteite  beS  dua^ 
brateS  über  8  ergiebt  fiefj 

(a  +  &  +  <0*  —  a2  +  &2  +  c2  +  2  •  (a&  +  ac  +  &c). 


|            ac 

6c 

c» 

a& 

6* 

&c 

a* 

ab 

ac 
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30)  «rit|meti^frß^rfa^:  $>a3  Duabrat  bcr  Summe 
t)on  brei  Sagten  ift  gleid)  bcr  Summe  bcr  Duabrate 
biefer  ßa^Ien  unb  ben  boppetten  Sßrobuften  aus  j[e 
iwei  Sorten. 

Iritt  jur  Summe  bcr  ©treden  at  b  unb  c  nodj  eine 
trierte  rf  Ijtnju,  unb  bübet  man  über  bcr  neuen  ©umtue  S  baS 
Duabrat,  fo  fommen  als  (Srgänjung  ju  ben  öorfjin  entttricfelten 
SSeftanbtetlcn  nodj  btö  Duabrat  über  d  unb  jtoei  SRedjtede  üon 
bcr  Sänge  a  +  b  +  c  unb  ber  Sänge  rf  tyinju,  b.  Ij.  es  ift: 

=  a*  +  b2  +  c*  +  <P  +  2(ab  +  ac  +  bc  +  ad  +  bd  +  cd) . 
2)aS  Duabrat  beS  SMnomS  a  +  6  fann  als  9ttdjtf<$nur 
für  bic  SSübung  bcr  Duabrate  aller  burdj  +  öerbunbenen 
mefjrgliebrtgen  SluSbrücfe  fein.  Sßie  bie  ^Betrachtung  ber  fjtgur 
ju  9te<$tedfafc  3  a  anf<$aulidj  jeigt  unb  fidj  burcfi  bie  33er* 
gleidjung  ber  gormein: 

(1)  a*  =  a2 

(2)  (a  +  b)2  =  a*  +  2ab  +  b2 

(3)  (a  +  6  +  c)2  — (a  +  6)2  +  2(a  +  fc)c+c2 

(4)  (a  +  b  +  c-\-dy  =  (a  +  b  +  c)*  +  2(a  +  b  +  c)d+d2 
ergiebt,  ift  für  baS  Duabrieren  mefjrgliebriger  SluSbrücfe  fot- 
genbeS  ©efefc  allgemein  gültig:  SBirb  eine  Qafyl  um  eine  anbere 
öermeljrt,  fo  toäd^ft  baS  entfpredjenbe  Duabrat  um  baS  boppelte 
Sßrobuft  aus  ber  urfprünglt<$en  unb  ber  neuen  ßaljl  unb  baS 
Duabrat  ber  abbierten  3aljt.  —  Um  bic  ®leicf|ung  (3)  aus  (2), 
©leid^ung  (4)  aus  (3)  u.  f.  f.  abzuleiten,  fann  man  audj  für 
bie  Summe  mit  8tuSfd|lufj  beS  legten  ©liebes  ein  neues  3e^e^ 
ax  einführen,  ben  neuen  Sfaebrucf  quabrieren  unb  hierauf  für 
bie  ipilfSgröfce  ben  urfprünglidjen  SBert  einfeien,  j.  33.: 

(a  +  6  +  c)2=  («,  +  cf=  a2  +  2atc  +  c2    nac§  (1). 
@e|t  man  nun  ftatt  a,  bic  Summe  a  +  b,  fo  entfielt: 
(a  +  6  +  c)2=a2+2a&  +  62+2(a  +  6)c  +  c2: 
4a)  ftedjteiffa^:  2)aS  Duabrat  über  ber  ©ifferenj 
jtoeier  ©treden  ift  gteidfj  ber  Summe  ber  Duabrate 
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über  benfetben,  öerminbert  um  baS  boppette  Sfted^terf 
gebilbet  aus  bcibcn  ©trecfen. 

SBetoeiö.  S)ic  größere  ber  beibcn  ©treden  fei  AB  =  a, 
bie  Heinere  AC  =  l.  Xrägt  man  leitete  öon  A  aus  auf 
.4.B  ab,  fo  ftettt  CB  bie  SHfferenj  a  —  b  beiber  ©trecfen  öor. 
SJtun  jeid&ne  man  über  AB  =  a  baS  Duabrat  ABDE=a2 
unb  über  ber  ©trede  ^4C=6  baS 
Duabrat  ACJK=*  l2  nadfj  unten. 
2Radjt  man  jBG  =  CS,  jieljt  burd) 
Sßunlt  G  bie  parallele  GF  ju  -4.B 
unb  öertängert  JC  bis  jum  ©^nitt^ 
jmnft  H  mit  jF£,  fo  entfielt  baS 
Duabrat  über  bem  ©treden  *  Unter* 
fdjiebe,  nämlid&  GBGH=  (a  -  6)2. 
2)ie  SRedjtecfe  FGBE  unb  FZJ5 
finb  toegen  ©teid£$eit  ber  ©runbfeiten 
unb  §öljen  iuf)attSgleid£j;  jebeS  SRedf)ted 
!ann  burdtj  bS  ^robuft  a&  auSgebrücft  werben.  ®ie  ganje 
gigur  befielt  aus  AB*  —  a2  unb  IC3  =  fc2.  ßieljt  man  Don 
ber  ganjen  gigur  bie  genannten  9ted)te<Ie  ab,  fo  bleibt  offenbar 
baS  Duabrat  über  BC  übrig.    SRit^in  ift: 

(a  —  V)2=a2  +  l2  —  2al. 

ßafjtenbeifpiele: 

192  —  (20  -  l)2  =  (20  —  1)  •  (20  -  1) 
=  202  —  20  •  1 

—  20  ■  1  +  l2 
=  202  —  2.(20-1)  +  l2. 

472  =  (50  -  3)2  =  (50  —  3)  .  (50  —  3) 
=  502  —  3  •  50 

—  3  •  50  +  32 


=  502  — 2.(50.3)  +  32. 
(x  —  yf  =  x2  —  2xy  +  y2 . 
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4/3)  «rttljittetifdjer  ßeljrfa*:  2)aS  Duabrat  ber  »if* 
ferenj  jtoeier  &a§Un  ift  gteidti  ber  Summe  ber  Dua* 
brate  beiber  ßajjten,  fcerminbert  um  baS  boppelte 
^ßrobuft  aus  benfelben. 

9luS  fcorfteljenber  Storftellung  folgt  and): 

(a  —  &)2  +  2a&  =  a2  +  &2. 

5a)  9te$teiffa£:  3)aS  Duabrat  über  ber  ©umtue 
jtoeter  ©treden  läfct  fidE|  jertegen  in  baS  Duabrat 
über  ber  ©iffcrenj  betber  ©treden  unb  trier  Sfteefjtede 
aud  benfelben. 

3n  geilen:    (a  +  &)2  —  (a  —  &)2  +  4afc. 

SBetoeiS.  Sn  nebenfte^enber  gigur  fei  bie  ©trede 
AB  =  at  BC=h  unb  AG  ftcHc  bie  Summe  öon  a  +  & 
bar.    Über  AG  bef  treibe  man  baS  Duabrat  AG  DE  unb 

trage    auf    jeber    ber    brei 


6   G 


E 


E 

h 
A 


übrigen  ©eiten  öon  ben  (Seien 
C,  D  unb  E  au»  bie  ©treefe 
a  ab,  atfo: 

AB  =  CF  =  DG  =  EH. 
(Srridjtet  man  in  btn  fünften 
JB,  Ff  G  unb  H  bie  ©enf* 
regten  auf  ben  entfpredjenben 
Duabratfeiten,  unb  bertängert 
biefe  ©enfeed&ten  bis  fie  fiel} 
fdjneiben,   fo   entfielen  fünf 

recfftnrinfelige    Sßarattelo* 
gramme.    S)ie  an  ben  ©den 
beS  DuabrateS  tiegenben  trier  SRedjtede  finb  fämtticlj  aus  gleichen 
©treefen,  nämliclj  a  unb  h  gebitbet,  unb  fönnen  ba^er  burefj  4a 6 
bejeid^net  »erben.    S)ie  gigur  in  ber  SRttte  ift  ein  Duabrat,. 
beffen  Seitenlange  a  —  h  beträgt.   S)a  baS  Duabrat  über  a  +  6 
aus  biefen  fünf  Seiten  befielt,  fo  ift  offenbar: 
(a  +  hf  =  (a  —  hf  +  4a6.    »etoeiS  öom  3nber  S3l)äSfara. 
5/3)  Kritljinetifdjer  ßeljrfa^:  S)aS  Duabrat  ber  ©umme 


ab 

ah 

(a-b)* 

ab 

ab 

D 

b 

F 


}a 


C 


B  b 


Digitized  by 


Google 


§  16.    gelpfäfee  über  ^otenjienmg  Don  Summen  unb  Differenzen.    59 


,  14. 


jtoeier  QafyUn  ift  bem  Duabrat  ifjrer  SHfferenj  unb 
bem  trierfadjen  Sßrobuft  beiber  3af)len*gteid). 

8lu3  ber  5igur  ift  ferner  erfidjtttd):  SBenn  man  toom 
Duabrat  ber  Summe  jmeier  Streden  trier  Stedjtede  aus  biefen 
Streden  fubtrafjiert,  fo  bleibt  ba3  Duabrat  über  ber  Sttfferenj 
beiber  Streden.  Der  biefem  entfpredjenbe  ßefjrfafc  ber  Äritf)* 
metif  lautet:  Subtrahiert  man  t>om  Duabrat  ber  Summe 
jweier  Qa^Un  ba3  trierfadje  Sßrobuft  aus  benfelben, 
fo  bleibt  ba3  Duabrat  ber  S)ifferenj  beiber  QafyUn. 

6a)  We^teif fa^ :  Das  Duabrat  über  ber  falben 
Summe  jmeier  Streden  ift  gleich  bem  Stedjted  aus 
beiben  Streden  unb  bem  Duabrat  über  ber  fjatben 
S)ifferenj  beiber  Streden. 

S3ctt)ci§.  £)ie  fleinere  Strede  fei  AB  =  a,  ba3  Stüd, 
um  toeldjeS  bie  anbere  größer  als  a  ift,  bie  Sttfferenj,  fjeifje 
BC=d,  fo  ift  "bie  größere 
Strede  AB  +  BG=AC 

=  a  +  d.    halbiert  man    Fi ^ iE 

bie  Sttfferenj  BC=d,  fo 
ftettt  A  D  bie  fjalbe  Summe  q 
beiber  Streden  öor.  [SRan 
erhält  nämtid)  bie  fjalbe 
Summe  jmeier  Streden 
(ober  Safjlen),  to*nn  man 
jur  Heineren  Strede  (Qaty) 

bie  #älfte  be8  Streden*    A 

(3al)len=)Unterfdjiebe8  a  B      d 

abbiert.] 

Über  AD  betreibe  man  ba$  Duabrat  ADEF=(a+jff 
mac^e  AG  =  AB,  bilbe  aus  A  G  unb  AG  ba8  SRedjted  AG  HG 
unb  jiefje  BK#  A  F.   5Da8  Duabrat  über  ber  Ijalben  Summe 

Beiber  Streden,  nämlid)  AD2  ober  (a  +  j)   befielt  nun  aug 
folgenben  Xeilen: 

1)  bem  Duabrate  über  AB  ober  a2; 

2)  jtoei  SRedjteden,  gebilbet  aus  ben  Streden  AB  =  a 


d 
2 


(!)' 


d 


D 


tC 
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60  Grfter  «Pbfdjniit.    S)ic  natürlichen  Sagten. 

unb  bcr  falben  ©ifferenj,  -^ ;  beibe  toerben  burd)  baS 
Sßrobuft  'ad  bejeidjnet; 
3)  bem    Duabrate    über    bcr    falben    5Differenj    beiber 

©treden,  nämtid)  au8  (-)  •    (Sergleidje  ßefjrfafc  2  a.) 

®a  SRetyed  DCHL  —  SRetyed  ff  JJCF  ift,  fo  lann 
man  an  ©teile  ber  33eftanbtetfe  unter  1)  unb  2)  ba8  Sfted^tedE 
^CiTff  fefeen.  2)ie  ©runbfeite  be3  lederen  ift  AC=(a+d), 
bie  #öf)e  -4  G  =  a,  e8  lann  alfo  burd)  (a  +  d)-a  bejeidjnet 
werben.    3Ritf)in  ift: 

(«  +  !)'  =  («  +  <*)•«  +  (£)'• 

6/3)  »tittjmettfdjcr  Seljrfafc:  S)a3  Duabrat  ber  falben 
Summe  jtteier  S^^len  ift  bem  Sßrobuft  beiber  Qaf)Un 
unb  bem  Duabrat  ber  falben  5Differenj  berfetben  gteidj. 

9tad>  biefem  ©efefee  ift  alfo  5.  SB.: 

tw -(*&+- 

unb  baljer  aud): 

fsW-(tiJOr—»- 

7a)  ttedjtetffa^:  S)er  Unterfdjieb  jweier  Duabrate 
ift  bem  IRed^tedC  gleich,  baS  bie  ©umme  ber  Duabrat* 
feiten  jur  ©runbfeite  unb  iljren  Unterfdjieb  jur 
#öl)e  Ijat. 

3n  Seiten:    a2  —  &*=-  (a  +  V) .  (a  —  6). 

2)er  SSetoeiS  für  tiefen  Se^rfafc  fliegt  unmittelbar  aus  ber 
Änfdjauung,  wenn  man  toon  einer  ®de  -4  be3  grofcen  DuabrateS 
aus  auf  einer  ©eite  beSfelben  bie  ©eite  be3  Keineren  DuabrateS 
abträgt,  AE,  unb  über  AE  ein  Duabrat  befdjreibt.  ®er 
Unterfdjieb  ber  beiben  Duabrate  wirb  afebann  burdj  ba3 
©edjSed  GDCBEF  bargefteQt. 

Serfängert  man  EF  big  K,  fo  entfielt  baS  Sftedjted 
GFKD.  S)a  ©eite  D6?  be3  festeren  gleich  ©eite  BE  be8 
Stedjtede»  EBGK  ift,  fo  fann  man  SRedjted  GFKD  fo  an 
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§  16.   £e$rfä&e  fibec  $oten^ierung  ton  Summen  unb  Sttfferenaen.    61 

SRedjted  EBCK  legen,  bafe  beibe  ein  einjige»  SRedjtecf  JTCJjgr 

bilben.   S)ie  ©runbfeite  berfelben  ift  offenbar  gteidj  ber  Summe 

ber  Duabratfeiten  unb  bie  #öt)e  gteid^ 

ber  Differenj  beSfelben.    5Da  man 

ftatt    beS    ffted^tedEcS    KCJH    baS    Z> 

Sßrobult  (a  +  6)-(a  — 6)  fe|en  famt, 

fo  ift:  G 

7/J)»ritljittcttfdjcr  ßeljtftt^:  2)er 
Unterfdjieb  ber  Duabrate  jweier 
3a^Ien  ift  gleich   bem  Sßrobuft      ^  j$\ 

aus    iljrer    Summe    unb    iljrer 
SDiffcrcnj. 

SHefeS  ©efefc  wirb  mit  Vorteil 
jur  numerifdjen  Seredjnung  beS  Unter*  _ 

fdjiebeS  ber  Duabrate  jWeier  galten 
angewenbet,  wie  bieg  j.  33.  beim  redjtwinfeligen  2)reied  toor* 
fommt,  wenn  au8  ber  §t}potenufe  unb  einer  Äatljete  bie  Sänge 
ber  anbern  gefugt  werben  foö. 

SS  fei  j.  33.   722  —  182  ju  beregnen.    2Ran  §at: 

(72  +  18)  •  (72  -  18)  —  90  -  54  =  4860. 

3)ie  Umfeljrung  ber  vorigen  gormel  lautet: 
(a  -f  6)  •  (a  —  6)  =  a2  -  62; 
b.  ^.  in  SBorten: 

8)  Seljrfafc:  SBenn  man  bie  Summe  jweier  ßaljlen 
mit  ber  ©ifferenj  berfelben  Balten  multipliziert,  fo 
erhält  man  ben  Unterfdjieb  ber  Duabrate  beiber  $af|len. 

S)iefer  Sefjrfafc  fpielt  unter  ben  SJorteilen  beim  3Rutti* 
plijieren  jweier  ßa^Ien,  falls  bie  fteljner  in  ben  gaftoren  um 
1  toerfdjieben  finb  unb  bie  Summe  ber  Siner  10  beträgt,  eine 
beachtenswerte  SRoHe.    So  ift  j.  83.: 

72  -  68  =  702  -  22  —  4900  —  4  —  4896. 

3n  ben  ßetjrbüdjern  ber  Äritljmetif  wirb  in  ber  Siegel 
ber  lefctere  ßeljrfafc  juerft  aufgeteilt  unb  burdj  Umfeljrung 
beSfelben  ber  toorlefcte  Sa|  abgeleitet. 
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62  (Srßet  Stbfdjniti.    $ie  natürlichen  Qatytn. 

Sßenn  man  tiefe  Drbnung  ber  2eljrfä|e  befolgt,  fo  wirb 
ber  tefctere  ßefjrfafc  als  ber  urforfinglid)  gegebene  in  folgenber 
SBeife  entnriefett: 

22  •  18  =  (20  +  2)  •  (20  —  2) 

—  20*  +  2  •  20  —  2  •  20  +  22  =  202  —  22. 

(a  +  b)  *  (a  —  6)  —  a2  +  ab  —  ab  +  62  =  a2  —  62. 

ffinttoicfelung  beS  ©efefceS  über  ben  ÄubuS  ber 
©umme  jtoeier  ßafjten. 

253  =  (20  +  5)8 
=  (20  +  5).  (20  +  5).  (20  +5)  nad)  bem  Sßotenjbegriffe 
=  (20  +  5).(20  +  5)2  =  (20  +  5).(202  +  2.20.5  +  52) 
=  20s  +  3.202.5  +  3.20.52  +  5s. 

SlDgemein  ift: 
(a  +  bf  =  (a  +  b)  •  (a  +  6)  -  (a  +  6) 

=  (a  +  6)  •  (a  +  6)2  —  (a  +  6)  •  (a2  +  2a6  +  fc2) 
=  a3  +  3a26  +  3a62  +  68.*) 

9)  £el}rfa$:  2)er  ÄubuS  ber  Summe  jtoeier  ftafyUn 
befielt  aus  bem  ÄubuS  ber  erften  ,8a$l,  bem  breifadjen 
Sßrobuft  au§  bem  Duabrate  ber  erften  unb  ber  jtoeiten 
ßatjl,  bem  breifadjen  Sßrobuft  au$  ber  erften  unb  bem 
Duabrate  ber  jtoeiten  Saf)^  unb  bem  ÄubuS  ber 
jtoeiten  ,8af)I. 

SJiit  #itfe  biefer  gormel  fann  ber  SubuS  eines  jeben 
meljrgtieberigen  StuSbrudfö  (SßoftjnomS),  beffen  ©lieber  burefj 
+  Derbunben  ftnb,  gebildet  werben,    ©o^  ift  j.  85.: 
(a  +  b  +  cy  =  [(a  +  b)  +  c]* 

=  (a  +  6)3  +  8(a  +  b)*  •  e  +  3(a  +  6)  •  c2  +  c8. 

ÄubuS  einer  2)ifferenj: 

(a  —  6)8  =  (a  —  6)  •  (a*  —  2ab  +  6)2 
=  a8  —  3a26  +  3afe2  —  63. 

•)  2>iefe  bier  ©eftanbtetle  fdnnen  an  einem  für  tiefen  Qtoecl  an* 
gefertigten  jerfegbaren  SBärfet  $ur  Änfdjauung  gebraut  »erben. 
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§  17.    Se^tfäfce  übet  bo8  föedjnen  mit  ^otenaen.  63 

SBic  tautet  biefe  gorjnet  in  SBorten?  —  S)ie  beiben 
leiteten  gormein  »erben  fjäuftg  burd): 

(a  +  6)8  =  a8  +  '3a26  +  3a62  +  i8 

bargefteQt. 

5Durd)  33enu|ung  biefer  ©leidjungen  fann  man  leidjt  bie 
SBette  für  (a  +  &)4  beregnen.    2Äan  erfjält: 

(a  +  &)4  =  a4  +  4a86  +  6a262  +  4a&8  +  64. 

2)  ßetjtfäfce  über  bai  föedjnen  mit  Sßotenjen. 

§  17. 
33eifpiele: 

108.102  =  (10.10.10).(10.10)  =  10.10.10.10.10—  105. 

a2-a4  =  a-a-a'a«a«a«=  a2+4  =  a6. 

I.  gormel:    am*an  =  am+". 

33ei  ber  äRultiplifation  gleichartiger  Sßotenjen  muffen  tfjre 
Opponenten  abbiett  werben,  »eil  ein  Sjponent  ja  nur  jä^lt, 
toie  oft  bie  ©runbjaf)!  als  gaftor  ju  fe|en  ift. 

1)  ßeljrjaij:  Sßotenjen  mit  gleiten  ©runb jaulen 
»erben  miteinanber  multipliziert,  inbem  man  bie 
©runbjaf)!  mit  ber  ©umme  ber  Sjponenten  potenjiert. 

SBenn  »ir  toorfteljenbe  gormel  rüdtoärtS  lefen,  fo  lautet  fie: 

2)  Seljrfa^:  ffiine  3a^  nrirb  mit  einer  ©umme 
potenjiert,  inbem  man  fie  mit  jcbem  ©ummanben 
potenjiert  unb  bie  erhaltenen  Sßotenjen  miteinanber 
multipliziert. 

33eifpiete  (jum  folgenben  Se^rfafee): 

10* :  10» »  10  '  1010101010  ' 10  =  10»-»  -  10». 

fi       a        a  '  a  •  a  '  a  •  a  •  a  R L 

a6 :  a4  = =  a6^4. 

a  •  a  •  a  •  a 

IL  gormel:    am:an  =  a™-*. 

3)  £ejrfa$:  Sßotenjen  gleicher  SBafiS  »erben  burd> 
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64  «rftet  «bfdjmtt.    S)te  naturalen  Sagten. 

einanber  bitoibiert,  inbem  man  bie  ©runbja^I  mit  ber 
Differenz  ber  Opponenten  potenziert 

33etoei3.  2)a8  Sßrobuft  aus  Duotient  unb  5Dtoifor  ift 
gleich  bem  2)toibenben,  benn: 

am-n  .  an  „  am-»+»       (na(^    goHllCl   I)    —  am. 

Sit  formet  III  tft  t>orau3gefe|t,  baß  ber  ©jponent  be8 
S)hnbenben  gröfcer  als  ber  ©gponent  be$  ©toiforg  ift;  benn 
nur  in  biefem  gattc  bezeichnet  bic  Differenz  m  —  n  eine 
natürliche  ,8af)l.    ®*nn  bagegen  n>m,  fo  ift: 


am 

:an  = 

1 
fl»-m 

1  . 

a  •  a 

•  a 

©rläuterung: 

i        £ 

a  •  a  •  a  •  a  •  a         a  •  a        a8 

Seifpiel: 
102  •  52  =  10  •  10  •  5  •  5  =  (10  •  5)  •  (10  •  5)  =  (10  •  5)2. 

III.  gormel:    am  •  bm  =  (a6)m. 

4)  ßeljtja^:  5ßotenjen  mit  gleichem  ©jponenten 
werben  miteinanber  multipliziert,  inbem  man  ba8 
Sßrobuft  iljrer  ©runbjal)len  mit  bem  gemeinfdjaft* 
liefen  @jponenten  potenziert. 

SSetoeiS. 

am'i)w  =  a  •  a  •  a  •  a  •  a  •  •  •  •  mental 
6-  6-6-6  •&•••■  mental 


=a6  •  ab  •  ab  •  ab-  ab  •  •  •  •  mental  =  (a6)m. 

formet  III  lautet  in  ber  Umfeljrung: 
(a6)m  =  am  •  bm. 

5)  ße^rfa^:  ®in  Sßrobuft  wirb  potenziert,  inbem 
man  jeben  gaftor  potenziert  unb  bie  erhaltenen 
^ßotenjen  miteinanber  multipliziert.*) 


*)  »ergtetdje  §  16,  l  unb  2. 
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§  17.    Seljrfäfce  über  baS  föedjnen  mit  $oten$en.  65 

33eifpiele: 

IV.  gormel:    am:bm  =  (a:  b)m. 

6)  ßcljtfa^:  ©leid^arttgc  Sßotenjen  werben  burd)= 
einanber  bitribiert,  inbem  man  ben  Quotienten  iljrer 
«Srunbjaljten  mit  bem  gemeinfd&aftlidjen  ©jponenten 
^otenjiert. 

Sern  eis.   ©emäfc  ber  2)eftnition$formet  D=Qd  ift: 
(a :  b)m  •  bm  =  (a :  6  •  b)m    (na<$  gormet  III)  =  am. 
2)ie  Umleitung  fcon  formet  IV,  nämttdj: 
(a :  b)m  =  am :  bm, 

irücft  baS  ©efe|  über  Sßotenjierung  eines  Quotienten  aus. 

7)  Seljrfa^:  Sin  Quotient  ttrirb  potenziert,  inbem 
man  fotoo^I  ben  SHüibenben  at3  btn  ©iöifor  mit  bem 
(Sjponenten  potenjiert. 

33eifpiete: 

(102)8  =  102 .  102  - 102  =  106; 
(a±)3  =  a4  •  a4  •  a4  =  a12. 
V.  gormel:    (am)n  =  amn  =  (an)m. 

8)  Se^rf a% :  (Sine  Sßotenj  wirb  mit  einer  3&f)t 
potenziert,  inbem  man  bie  ©runbjaljt  mit  bem  Sßro* 
buft  aus  bem  Opponenten  unb  ber  3a§t  potenziert. 

SBetoeiS.    SRadE)  bem  begriffe  ber  $ßotenjierung  §  14  ift: 

(am)n  =  am  •  am  •  am  •  am n*mat 

=  affl+m+rn nmäl    (nadj  gönnet  I)  =  amn. 

gönnet  V  lautet  rücftoärts  getefen: 
amn  =  (am)n  =  (aw)m, 
i>.  I).  in  SBorten: 

9)  Seljffafc:  ®int  3aÜ)t  to^r^  mit  einem  Sßrobuft 
potenziert,    inbem    man    biefelbe    juerft    mit    einem 

©^filier,  3Irtt$metit.  5 
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66  Grjler  Hbfdjmtt    S)ic  natürlichen  ga^Ien. 

gaftor  unb  bie  erhaltene  Sßotenj  mit  bem  anbern 
gaftor   potenjiert 

Sufafc.  5Die  ^Reihenfolge,  in  foetöjer  eine  3^1  mit  ben 
einjehten  gaftoren  potenjiert  ttrirb,  ift  gleichgültig. 

gür  ba3  praftifclje  SRedfjnen  finb  nodfj  folgenbe  oft  an* 
geroenbete  gormein  ju  nterlen: 

(1)  (a2  —  b*):(a±b)  =  a  +  b. 

(2)  (a3  +  68) :  (a  +  6)  =  a2  —  a&  +  62. 

(3)  (a3  —  fc3)  :  (a  —  b)  —  a*  +  ab  +  &2. 

(4)  (a4  —  b?) :  (a  +  6)  =  a3  +  a26  +  a&2  +  b\ 

(5)  (a5  +  65)  :  (a  +  6)  —  a4  —  a36  +  a?b2  —  ab9  +  64. 

Die  gormetn  (1)  unb  (4)  brücfen  fotgenbeS  ©efe$  au3: 
1)  Die  ©iffcrenj  jtoeier  gleichartigen  geraben  Sßo* 
teuren  ift  fotoof)!  burd)  bie  Summe  als  burdf)  bie 
Differenj  ber  ©runbjaljten  (oljne  SReft)  teilbar.  &u3 
ben  gormetn  (2)  unb  (5)  folgt:  Die  Summe  gleidfj  Ijoljer 
ungeraber  Sßotenjen  ift  nur  burdf)  bie  Summe  ber 
©runbjaljlen  teilbar,  gormet  (3)  fpridfjtbaS  ©efefc  au3: 
3)  Die  Differenj  jtoeier  gleich  l)oi)en  ungeraben  Sßo* 
tenjen  ift  nur  burdfj  bie  Differenz  i^rer  ©runbjaljlen 
teilbar.  4)  Dagegen  ift  bie  Summe  jtoeier  Sßoteujen 
mit  gleichem  (Sjponenten,  j.  33.  a2  +  b2,  a4  +  64,  toeber 
burdf)  bie  Summe  nodfj  burdj  bie  Differenz  ber  ©runb* 
jaulen  teilbar.  Da3  ©efefc  über  bie  ©lieber  ber  Quotienten 
ift  fidfjtbar.  3Rittel3  beSfelben  fann  man  ben  Quotienten  oljne 
SRed&nung  Ijinfdfjreiben. 

SSejetdjnet  n  eine  beliebige  ungerabe  3at)l,  fo  ift  allgemein: 
(an  —  bn) :  (a  —  b) 

(6)  =  a»-1  +  a»"2 .  b  +  a*-3 .  b*  +  a*-4  •  b*  + 

+  ab»-*  +  6»"1. 
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§  18.    SBegriff  ber  SBurjel.  *  67 

VI.   W*v\*ln. 

1)  SBurjcIauSjie^cn. 
4  §  18.    Begriff  bet  SBButjel. 

SKa<f>  §  14  Reifet  baS  Sßrobuft,  tocld^eg  burdj  SRultiplifation 
einer  Qctijl  mit  biefer  3<rf)t  felbft  entfielt,  Ouabratjaljl.  3n 
ber  gläd&enredfjnung  lotnmen  öuabratjaljlen  Ijäufig  üor,  wenn 
aus  ber  Sftafjjal)!  ber  Seite  eines  SHuabrateS  ber  gtädfjeninf)alt 
beSfelben  beregnet  werben  foH.  öuabratjaljten  lönnen  baljer 
als  „SnljaltS"*  ober  „glädjenjal)ten"  ber  SRaumgröfce  „Ouabrat" 
aufgefaßt  nnb  burd)  leitete  öerfinnlicJjt  werben. 

©oll  umgefefjrt  aus  bem  3nl)alt  eines  DuabrateS  bie 
Seitenlange  beSfelben,  bie  SJiafcsaljl  einer  ©eite,  ermittelt 
werben,  jo  mufc  man  bie  jenige  Qäfyl  fudfjen,  beren  Huabrat 
ber  bie  äfajal)l  ber  glädfjenetnljeiten  barfteQenben  3°^  gleich 
ift.  $)iefe  3°^,  aus  welker  bie  Duabratjal)t  als  entftanben 
betrautet  werben  fann,  nennt  man  SHuabratwurjet  (Sßurjel 
beS  DuabrateS).  SBäre  j.  83.  ber  glä<$entnf)alt  eines  Data* 
brateS  144  qcm,  fo  ift  bie  Sänge  einer  Quabratfeite  in  cm 
bie  duabratwurjel  aus  144  gleidf)  12/  wofür  man  furj 
>/l44  =  12  fdjreibt.  SHe  3aljl  12  ift  wtrflidj  bie  Ouabrafc 
wurjel  aus  144,  weil  12  •  12  ober  122  bie  gegebene  Duabrafc 
jaljl  144  liefert.  2Ran  toerftefjt  baljer  unter  ber  Duabratwurjel 
aus  einer  beliebigen  natürlichen  3<#  af  lutj  unter  ]/a,  bie- 
jentge  3a^/  weld^e,  ins  Ouabrat  erhoben,  bie  j&afy  a  fltebt. 

SSBie  femer  in  §  14  gefagt  'worben  ift,  nennt  man  bie 
Säulen,  weldfje  burd)  jweimalige  9ftultiplifation  mit  fi<$  felbft 
IjerauSfommen,  SBürfel-  ober  Subif  jaulen.  Severe  erf dfjeinen 
befonberS  in  ber  ©eometrie  bei  ber  SBeredfjnung  beS  Sörper- 
injjalteS  eines  SßürfetS,  unb  es  fönnen  ba^er  aQe  Subifja^Ien 
als  „Spalts jaulen"  biejeS  ÄörperS  angefeljen  Werben.  —  3ft 
nun  umgefeljrt  aus  bem  Sörperinljalt  eines  SBürfelS  bie  Sauten* 
länge  beSfelben  ju  beftimmen,  fo  muft  man  biejenige  3at)l  burd) 
SRedfynmtg  finben,  weldfje  breimal  als  gaftor  gefegt,  bie  gegebene 
„3nt)altSäaf)l"  beS  SBürfelS  liefert.  SDiefe  gefugte  3af)l  grifft 
Subifwurjel.     @ntljält  j.  33.  ein  SBürfet  1728  ebem,  jo  ift 

5* 
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68  <5rfter  Sl&fdjnitt.    2>ie  natürlichen  galten. 

feine  Äantenlänge  in  cm  gleich  bcr  Äubtfmurjet  aus  1728, 
ttmä  furj  Vi  728  =  12  bargefteHt  wirb.  2)ic  3aljl  12  ift  bic 
richtige  Subiftpurjcl  aus  1728,  inbem.ba«  Sßrobuft  12- 12-12 
ober  123  ber  gegebenen  Äubifjaljl  gleich  ift. 

Statt  Duabrat*  unb  Äubif  wurdet  fagt  man  audj  jtoeite, 
bejtt).  britte  SßurjeL  3n  ber  Äritfimetif  fommwt  nidfjt  blofc 
bie  genannten  Sßurjetn,  fonbern  audfj  bie  vierten,  fünften,  über* 
fjaupt  bie  n^ten  SBnrjeln  aus  &a$Un  toor.  ©o  ift  j.  85.  bie 
vierte  S33urjel  au§  81  gteidfj  3,  benn  34  =  81,  bie  3al)i  4 
bie  fünfte  SBurjel  au3  1024,  »eil  45  =  1024  unb  a  bie  fedjSte 
SBurjel  toon  a6.  9la%  §  14  brütft  bie  ©teidfjung  an  =  p  f ot 
genbe  SSejieljung  jttrifdjen  ben  ©röfcen  a,  w  unb  p  au8:  wenn 
man  bie  ©runbjaljl  a  mit  bem  @j#onenten  n  potenziert,  fo 
erhält  man  ben  Sßotenjtoert  p.  SBetradfjtet  man  nun  umgefe^rt 
bie  ßa^len  p  unb  n  atö  befannt,  fo  lann  man  fidfj  bie  grage 
vorlegen,  wie  man  bie  unbefannte  ©runbjaf)!  finbet.  3)ieje 
Aufgabe  füfjrt  uns  auf  eine  neue  SRedfjnungSart,  ba§ 
SBurjeIauSjieI)en.  SBejeidfjnet  man  bie  gefudfjte  ©runbjaf)! 
mit  x,  fo  mufc  xn=p  fein-  5Diefe  ©teidfjung,  in  welcher  p 
unb  n  natürliche  Qafyim  fcorftetten,  fjat  ftetö  nur  eine  Stuf* 
löfung,  tt>eldf)e  man  bie  n^te  SBurjet  aus  p  nennt.  Sn  Qätyn: 
%  =  Yp.  Unter  ber  w^ten  SBurjel  aus  einer  3a^  P 
t>erftef)t  man  biejenige  natürliche  8a^/  toeldfje,  mit  n 
potenziert,  bie  3^1)1  p  giebt.  $)a§  SRe<$nung3t)erfaf)ren, 
tooburd)  man  bie  SBurjel  finbet,  Reifet  SBurjelauSjie^en  ober 
SRabijieren.  Diefe  SRedfjnungSart  ift  bie  Umfeljrung  ber 
Sßotenjierung.  $)ie  Sßotenj  p  erhält  nun  ben  tarnen  SR abi^ 
!anb  unb  ber  Sßotenjesponent  toirb  jum  SBurjeleEponent. 
2)a3  &t\ü)tn,  weites  ba§  äSurjelauSgietien  anbeutet,  fjeifct 
SBurjeliei^en.  Über  ba8  SBurjeljeid^en  fe|t  man  ben 
SBurjeleEponenten,  mit  toeld&em  bie'  gegebene  3**)*  rabijiert 
werben  foll.  Seim  3tu§jief)en  ber  Duabratourjel  ift  e3 
gebräudfjtidfj,  ben  SBurjetesponenten  fortjutaffen. 
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§  19.    ®eomct?ifd)e  iBerftnnlid)ung  be$  ftttSjieljeitS  bcr 
Ouabrattourjel. 

a)  SBörbereituug.  ®ie  SBurjeln  bcr  Ctoabratjaljien  im 
3af)tenfreife  1  big  100  fiitb  aus  bcm  ©inmaleinS  geläufig. 
Äuc^  bic  Duabtatour jetn  mancher  gtoci-  unb  breiftettiger  ftotyltn 
finb  aug  ben  entfpred&enben  Aufgaben  be3  SßotenjierenS  befannt 
SBci  größeren  Qai)kn  bebarf  e3  jur  ffleftimmung  it)ter  Sßurjeln 
eines  befonbern  SiedjnungSüerfaljrenS.  2)a3  ÄuSjie^en  ber 
Duabrattourjel  ift  bie  Umleitung  beS  DuabrierenS  t>on  Sohlen, 
gaffen  ttrir  ben  gegebenen  SRabüanben  afö  3uf)alt3jaf)t  eines 
DuabrateS  auf,  jo  toerfinnlicijt  eine  ©eite  beS  CluabrateS  bie 
Sßurjet  ber  SnljaftSjaljt  unb  eS  ift  baS  ÄuSjieljen  ber  Duabrat- 
ttmrjet  nichts  anbereS,  als  bie  (Srmtttelung  ber  ßänge  einer* 
Duabratfeite.  Um  baljer  bie  ©runblage  für  befe  einjufdjtagenbe 
SSerfa^ren  ju  gewinnen,  mufc  man  fid)  bie  SSeftanbteile  eines 
jufammengefefcten  DuabrateS,  nämttdf)  beS  DuabrateS  über  ber 
Summe  jmeier  ©tredfen,  tool)l  merfen. 

9lac^  §  14,  SRedjtedfafc  2a  ift  ber  gtöd>eninl)ait  eine» 
DuabrateS  toon  24  cm  =  (20  +  4)  cm  aus  folgenben  ©tüdf  en 
jufammengefefct: 

1)  bem  Duabrate  über  20cm  =  20-20-lqcm  =  400qcm 
Stielt; 

2)  jtoei  SRedfjtecfen  mit  ber  ©runbfeite  20  cm  unb  ber 
#ölje  4  cm  =  2  •  20  •  4  qcm  3nf)alt; 

3)  bem  Duabrate  über  4  cm  —  4  •  4  qcm  Sn^alt. 
5)aS  Duabrat  einer  jmeiftettigen  ßafjl  befielt: 

1)  aus  bem  Duabrate  ber  Qt^ntt,  nämlidO  20-20  =  202; 

2)  aus  bem  boppelten  Sßrobuft  ber  Seiner  unb  Siner, 
2.(20-4); 

3)  aus  bem  Duabrate  ber  ©iner,  4  •  4  =  42. 

SSor  SSeginn  ber  SRedfjnung  jur  ©rmittelung  ber  Duabrat* 
njurjel  teilt  man  ben  SRabüanben  öon  redjtS  nad)  ttnfS  in 
Stoffen  öon  je  jtoei  ©teilen.  Um  Kar  einjufeljen,  toe^alb  bieS 
gefdE)iei|t,  beachte  man,  bafc  bie  duabrate  ber  $cfyltn  1  bis  9 
eine  ein-  ober  jtoeijifferige  Qafy  liefern  unb  nadfj  bem  ©ejimat 
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Aftern  jeber  Ziffer  ein  ©tettentoert  jufommt.  SSebeuten  bic 
3at)Icn  1  bis  9  einer,  fo  mufc  offenbar  baS  Dnabrat  berfelben 
bie  erfte  nnb  jtoeite  ©teile  ber  Duabratjal)l,  bejm.  nnr  bie 
einer  bebedfen.  Umgelegt  mufc  ber  Xeil  ber  SBurjet,  ber  bie 
Einer  bejeidjnet,  ftetS  in  ben  Q^nttn  nnb  einem  ober  in 
teueren  allein  enthalten  fein,  ©teilen  hingegen  bie  einzeiligen 
ßa^len  S^ner  *wr,  fo  liefert  baS  Dnabrat  biefer  ge^nerja^len 
enttoeber  nnr  #unberter  ober  Saufenber  unb  #unberter. 
hieraus  folgt,  bafc  bie  Qtfyritx  ber  SBnrjel  enttoeber  nnr  auf  ben 
©teilen  ber  Saufenber  unb  #unberter,  ober  in  ber  lederen  QcfyU 
orbnung  allein  ju  fudfjen  finb.  33ejeidf)nen  bie  Qa^Un  1  big  9 
§unberter,  fo  befielen  il)re  Dnabrate  enttoeber  nnr  ans  Qtfa 
taufenbem  ober  ans  #unberttaufenbem  nnb  ßefjntaufenbem. 
hieran»  ergiebt  fid),  bafc  bie  #unberter  ber  SBBurjel  in  ben 
3aljtorbnungen*ber  #unbert=  nnb  3e^taufenber  ober  in 
teuerer  Drbnnng  aDein  enthalten  fein  muffen  n.  f.  to.  2)ie 
SBnrjel  enthält  fo  triete  ©teilen,  als  ber  SRabifanb  Älaffen 
ljat.  es  ift  jebodfj  ju  beadfjten,  ba|  bie  f)ödfjfte  Älaffe  aucij 
nur  eine  Drbnnng  nmfaffen  fann.  3n  legerer  ift  aisbann 
baS  Dnabrat  ber  fjödfjften  Siangjiffer  ber  SBnrjel  enthalten. 

2)iefe  rein  aritljmetifdfje  Segrfinbnng  ber  ßinteitnng  einer 
Duabratja^t  in  Slaffen  finbet  eine  Sinologie  in  ber  Staumteljre, 
be#o.  in  ber  Einteilung  ber  glädfjenmafce.  S)en  ßafjlorbnungen 
(Stner,  Seiner,  #unberter,  Saufenber  !ann  man  beftimmte 
Benennungen  beS  metrifcfyen  ©gftemS,  tttoa  bie  Sängenmafje 
m,  dkm,  hm,  km  jur  ©eite  fietlen.  ®ie  Saf»!  5468  befielt 
au8  8  (Sinem,  6  Seinern,  4  #unbertem  nnb  5  Xaufenbem; 
5468  m  enthalten  8  m,  6  dkm,  4hm  unb  5km.  2)aS  Duabrat, 
bef Jen  Seitenlange  5468  m  beträgt,  l)at  einen  gladfjeninljalt  toon 
5468  •  5468  qm  =  29899024  qm.  2>a  nun  bie  glädfjenmafce, 
falls  leine  Abteilung  überforungen  wirb,  burd&gängig  burdf)  bie 
3al)l  100  fortfdfjreiten,  fo  lönnen  toir  biefen  Straft  audfj  burdfj 
29  qkm  +  89  qhm  +  90  qdm  +  24  qm  auSbrüdfen.  Sn  bor- 
liegenber  Duabratjaf)!  gehören  mithin  bie  beiben  erften  ©teilen 
ben  qm,  bie  folgenbe  Abteilung  ben  qdkm,  bie  britte  ben  qhm, 
bie  vierte  ben  qkm  an.  SBäre  bie  Snt)alt3aa^l  29899084 qcm, 
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fo  würbe  man  biefclbc  burd)  29  qdkin  +  89  qra  +  90  qdm 
+  84  qcm  barfteQen  föroten.  hieraus  folgt:  3ft  bcr  3nl)alt 
eines  DuabrateS  in  qcm  gegeben  unb  bie  gläc^enja^I  jwei* 
ftctlig/  fo  enthält  bie  ©eite  beS  DuabrateS  nur  cm.  #at 
bagegen  bie  Duabratjat)!  3  ober  4  ©teilen,  fo  tnufj  bie  SBurjet 
entweber  nur  dm  ober  dm  unb  cm  enthalten.  SBenn  j.  85. 
J=  4096  qcm  =  40  qdm  +  96  qcm  ift,  fo  befielt  bie  Sänge 
einer  Duabratfeite  aus  dm  unb  cm.  gälte  bie  Beiben  erften 
©teilen  ber  gtädjenjat)!  SKuQen  finb,  enthält  bie  Duabratfeite 
nur  dm.  gaffen  wir  nun  bie  Duabratjaf)ten  als  wirflidje 
SnljaltSjafilen  eines  DuabrateS  auf,  wag  ftets  ftattfjaft  ift,  fo 
leud)tet  aus  bem  ©efagten  ber  ©runb  ein,  weSljalb  üor  ber 
Sfted)nung  beS  SßurjelauSjieljenS  ber  SRabüanb  Don  redjts  nad) 
linlS  in  Älaffen  ober  Abteilungen  Don  je  jwei  ©teilen  jer* 
legt  wirb. 

b)  Aufgabe:  S)ie  Duabratwurjel  aus  5184  ju 
jieljen.  SSetradjten  wir  5184  als  eine  ben  gtädjeninfialt 
eines  DuabrateS  bejeidjnenbe  Qäfjl,  unb  jWar  als  51 84  qcm 
=  51  qdm  +  84  qcm,  fo  enthält  bie  ©eite  beS  entfpredjenben 
DuabrateS  nad)  ben  ©rörterungen  unter  a)  dm  unb  cm. 
gtgur  9,  ©eite  52  Derfinnlidje  bie  SuljaltSjaf)!  5184  qcm, 
weldje  nad)  a)  aus  bem  3nt(alte  beS  DuabrateS  über  AB, 
jwei  gleiten  aus  ben  ©treden  AB  unb  BG  gebilbeten  9ted)t* 
eden  unb  bem  Duabrate  über  BG  befielt.  5Der  Snfjalt  beS 
DuabrateS  über  ber  ©irede  AB  ftecft  in  ben  51  qdm  ber 
glädjenjal)! ;  folglid)  ift  ©eite  AB  beS  DuabrateS  gleid) 
^49  =  7  dm.  3ic^en  wir  ben  Snfjalt  bieJeS  DuabrateS, 
nämlidj  49  qdm,  Don  51  qdm  bejw.  Dom  ganjen  Snfjatt  ab, 
f o  bleiben  2  qdm  +  84  qcm  =  284  qcm  für  bie  beiben  $Red)ts 
ecfe  2ab  unb  baS  Duabrat  über  BC.  2)a  bie  Sänge  ber 
SRedjtede  befannt,  nämlidj  gleid)  ber  Duabratfeite  AB  ift,  fo 
finben  wir  bie  SSreite  BC,  inbem  wir  284  burd)  2  •  70  teilen. 
284:140  =  2  SReft  4;  mithin  ift  BC*=  2cm.  2)aS  Duabrat 
über  BG  l)at  einen  3nt)alt  Don  4  qcm.  Qki)tn  wir  lefcteren 
Don  bem  SReft  ab,  fo  bleibt  nidjts  übrig.  2)a  bie  SSeftanbteile 
eines  jufammengefefcten  DuabrateS  mit  ben  Sängen  -45=7  dm 
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unb  BG =2  cm  beim  Subtrahieren  toom  Snfjalt  be«  Duabrate$ 
feinen  SReft  übrig  laffen,  fo  ntufc  bie  Seitenlange  beSfelben 
7  dm  +  2  cm  =  72  cm  grofc  fein.  5Die  Duabratttmrjet  au& 
5184  ift  mithin  bie  3af){  72. 

3ur  SJerfinnlid^ung  be8  SBerfaljrenS  bei  fünf=  unb  nteljrs 
fteQigen  ßafjten  benufce  man  bie  gigur  ju  StedOtecffafc  3  ©eite  55 
unb  bie  bort  gegebenen  ©rörterungen. 

©efc^id&tlidje  ©emerfung.  ©djon  ber  gried&ifdje  äJlatfjemattfe» 
X^eon  Don  SHejanbria,  meldet  jur  Seit  ber  Regierung  StyeobofiuS  be& 
trogen  lebte,  lehrte  ba3  flfaSfcietjen  ber  £tuabratttmr$el  mit  geometrifdjer 
SSerftnnlidjung  be&  SBerfatjrenS  in  ber  Ijeute  üblichen  SBetfe,  nur  benufcte 
er  ftatt  ber  bejimalen  ©ejageftmal*  Stücke. 

S)a8  Äu3jiel)en  ber  öuabratnmrjefa  aus  sufatnmengejekten 
allgemeinen  8tu8brücfen  gefdfjiel)t  nadf)  ber  gormel: 

Va2  +  2ab  +  62  =  a  +  6. 
$)emt  ba  ba8  Duabrat  be8  S3inom8  a  +  6  at8  SKortn  für  bie 
SSilbung  ber  Ouabrate  aller  tneljrgfieberigen  8lu8brüdfe  bienen 
lann  (§  16  3/3  u.  f.  f.),  fo  fann  bie  SRabijierung,  ate  bie  Um* 
feljrung  be8  SßotenjierenS;  audfj  allgemein  nadf)  toorftefjenber 
dorntet  ausgeführt  toerben. 

Anfänger  begeben  tjäuftg  ben  Setter,  jebeS  ®Ueb  eines  jufammen- 
gefegten  SRabifanben  ju  rabi&ieren,  5.  83.  $u  rennen: 


)/16  +  9  =  4  +  3  =  7;        yV  +  &2  =  a  +  6; 

Va*  +  bs  =  a  +  b. 

2>tefe  ©leidjungen  finb  unridjtig,  §ier  entfielt  nftmtidj  burd)  potenzieren 
ber  äBurjeln  mit  bem  ©jponenten  nidjt  ber  Stabil  anb. 

§  20.    Wein  aritljitietifdje  ©credjnung  ber  OuabtatttmrjeL 

©arfteöung  be3  $Red(jnung8derfaf)ren8: 

1/5IJ84  =  70  =  a 
a2=702  =    4900 
2a  =  140  -^-      2  84  =    2  =  b 
2ab  =  140  •  2  =      280 

4 
&2  =  2*  =  4 

0. 
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erläuterung  be$  rein  arittjmetifdjen  SBerfafjrenS: 
$ie  Duabratjaf)!  5184  befielt  aus  jwei  Älaffen;  folglich  cnfe 
l)ält  bic  SBur jcl  jtoci  ©teilen.  Suerft  ift  Don  bcr  Duabratjal)! 
baä  Duabrat  bcr  ßcfjner  ju  fubtrafjieren.  2)a  biefeS  Sßrobuft 
nur  bic  $unberter  Bcjto.  bie  $imberter  unb  Xaufenber  beS 
DuabrateS  befe|t,  fo  mufc  baSfelbc  in  ben  51  £unbertern  enfc 
galten  fein.  SBir  erhalten  bic  %nyxfy  ßeljner  bcr  SDSurjel, 
inbem  wir  bic  größte  ganjc  Qafyl  jucken,  beren  Duabrat  in  51 
^unbertern  fteeft.  2)ie  gefudjten  3^*  fwb  offenbar  a  =  7. 
£)urd>  ©ubtraltion  bc§  Seiner*  DuabrateS,  nämlid)  4900  Don 
5100,  bleiben  2  ©unberter  als  Sfteft.  £)a  ber  jweite  SBeftanb* 
teil  ber  Duabratjat)!,  2  x  Qtfyxm  x  einer,  in  ben  Seinern 
bery  Duabratjat)t  fteeft,  fo  toerwanbeln  wir  bie  2  $unberter  in 
Seiner  unb  fügen  bit  8  &ti)nuc  ber  jtDcitett  klaffe  Ijinju.  Um 
bic  @iner  ber  Sßurjel  ju  erhalten,  bitribieren  wir  2a  =  2x1 
ßefjner  in  28  ße^tter.  2)cr  gefudjte  Duotient  liefert  2  einer. 
9laä)  ©ubtraltion  öon  2  x  7  Seiner  x  2  =  28  Sefjner  üon 
28  ge^nern  bleibt  0  übrig.  9hm  nehmen  wir  bie  4  einer 
herunter.  SSon  biefen  baS  Duabrat  ber  einer  fubtrafjiert,  liefert 
ben  SReft  SRulI.  5Da  burdj  ©ubtraltion  ber  SBeftanbtetle  beS 
»uSbrucfe  (70  +  2)2  öon  ber  Duabratjaljl  5184  ber  SReft  0 
entfielt,  fo  ift  ]/5l84  =  72. 

ßftfct  man  bic  ben  SRang  ber  giffem  beseidjnenben  SRuQen 
weg  unb  jie^t  toor  ©ubtraltion  eines  SSeftanbteileS  ftets  nur 
eine  ßiffer  herunter,  fo  erfdjeint  bie  SRec^nung  in  folgenber 
türjerer  gorm: 


a+b 

V5184  =  72 
a2  =  72=    49_ 
2a  =  14  -7-      28 
2afc  =  14  .  2  =      28_ 

4 

62  =  22  =  4 


2Bie  in  §  16  geometrifdj  unb  aritfjmetifdj  erläutert  worben 
ift,  lann  bic  gormet  für  baS  Duabrieren  eines  SSinomS  a  +  b 
als  SRid)tfdjnur  für  bie  SSilbung  ber  Duabrate  aller  me^r* 
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<jliebrigen  9lu§brü<fe  bicncn.   ®3  ift  j.  85.,  toenn  nrir  bte  &dßtt 
bcr  3a*)*  245  mit  a  unb  bie  ©iner  mit  b  bejetdjnen: 
2452  =  (240  +  5)2  =  2402  +  2  .  240  -  5  +  52  =  60025. 
Sßenn  baljer  in  einer  beliebigen  meljrftelligen  SBurjel  bie 
(Siner  burd)  b  unb  bie  übrigen  ©teilen  mit  a  bejetd^net  werben, 
fo  befielt  bie  öuabratjaljl  au3  folgenben  ©tücfen: 

1)  bem  Quabrate  be8  erften  Seite», 

2)  bem  boppelten  Sßrobuft  beS  erften  unb  feiten 
Seile«; 

3)  bem  Cluabrate  be8  jnmten  Seile«. 

3)a  nun  bie  3lu§  jiefyung  ber  Quabrattourjel  bie  Umfefyrung 
be£  QuabrierenS  ift,  fo  muft  bie  gormel: 

Yo?  +  2ab  +  62  =  a  +  b 
aud)  auf  foldje  Duabratjaljlen  amoenbbar  fein,  beren  Sßurjetn 
mefyr  als  jtoei  ©teilen  enthalten,    ©o  ift  j.  83.: 

1/60025  =  V24Ö2  +  2  -  240  •  5  +  52  =  240  +  5. 

$at  man  ba^er  burdj  9tedptung  nrie  öorljüt  jtoei  ©teilen 
ber  SBurjel  gefunben,  fo  betraute  man  biefe  als  erften  Seil  a 
unb  beftimme  atöbann  ben  folgenben  Seil  V  u.  f.  f. 

SSeifpiel:  , a+b 

]r  ^614656  =  7  8  4 

2a  =  14  -f-     124 
2ab  =  14  •  8  =     112_ 
126 

l*  _  82  =  JJ£ 

2a'=2-78-f-         625 
2a'6  =  2  •  78  •  4  =         624_ 

16 
&'*  =  42  =  iß 

5lu8ätc^ctt  ber  Äubütourjcl. 

§  21.    Segriff  ber  Äubifmurjel. 

ßufolge  ber  in  §  14  gegebenen  ©rflärung  nennt  man  bie 
bei  SBeredjnung  be£  5?ör:pertnf)alte§  etne§  SBürfelS  entftefyenbe 
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Saljt  XBttrfeU  ober  ßubifjaf)!  ober  furjtoeg  ßubu*.  3ft 
nun  ber  Snljatt  eines  SBürfete  gegeben,  fo  fann  man  bie  grage 
fteflen,  tote  grofe  bie  Äantenlänge  bicfcS  SßürfelS  fei.  Die 
SBeanttoortung  btefer  Sra9e  fftttt  mit  ber  Aufgabe  jufammen, 
au£  ber  ßubtfjaljl  biejemge  ßaljt  ju  beregnen,  beren  Subu8 
ber  gegebenen  SBürfeljaljl  gteid)  ift.  Die  gefudjte  $afy,  toeldje 
breimal  als  gaftor  ju  fefcen  ift,  bannt  aus  biefem  Sßrobuft  bk 
Subtfjaf)!  entfielt,  fjeifet  Äubiftourjet  ber  gegebenen  ßaljl, 
unb  baS  9ted)nung3öerfaf)ren,  toqburdj  bie  Subtftourjel  gefunben 
toirb,  nennt  man  „SluSjieljen  ber  ßubiftourjet".  ©o  ift 
3.  58.  bie  Shtbtftourjel  au«  216  bie  3aljl  6,  toeil  68  =  216 
ift.  Um  ausbeuten,  baft  aus  einer  ßaljt  bie  Shtbif*  ober  britte 
Sßurjel  gejogen  toerben  fofl,  fefct  man  über  ben  SRabifanben 
btö  2Burjeljetd)en  mit  bem  Sßurjelejponenten  3,  unb  fcfjretbt 
j.  58.  >/2T6  =  6.  —  Hu«  ber  Sejteljung  jtoifdjen  SBürfel  unb 
2Bürfeljaf)l  unb  Äante  unb  Äubifnmrjel  geljt  f)eröor,  ba%  bie 
Äubifjaljl  unb  if)re  Äubtfnmrjel  burd)  einen  SBürfel  unb  feine 
Äantenlänge,  bejto.  bie  ©eite  eines  ber  gleiten  öuabrate, 
toeld)e  ben  SDSürfcI  begrenjen,  öerftnnlidjt  toirb. 


§  22.    ®efe$e  ber  ÄuWerung  unb  Hjm  ttmfeljrung,  beS 
ÄuSjtcljettS  ber  ÄuMfmurjel. 

Die  Shtbiftourjeln,  toeldje  etnfteßtge  3a^en  fw*/  unb  ifjre 
entfpred&enben  ®ubtfjaf)len  finb  aus  folgenber  Darfteilung  er* 
fidjtlicf).  gur  89ered)nung  oon  jtoei*  unb  meljrftefligen  Äubifc 
tourjeln  ift  bie  fefte  ©inprägung  biefer  Xabefle  unerläfcltd). 


Shtbif  tourjeln: 
Äubifjaljten: 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

1 

8 

27 

64 

125 

216 

343 

512 

729 

SluS  biefer  Darfteßung  ergiebt  \xä)  buref)  Umfeljrung 

Folgerung  1:  Die  Äubif  tourjeln  aller  ein-,  jtoet* 
unb  breiftelligen  Sagten  finb  einftellig,  b.  Ij.  bie 
SBurjel  enthält  nur  @iner. 
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76  ©tficr  Wd&nUt.    2)ie  naturalen  3*$tet. 

SSebeuten  bte  ©inljciten  ber  3a¥en  1  W*  9  8*1)  n  er,  fo 
ermatten  bie  jugeprigen  Shtbif  jaulen  brei  SRuHen: 

108  =  1000,    208  =  8000, 908  =  729000. 

Folgerung  2:  2)ie  Äubtftourjeln  aller  trier*  bis 
fedfjsftelligen  8a^K  finb  jtoeiftelltg,  b.  lj.  bie  SBurjel 
befteljt  enttoeber  nur  aus  3^*^™  ober  aus  Qtfyntm 
unb  ©tnern. 

©teilen  bie  ©inljetten  ber  einzeiligen  Rafften  ^unberter 
öor,  fo  erljält  jebe  ber  $ubtfjal)len  ber  XabeHe  rechts  fed)S 
SRulIen  angehängt: 

1003  =  1000000,    2003  =  8000000, 

9008  —  729000000. 

Folgerung  3:  Stile  fiebert*  bis  neunftelligen  Äubif* 
jaulen  fjaben  bretftelttge  Äubtftourjetn. 

Die  in  biefen  Folgerungen  bargelegten  Sßaljrfietten  finb 
ber  ©runb,  toeSljalb  man  öor  SSeginn  ber  SRedjnung  beS  $ubif* 
ttJurjetStuSjie^enS  bie  ®ubifjat(l  öon  recfjtS  nadf)  linfS  in  91b- 
teilungen  ober  klaffen  öon  je  brei  ©teilen  teilt.  Sei  biefer 
©inteilung  fann  felbftöerftänblicf)  bie  t)öcf)fte  Ätaffe  audf)  nur 
8*0 ei  3iffeni  ober  eine  ©teile  enthalten. 

gaffen  toir  bie  gegebene  3<*f)l,  äu*  toetdfjer  bie  Äubiftourjet 
gebogen  »erben  foß,  afe  ttrirflielje  3nf>altSjat(l  eine«  SBürfetö 
auf,  fo  Wunen  toir  bie  ©inteilung  ber  Subif  jafjt  in  breijifferige 
Älaffen  burdj  bie  (Süttetfung  ber  Äörpermafte  begrfinben.  3)er 
Äörperinfjalt  eines  SBürfelS  oon  9  cm  Santenlänge  beträgt 
729  ebem.  §terauS  folgt  umgefefjrt:  ®ntf)ält  bie  3nl)altS= 
jaljl  nur  ebem,  fo  Ijat  bie  ßante  beS  Sßü^etS  nur  cm. 
Sft  bie  ßante  beS  «BärfelS  24  cm  =  2  dm  +  4  cm  lang,  fo 
ift  fein  Äötperinljalt  13824cbcm.  2)a  nun  je  jtoei  aufeinanber 
fotgenbe  Abteilungen  ber  Äötperutafee  fonfequent  buref)  bie  ßafjl 
1000  fortf freiten,  fo  fann  man  13824  ebem  audf)  burdj 
13  ebdm  +  824  ebem  auSbrüdEen.  Um!  eljrung :  83eftef)t 
eine  ßubtfjat)!  aus  jtoei  Abteilungen,  ebdm  unb  ebem, 
fo  enthält  bie  SBürfelfante  dm  unb  cm.  3)er  3nt)alt 
eines  ÄubuS  öon  234 cm  =  2m  +  3d  +  4cm  Äantenlängc 
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§  22.    ©efefce  ber  Shibterung  unb  tffter  Umfc^rung.  77 

Beträgt  12812904  ebem  —  12cbm  +  812cbdm  +  204cbcm. 
Umleitung:  Äann  man  bie  Sßürfeljaljl  burd)  brei  8tb* 
iettungen,  cbm,  ebdm  unb  ebem  barftellen,  fo  befteljt 
bic  Santenlänge  be3  SBürfelS  aus  m,  dm  unb  cm. 

An  einem  jum  ßtoeefe  bet  Selefjrung  angefertigten  jerlegs 
baren  Sßfirfet  t>on  18  cm  =  (10  +  8)  cm  ßantenlänge  fann 
man  folgenbe  Seftanbteile  btefeS  ÄörperS  jur  Slnfdjauung 
bringen: 

1)  einen  SBfirfel,  beffen  Äante  10  cm  lang  ift.  2>er  Äubifc 
intyalt  biefeä  SBürfelg  betragt  103  ebem  =  1000  ebem ; 

2)  brei  fongruente  SßriSmen;  jebeS  SßriSma  Ijat  eine  qua* 
bratifd)e  ©runbpdje  öon  10  cm  (Seitenlange  unb  feine  §öl)e 
beträgt  8  cm.  Der  ©efamttnljalt  biefer  SßriSmen  ift  3-  102-8cbcm 
=  2400  ebem; 

3)  brei  fongruente  Sßrtömen,  jebeS  Sßrtöma  twn  8-8  qcm 
©runbffädje  unb  10  cm  $ölje.  SDer  ©efamtinfjalt  biefer  brei 
Sßrtemen  ift  3  •  10  •  82cbcm  —  1920  ebem; 

4)  einen  SBürfel  t>on  8  cm  Äantenlänge;  fein  Sufjalt  ift 
83  ebem  =  512  ebem. 

SRit^in  ift  ber  «ubifüttjait  be«  gangen  SBürfel« 

18  •  18  •  18  ebem  =  5832  ebem. 
Segt  man  ber  SRedjnung  jur  93ilbung  beS  ÄubuS  eine» 
83inom§  bie  §  16,  9  entmidelte  gormel: 

(a  +  b)9  =  a3  +  3a26  +  3a&2  +  &3 

jugrunbe  unb  fefct  a  =  1  fttfyntx,  6  =  8  ©inern,  fo  ift: 

a8  =  108  =  bem  Äubu§  ber  ßefyner. 
3a26  =  3  •  102  •  8  =  3  x  duabrat  ber  3eljner  x  @iner. 
3a62  =  3  •  10  •  82  —  3  x  Seiner  x  Duabrat  ber  @iner. 
&s  =  83  =  bem  SubuS  ber  einer. 

S)ie  Seftanbteile  redjtö  öom  @leidjf>eitjeid)en  finb  alfo  ber 
SluSbrucf  be3  befonbern  ©efe|e3,  toeldjeä  bei  Silbung  beS  ®ubu$ 
jtoeifteHiger  befabtfdjer  ßafjlen  ju  befolgen  ift.  3)er  Äubuä 
ber  ße^ner  liefert  Saufenber,  b.  1).  btefeä  Sßrobuft  befe|t  bie 
niebrigften  ©teilen  ber-  Äubtfjal)!   mit  Nullen.     Der  jtoeite 
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78  ®rftcr  8bfd)mtt.    S)ic  naturalen  Scalen. 

SBcftanbtctl  giebt  §unberter  jum  Sßrobuft,  b.  §.  bie  Slangs 
orbnungen  bcr  ©iner  unb  3^**  fab  mit  SRußen  bcfefet- 
3)a§  brittc  ©tüd  liefert  ein  Sßrobuft  auä  ß^^ern,  e3  befefct 
alfo  bie  niebrigfte  3a!jlorbnung  (©iner)  mit  einer  SRuß.  ©nb* 
ticty  ber  öierte  Seftanbteil  ber  Äubif  jal)l,  ber  ÄubuS  ber  ©iner, 
bebecft  toemgftenS  in  jebem  gatte  bie  ©iner.  S)ie  Shibuä  t>on 
3  ©inern  unb  4  ©inern  befefcen  bie  Orbnungen  ber  &tißtc 
unb  ©iner  unb  bie  brüten  ^otenjen  ber  ©iner  5  big  9  bebecfen 
bie  niebrigfte  klaffe  ber  SBurfeljaf}!,  toie  bie  XabtUt  jeigt. 

SKadj  ben  öorljergegangenen  ©rörterungen  ift  ber  Subif* 
inljatt  eineö  SBürfeU  öon  25  cm  =  (20  +  5)  cm  Äantenlänge: 

(20  +  5)3cbcm 
=  (208  +  3  •  202  •  5  +  3  •  20  •  52  +  58)  cbcm  =  15625  cbcm 

ober  in  rein  aritf(mettfcf)em  ©inne: 

(20  +  5)8  =  203  +  3  -  202  •  5  +  3  .  20  •  52  +  5*  —  15625 . 

2)a  nun  btö  3lu3jiel)en  ber  Äubitourjel  bie  Umfeljrung 
ber  Operation  be8  ÄubierenS  ift,  fo  mu|: 


V203  +  3  .  202  •  5  +  3  •  20  .  5*  +  53  =  20  +  5 
ober  aßgemein: 


/a»  +  3a26  +  3a62  +  b*  =  a  +  b 

fein.  Unb  tote  bei  Silbung  beä  ÄubuS  ber  Summe  jtoeier 
natürlichen  RofyUn  bie  SluSbrücfe  unter  bem  SBurjelseic^en 
abbiert  toerben,  bejto.  bie  (Summe  biefer  Seite  in  einer  Sfrtbü* 
ja!jl  enthalten  ift,  fo  mufe  man  umgefefyrt  bei  Seredjnung  ber 
Äubifmurjel  biefelbe.n  Seftanbteile  bilben  unb  fte  in  berfelben 
Drbnung  öon  ber  2ßürfeljaf)l  fubtraljteren.  S3(etbt  nadj 
biefer  ©ubtraftion  lein  SReft,  fo  finb  bie  erhaltenen  ©ummanben 
a  +  b  bie  richtige  ftubiftourjel  ber  gegebenen  Subifja^L 

§  23.    KuSjieljett  ber  ihtbtfttmtjel  mittete  geometrifdjer 
JtBerfUtnHdjung. 
«ufgaie:  2tu8  bem  ÄubuS  46656  bie  Subiftourset 
ju  jie^en. 
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§  23.  $lug&te1)en  ber  Äubifwutjet  mittels  geometrifd&er  Stefimtttdjuttö.    79 

Äuflöfung:  2Btr  betrauten  bic  gegebene  abftrafte  Qaf)l 
als  SnfjaltSjaljl  eines  SßürfelS  unb  jtoar  als  46656  ebem. 
S)a  ttrir  biefe  SnljattSjaljl  burdj  jtoei  Abteilungen  ber  Äötper* 
mafce,  nämüdj  burdj  46  ebdm  +  656  cbcni,  barfteöen  fönnen, 
fo  enthält  bie  gefugte  Äantenlänge  beS  SßürfelS  dm  unb  cm. 
SSon  beut  3nt)alt  beS  ÄubuS  muffen  mir  nadj  §  22  juerft  ben 
Snljatt  beS  SßürfelS  fubtrafjteren,  ber  jur  Sante  bie  gefugte 
Slnjaf)l  dm  Ijat,  alfo  a8  ebdm.  Da  ber  ÄubuS  ber  3a^  ar 
toeldje  burdj  bie  Sßürfelfante  toerftnnltdjt  ttrirb,  in  46  ebdm 
ftedt,  fo  mufe  berfelbe  ber  uäd^ft  Heinern  Sßürfeljaljl  27  gleidj 
fein.  Die  Äantenlänge  biefeS  SßürfelS  beträgt  alfo  a  =  3dm, 
meiere  ben  erften  Seil  ber  Subiftourjel  bilben.  SRadj  ©ub= 
traftion  öon  27  ebdm  öom  ganjen  Snfjalt  bleiben  nod) 
19cbdm  +  656cbcm  =  19656cbcm.  3n  biefem  SReft  finb 
junadjft  enthalten  bie  Snfjalte  öon  brei  SßrtSmen  mit  3a26cbcm. 
Sin  ©teile  biefer  brei  SßriSmen  formen  wir  ein  SßriSma  fe|en, 
beffen  ©runbfläd)e  burdj  3  a2  unb  beffen  §öf)e  mit  b  bejeidjnet 
toirb.  9hm  finbet  man  bie  $öf)e  eines  SßriSmaS,  loenn  man 
bie  abftraften  3nljaltSjaf(len  Don  Körper  unb  ©runbftädje  burdj 
einanber  biüibiert.    S)ie  gefugte  §öf(e  b  betragt  alfo: 

19656  :  3  •  302  =  19656  :  2700  =  6  (cm). 

2)a  nun  ber  Seit  ber  SBürfelfante,  ber  bie  gefudjte  9lnjal)l  cm 
ober  ben  jtoeiten  Seil  ber  Sßurjel  enthalt,  bie  $öt)e  b  beS 
SßriSmaS  ift,  fo  muft  ber  anbere  ßantenteil  beS  gegebenen 
SßürfelS  6  cm  lang  fein.  Subtrahieren  nur  ben  3nl)alt  beS 
SßriSmaS,  namlidj  3a26cbcm  =  16200 ebem  öon  19656cbcm, 
fo  bleiben  3456  ebem.  $iert>on  ift  nun  ber  gn^alt  öon  brei 
^riSmen  mit  3at2cbcm  =  3  •  30  •  62cbcm  =  3240  ebem  ab* 
}ujtef(en,  tooburdj  ein  Steft  öon  216  ebem  entfteljt.  Unb  toenn 
nrir  öon  biefer  3<ri)l  ben  ÄubuS  öon  6  cm  ßantenlänge,  nämlidj 
216cbcm,  fubtraljieren,  fo  bleibt  SRulI  übrig,  woraus  ttrir 
f stießen,  bafc  bie  Santenlange  eines  SßürfelS  öon  46656  ebem 
Snfjalt  6  dm  +  6  cm  =  36  cm  lang  fein  mufe.    SJiitijin  ift: 


>/46656  =  36. 
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80  Grfter  Ebfdjmtt.    $te  ttatürlt^cn  ga^eit. 

§  24.    »ritt  arit^mriif^eS  »erfaßten  beim  «ttSjie^rn  bcr 
Äubiftourjel. 

Darfteßung  be3  9ted)nung3öerfaf)ren3: 


a*  =  308  = 

^46656  — 
27000 

30  = 

a 

3a2 

3a2  =»  2700  -=- 
6  =  2700  •  6  = 

19656  — 
16200 

6  = 

b 

3a&2 

=  3  •  30  •  62  = 
&»  =  68  = 

3456 

3240 

216 

216 

Stritfjmettfdje  Erläuterung  bicfcr  Sftedjnung.  2>a 
bic  Äubtfjaljl  aus  jtoei  ^Abteilungen  befteljt,  fo  ift  bie  Subif* 
ttMrjet  eine  jtneifteHige  ftotyL  ßunäcfift  ift  öon  ber  Jhtbif  jaf)t 
ber  ÄubuS  ber  Qttyxtz  ju  fubtrat(ieren.  Derselbe  fteeft  nad) 
t>tm  öorigen  Barographen  in  btn  (46)  Xaufenbern  unb  muft 
27  laufenber  betragen.  S)ie  2lnjaf)l  ber  Rtyntc  ber  äBurjet 
ift  alfo  gleid)  j/27  —  3.  SKadj  ©ubtraftion  be3  3^^er!ubu8 
Don  46  Xaujenbern  bleiben  nodj  19  Xaufenber.  SRun  muft 
btö  breifad^e  Sßrobuft  aus  bem  Duabrate  ber  Sfyntx 
unb  ben  ©inern  fubtraljiert  tnerben.  Da  biefeS  Sßrobuft  in 
ben  ^unbertern  be3  Äubuä  enthalten  ift,  fo  öertoanbeln  nur 
ben  Steft  (19  laufenber)  in  $unberter  unb  abbieren  bie 
6  $unberter  ber  folgenben  klaffe  Ijinju.  SMe  gefugten  @iner 
erhält  man,  tnenn  man  196  $unberter  burdj  ba3  breifadje 
Cluabrat  ber  Seiner,  alfo  burdj  27  $unberter  biöibiert.  3)er 
itoeite  Seil  ber  SBurjel  beträgt  alfo  196  :  27  =  6.  2>aS  ab= 
jujie^enbe  Sßrobuft  Reifet  aljo  6  x  27  §unberter  =  162  $un* 
berter.  2)urdj  ©ubtraltion  beSfelben  bleiben  34  §unberter 
übrig.  S)a  ber  britte  Seftanbteil  eine»  ShtbuS,  3  x  3e^ner 
x  Duabrat  ber  ©iner,  ein  Sßrobuft  au§  ße^nern  bilbet,  fo 
brfiden  toir  ben  SReft  in  ßelpiern  au8  unb  fügen  bie  ße^tter 
ber  Subifja^l  Ijinju,  baS  giebt  345  Qttyxtx.  £ieröon  3  •  3  •  62 
£et|ner  —  324  Seiner  fubtraljiert,  bleiben  21  Seiner,  ©djliefclid* 
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§  24.  Stein  atttijmetifdje*  Serfatjren  beim  Aushelfen  ber  Äubilnmr§et    81 

ift  nod)  ber  ÄubuS  bcr  @iner,  nämttd)  63  —  216,  abjujieljen, 
tooburdj  bic  SRed&nung  aufgebt 

SBentt  ntan  bie  ben  3tang  ber  Siffc™  bejeidjnenben  Stullen 
tDegtä^t  unb  öor  ber  ©ubtraftion  eine«  SBeftanbteüeS  beS  JJubuS 
jebeSmal  nur  eine  3iffa  ber  Ätaffe  jum  Stefte  „tjerrnttermmmt", 
fo  ergiebt  fid)  fotgenbe  fürjere  Starfteßung: 


1/461656  = 

=  36 

os  = 

27 

3a8 

=3 

27  -f- 

196 

3a26  = 

27 

•6  = 

162 
345 

6*  =  3 

•3- 

68  = 

324 

216 
js  =  6»  =         216 

Sufolge  §  16  famt  ber  ÄubuS  einer  jtoeiteüigen  Summe 
a  +  b  als  Sßegtoeifer  für  bie  Silbung  ber  Äuben  aller  tne^r^ 
gliebrigen  ÄuSbrüde  fein,    ©o  ift  }.  33.: 
3453  =  (340  +  5)3 
—  3403  +  3  •  3402  •  5  +  3  •  340  •  52  +  53. 

3erlegt  man  bafjer  irgenb  eine  meljrftelltge  natürliche  ftaty 

in  jtoei  Seile  unb  bejeidjnet  bie  ©iner  mit  b,  alle  übrigen  Qaf)U 

orbnungen,  alfo  n  —  1  ©teöen  mit  a,  fo  wirb  bog  in  §  16  für 

eine  jtoeitetfige  Summe  entroidelte  ®efefc  allgemein  fo  lauten: 

©er  ÄubuS  irgenb  einer  Summe  befielt: 

1)  aus  bem  ÄubuS  beS  erften  Seileg; 

2)  aus  bem  Dreifachen  beS  DuabrateS  beS  erften 
Seiles  multiplijiert  mit  bem  jtoeiten  Seile; 

3)  au»  bem  bretfad&en  Sßrobuft  beS  erften  Seiles 
mit  bem  Duabrate  beS  jtoetten  SeileS; 

4)  aus  bem  ÄubuS  beS  jtoeiten  SeiteS. 
Die  formet: 

l/ a3  +  3a26  +  Sab2  +  63  =  a  +  b 

fann  bafyer  burdjgängig  beim  SluSjie^en  ber  ßubifttmrjet  jur 
9ttdjtfd)nur  bienen.    äflan  beregne  junädjft'  toic  toorfim  jtoet 

@$üller,  «tit^metil  6 
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82  (Srfter  Bbfd&ntrt.    S)ie  naturalen  fia^ten. 

©teßen  ber  SBurjel,  bann  fe^e  man  biefe  afö  crftcn  Icit  a' 
an  unb  beftimme  ben  folgenben  Seit  V,  u.  \.  .tt>.,  j.  83.: 

©, a+b  +  c 

yT^173|512  =  258 
o»  =  28=    _8_  V7 

3as  —  12  -f-      91 
3a»J  —  12  •  5  —      60_ 
317 
3a&»  =  3  •  2  •  5»  =       150_ 
1673 
&s  =  5»  =         125 

3«'»  =  1875  -:-       15485 
Sa'*b'  —  1875  •  8  =       15000 

4851 
3o'6'2=3-25-8»=  4800 

512 
i'«  —  88  =  512 

tt 

©efdjidjtUd&e  S3emertungen.  $er  Sßtytljagoreer  9Mtomad&u8 
öon@erafa  (ettoa  100  n.  (£fjr.)  bilbete  bte  Äubtf  jagten  burdf>  ©ummterung 
aufeinanberfolgenber  ungeraben  Sagten.  @r  faßt:  „$ie  erfte  Äubif^a^I 
ift  gfetdf)  ber  crftcn  ungeraben  gaty,  bie  jtoette  gleich  ber  ©utnme  bei 
beiben  folgenben,  bie  brüte  entfielt  buret)  ^bbttion  ber  brei  folgenben 
ungeraben  flauen",  tote  folgenbe  StorfteHung  $eigt: 

l  =  l8  =    1 
3  +    5  =  28  =    8 
74.    9  +  11  =*  38  =  27 
13  +  15  +  17  +  1»  =  ±3  —  6*     u.  f.  to. 
3)er3nber  §trr;abl}atta(476n.(£fjr.)bebiente  fid&  auerjt ber  gormein: 
(a  +  &),  =  a*  +  2a&  +  &8    unb    (a  +  &)8«a8  +  3a2fc  +  3a&*  +  fc8 
jur  83ered&nung  ber  Ouabrat*  bejtt).  ber  ftubifnmr$el.    ($r  forid&t  au8* 
brücflttit)  öon  ber  Einteilung  be3  föabifanben  in  §toci=  bejto.  breipettige 
&bf Quitte  bor  SfoSfttljruttg  ber  SRedjnung.    „3Bur$el  überhaupt,  aud&  in 
ber  S3ebeutung  ber  SBurjel  einer  Sßflanje,  Reifet  müla  ober  pada;  varga 
bebeutet  eine  föeüje  gleidjer  ©egenftänbe,  bann  ein  Ouabrat  int  geometrt* 
fd)en  tote  int  aritljmetifdjen  ©irnte  beS  SBorteS;  ghana  be^eid^net  einen 
Körper.  $urdf)  Sujommenfe^ung  biefer  SluSbrüde  gewann  man  bie  Tanten 
varga  müla,  b.  i.  Ouabratttmrjel  unb  ghana  müla,  b.  i.  ®ubiftour$el."*) 

*)  ©antor,  „SSorlefungen  über  ©efd&id&te  ber  2Äatljematit",  l.Sanb. 
©olebroofe,  Ärtttjmettt  unb  Algebra  be3  SBratjmegupta  unb  S3fjä3cara. 
ßonbon  1817. 
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§  25.    Setycjäfre  über  ba£  ?Re$tteit  mit  SBurjeln.  83 

2)  ßeljtfftfce  übet  ba§  föed&nen  mit  SSurjeln. 
§  25. 
Sflad^  §  18  nennt  man  bcn  aus  ber  ©leidjung  zw  =  p 
für  #  fid)  ergebenben  2Bert,  nämlid)  bie  ftatyi  Vpf  ein*  SBurjet. 
Deutet  man  nämttd)  bic  SRabijierung  einer  3^t  bloft  an,  otyne 
bie  SBeredjnung  ber  nrirfftdjen  SBurjet  auszuführen  ober  betoert 
fteßigen  ju  fönnen,  fo  nennt  man  btn  ÄuSbrudE  einen  Sßurjet* 
auSbrudE  ober  eine  SBurjetgröfte.  ©er  Sfasbrucf  yjp  ift  bafjer 
bie  allgemeine  gorm  einer  SBurjetgröfee.  SBurjetn  mit  gleichem 
SBurjelejponenten  Ijeifeen  gleichartige.  SEBic  bereits  bemerft,  foß 
bie  SQSurjel  Yp  eine  natürliche  3°^  bejeidfjnen.  Da  man  aus 
einer  einfachen  allgemeinen  3a!)l  P  w$t  toic  bei  beftimmten 
Sagten  bie  ttrirflid&e  Sßurjel  beregnen  fann,  fo  ift  es  nötig, 
bie  ©efefce  ju  f  ernten,  natf)  toeldfjen  mit  ßa^tformen  öon  ber 
Art  yi>  geregnet  »erben  muft.  —  Die  Operationen  ber  erften 
©tufe  fönnen  nur  an  SBurjeln  mit  gleichem  Sftabifanben  unb 
gleichem  SBurjetejponenten  ooßjogen  »erben. 

§  26.    Sie  ©runbgcj^c  über  föurjeln. 

©emüfc  ber  Definition  ber  SBurjel  (§  18)  fagt  bie  aus 
ber  ©runbgleidjung  xn  =  p  abgeleitete  ©letdjung  x  =  yjp 
nichts  anbereS,  als  bafe: 

Definitionsformel  I.     Yjp  =  p\ 

benn  bie  SBurjel  p  mit  ber  3^1  *  potenjtert  liefert  ben 
tRabifanben  pn.    gerner  mufc  audfj: 


DefinitionSformel  II.      [yp)  =  p 

fein,  benn  ber  SluSbrudE  y^  bebeutet  biejenige  3^1/  bie  burd) 
tßotenjierung  mit  n  bie  Sßotenj  p  giebt.  SluS  formet  II  er- 
$iebt  fidf)  feljr  ftar,  bafe  Sßotenjieren  unb  Stabileren  intoerfe 
SRecijnungSarten  finb,  bie  mit  berjelben  3a^  fcoüjogen,  ftd) 
flegenfeitig  aufgeben. 

6* 


Digitized  by 


Google 


84  (Srfter  ttbfömtt.    S)ie  natfitfid&en  Salden. 

Setfpiele: 

III.  gormel:        YcF  =  w'f/a^rc  =  "'j/afi7'0 . 

®efc$  bet  ©ertfeftanbifllcit  rittet  flButjrl:  Der  SBert 
einer  SBurjel  bleibt  ungeänbert,  toenn  man  äBurjet- 
unb  Sßotenjejponenten  mit  berfelben  3al)l  multipti  jtert 
ober  beibe  burd)  biefelbe  $a$l  biötbtert. 

SlUe  SBetoeife  für  bie  9ftid)tigfeit  ber  gormein,  toetdje  ßefjr* 
fä|e  über  Sßurjeln  ausbrücfen,  toerben  auf  ®runb  ber  Definition 
einer  SBurjel  geführt,  man  jeigt,  bafc  bie  SBur jetgröfce  mit  bem 
SBurjetejponenten  potenziert  ben  SRabifanben  giebt. 

Um  alfo  bie  SRidjttgfett  ber  formet  III  ju  betoeifen,  jetgen 
mir  erftenS,  bafe  bie  SBurjel  y^  mit  bem  SBurjetejponenten 
n  >  c  potenziert  ben  SRabifanben  am'°  liefert.    SS  ift: 

gemäfj  §  17  ßefyrfafc  9.  SRadj  gönnet  II  fann  man  für  ben 
$(u8bru<l  redete  ben  fürjeren  (am)°  fefcen  unb  biefer  ift  gemäfj 
§  17,  8  gteidfj  bem  Stabifanben  amc.  —  Die  SRidjtigfeit  be3 
jtoeiten  SetfeS  öorfte^enben  ßeljrfafceS  folgt  au&  ber  benriefenen 

gormet   n'i/am'c  —  i/ä*. 

ßeljrftrt?:  ©leidfjeg  burd)  gleiche  galten  rabijiert, 
giebt  ©leidf)e3. 

§  27. 

SSeifpiele: 

1/16  •  25  =  ]/i6  •  ]/25  —  4  •  5; 
^27^64  =  ^/27.^64  =  3.4. 

I.  formet:        y'afc  =  }/ä-Yb. 

1)  ßeljrfa^:  ©in  Sßrobuft  nrirb  burdf)  eine  ga^l 
rabijiert,  inbem  man  jcben  gaftor  burdf)  bie  ßa^I 
rabijiert  unb  bie  erhaltenen  Sßurjetn  miteinanber 
muttipltjiert. 
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§  26.  $ie  (Htunbgefcjc  übet  SButjcIn.    §  27.  £e$rfäfce.        85 

SBenmS.  2>ie  ^formet  ift  richtig,  toenn  (>/«'V^)n  b*n 
tRabifanbcn  abgiebt.    SRadf»  §  17  £el)rfa|  5  ift: 

(fc-ffi  -fcY  '(ffi  -**    nac$gorme(IL 
SSorfteljenbe  gönnet  lautet  rücftoärtS: 

3n  Sßorten: 

2)  ßeljrfa^:  ©teicfjartigeSBurjelgröfeen  toerben  mit* 
eintrübet  multipliziert,  inbetn  man  baS  fßtobutt  iljrer 
Stabifanben  butdj  btn  äBurjetejponenten  rabtjictt. 

93eifpiete: 

YlUy9  —  1/144 :  ]/9  —  4 ; 

>/216  :  27  —  ^216  : 1/27  =  2 . 

IL  gönnet:        y^äTt  =  ^a:Yb. 

3)  ßeljrfa^:  @in  Duotient  toirb  rabijiert,  inbem 
man  fott>of)l  feinen  Diöibenben  als  feinen  ©iöifor 
rabijiert  unb  bie  erfte  SBurjet  burd)  bie  jtpeite 
bttnbiert. 

SJenmS. 

nad)  §  17,  7  unb  formet  IL 

3)urd)  Umfeljrung  ber  formet  V  ergiebt  fidj  ber 

4)  ßeljrfa^:  ©leidjartige  SBurjeln  toerben  bibibiert, 
inbem  man  ben  Duotienten  be$  SRabtfanben  burd)  ben 
gemetnfd&aftlidjen  28ur  jelejponenten  rabijiert 

83eifpiele: 

yw = yw*  =  yw  =  10; 

^64«  =  646:S  =  642;         >^^  =  a0. 
III.  formet :        YaP  =  am :  w . 

5)  ßefjrfa^:  (Sine  Sßotenj  ttrirb  rabijtert,  inbem  man 
ben  Sßotenjejponenten  burd)  ben  SBurjelejponenten 
bttnbiert. 
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86  Grfter  «bfd&ttttt.    $ic  natfitltd&ftt  Qatytn. 

Damit  bcr  Ctuotient  ro :  n  eine  natürliche  3at)l  bejeidjnet, 
muft  m  ein  SSielfadfjeS  öon  n  fein.  Sie  Stidjtigfett  ber  fjormel 
folgt  unmittelbar  au»  gormel  III. 

Seifpiele: 

|/27«  «=  ß/27)6  =  36;         /91  —  (Vö)4  —  3*. 

IV.  formet:       Vö»  =  (>4)m . 

6)  ßeljtfa^:  (Sine  Sßotenj  totrb  rabtjiert,  inbem  man 
ityre  ©runbjal)!  rabijiert  unb  bie  erhaltene  SBurjel 
mit  bem  Sßotenjejponenten  potenjiert. 

2>ie  gormel  IV  ift  richtig,  tnett: 

SRüdfoärtS  gelefen,  brücft  gormel  IV  folgenbe*  ©ejefe  aus: 

7)  ßeljrfa^:  ©ine  SBurjel  tüirb  potenjiert,  inbem 
man  btn  SRabilanben  mit  bem  Opponenten  potenziert 
unb  bie  erhaltene  Sßotenj  rabijiert. 

»eifpiet: 


]/)/4Ö96==  1/4096  =  4. 

V.  Sonnet:       \/^a  =  m'Va  =  Vv~* . 

8)  Se^tfa^:  @ine  äBurjelgröfce  toirb  rabijtert,  in- 
bem man  ben  SRabifanben  burdj  ba&  Sßrobuft  aus  ßaljl 
unb  Sßurjelejponent  rabijiert. 

Setoeig.^Den  äu8brud  m'fya  mit  n  potenziert,  giebt: 
(m '|/ä)n  =  m  Yä?    (nad)  ße^rfa^  7) 

—  %    (fletnäfe  formet  III,  §  21). 

2>ie  Umle^rung  biefer  formet  brüdEt  folgenbe  SBa^r* 
Ijett  auS: 

£e$rfat:  ©ine  3al)l  toirb  burdfj  ein  Sßrobuft  rabi- 
jiert,  inbem  man  fie  burd)  bie  einzelnen  galtoren  in 
beliebiger  Drbnung  rabijiert. 
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§  28.    Sttfammcn^ong  ber  töedjttungStoerfaljren.  87 

gilt  ba8  SRcd^nen  mit  SBurjetn  finb  nodf)  fotgenbe  bcr 

(a  +  J) .  (a  -  b)  =  a2  -  62 

entfprecijenbe  gormeln  öon  3Btcf)ttgfeit: 

(a  +  yV)  (a- j/6)  =  a2-&. 

(l/ä  +  &)  (Yä  -  6)  —  a  —  b*. 

(/a  +  ]/6)  {Y~a  —  )/6)  —  a  —  b. 

©tefe  fjormeln  »erben  befonberS  ange»enbet,  um  SBurjetn 
au8  beut  ©itrifor  t>on  Quotienten  fortjufd&affen,  j.  33.: 

a        _  a(|/?-y<)  ==a(yi  —  Vc) 

yi+Vc     (yi+Vc)  (ys^ye)         &  — c 

§  28.    Sufammen^ang  ber  fRediniing$t>erfaljrett. 

3n  §  4  ift  gejeigt  »orben,  bafj  bie  ©ubtraftion  bie  Um- 
leitung ober  bie  Snöerfion  ber  Abbitten  ift.  2>te  erftc  Operation 
ber  Äritljmetif  fyat  nur  eine  inberfe  SRedfjnungSart.  3Me8  §at 
feinen  ®runb  borin,  baß  nadf)  bem  ÄommutationSgefefce  ber 
2lbbition  bie  ©ummanben  einer  ©umme  bertaufdjt  »erben 
fönnen.  Sie  britte  {Rechnungsart,  bie  äKultipüfatton,  ift  tfjrem 
Urfprunge  nadf)  nichts  anbereS  at8  eine  öerfürjte  Äbbition. 
©inb  nämlidj  in  einem  befonbern  gaUe  bie  Seile  einer  ©umme 
gletdj,  fo  gel)t  bie  Slbbition  in  bie  SKutttylifatton  über.  Severe 
Ijat  ebenfalls  nur  ein  umgefeljrteS  SRedjnungSberfaljren,  bie 
3)toifion.  3)a  nämtic^  bie  gaftoren  eine»  SßrobufteS  mitein- 
anber  öertaufdjt  »erben  bttrfen,  fo  fließen  bie  beiben  Um- 
feljrungen,  »eldje  bie  SDluttiptifotion  eigentlich  fyaben  müßte, 
in  eine  einzige  Operation  jufammen.  Die  Sßotenjierung  ift 
tljrem  SBefen  nacij  ein  befonberer  gatt  ber  SKultipltfation. 
SBenn  nämlidj  bie  galtoren  eines  SßrobufteS  gleich  finb,  fo 
fann  baS  Sßrobuft  fürjer  burdf)  eine  Sßotenj  bargeftettt  »erben. 
2)ie  Sßotenjrecljnung  Ijat  j»ei  entgegengefefcte  3tedfjnung$arten, 
nämlidj  baS  SBurjelauSjie^en  (SBurjetrec^nung)  unb  bie  Soga* 
rttfymierung  (Sogarit^menred^nung).    3n  ben  ©leidfjungen: 
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86  @tfter  2töfd)mtt.    $te  ttatötlid^en  Sohlen. 

2)amit  ber  Duotient  w :  n  eine  natürliche  3^1  bejeid&net, 
tnu§  m  ein  33ielfad)e8  öon  n  fein,  2)te  9Wd)ttgfeit  ber  gönne! 
folgt  unmittelbar  au8  gormel  III. 

SBeifptele: 

IV.  gormel:        Yä^  =  (Vä)m . 

6)  8eljrftt$:  Sine  Sßotenj  totrb  rabijiert,  inbetn  man 
i^re  ©runbjaf)!  rabijiert  unb  bie  erhaltene  SÖSurjct 
mit  bem  Sßotenjejponenten  potenziert. 

S)ie  gönnet  IV  ift  richtig,  tüeit: 

SRüdEtoartS  getefen,  brücft  gönnet  IV  folgenbe«  ©efefc  auS: 

7)  fie^rfa^:  @ine  Sßurjet  toirb  potenziert,  inbem 
man  ben  SRabilanben  mit  bem  Opponenten  potenziert 
unb  bie  erhaltene  Sßotenj  rabijiert. 

SBeifpiet: 

y|/4Ö96  =  ^4Ö96  =  4. 
V.  Sonnet:       VV*  =  "  Y«  -  V^  • 
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88  @rfter  TOfdjnitt.    2>ie  naturalen  Safytn. 

1)        88  =  512    allgemein    a«=i>     .1 

lommen  brci  ©röften  inbetradjt,  wetdfje  in  einer  folgen  SSejteljung 
ju  eutanber  fielen,  baft  mit  §itfe  jtoeier  bie  britte,  unbef  annte 
©röfce  ermittelt  »erben  farnt. 

33etrad(jtet  man  in  ben  ©teidfjungen  1)  unb  I  bie  ©röften 
512  unb  3,  bejto.  p  unb  n  afö  gegeben,  bie  ©runbjaljt  al8 
gefudfjt  unb  fefct  biefetbe  gleid^  x,  fo  toitb  ber  Sßert  für  x 
burdfj  bie  befannten  Seidjen  auf  folgenbe  SBeife  bejeidjnet: 

2)        x  =  >/512  =  8 ;    allgemein    #  —  Yp  -  •  •  IL 

(Srfte  Umfeljrung:  Äu8  bem  Sßotenjwert  unb  beut 
©jponenten  bie  ©runbjaljt  finben,  Ijeiftt  Sftabijieren 

(§  18). 

Stimmt  man  bagegen  in  ben  ©teidfjungen  unter  1)  unb  I 
512  unb  8,  begto.  p  unb  a  al8  belannte  ©röfcen  an,  ben 
Opponenten  at8  gejuxt  unb  bejeidfjnet  biejetben  mit  x,  fo 
tt)irb  x  burd)  folgenbe  ©teidfjungen  auggebrüdt: 

3)       #  =  8log512;    allgemein    x  =  alogp  •  •  -III. 

(©etefen:  #  =  a*Sogaritljmtt8  t>on  p.)  SRun  erhält  bie  Sßotenj, 
512,  p,  ben  Slamen  9iumeru8,  unb  ben  Opponenten  #  nennt 
man  jefet  Sogaritljmtt8;  ber  Slame  33afi8  wirb  beibehalten. 

Breite  Umfeljrung:  SÄan  fott  aus  ber  Sßotenj  unb 
ber  ©runbjaljt  ben  Opponenten  (Äogaritljmu8)  be* 
rennen,  mit  toetdfjem  man  bie  SBafiS  potenzieren  mu%, 
um  bie  Sßotenj  ju  ermatten.  2)iefe8  3ledjnung8t>erfafjren 
Ijeiftt  Sogaritljmieren. 

2>er  ©runb,  weSljatb  bie  Sßotenjierung  jtoei  umgeletjrte 
Operationen  f>at,  liegt  in  fotgenbem.  3n  ber  ©teidjung 
an  =  p  fteljen  ©runbja^I  unb  Opponent  in  toefentttdj  t>erfdjie= 
bener  33ejiefjung  jum  Sßotenjtoert  p  unb  lönnen  bafjer  im  atU 
gemeinen  (nur  in  einzelnen  gälten,  j.  85.  &=*4?)  nid&t  mit* 
einanber  t>ertaufd)t  werben,  gotgttc^  fann  bie  SJeredfjnung  ber 
83afi8  unb  be8  Opponenten  nidfjt  auf  biefetbe  SBeife  t>ott- 
jogen  werben,  ba8  potenzieren  mufe  jwei  umgefeljrte  9tedjnung8* 
»erfahren  t»aben. 
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§  28.    8uf<umnenljatt0  ber  SRedjnunöSberfatyren.  89 

S)ie  fieben  ®runbred}nung8arten  bcr  Slritljtnettf  fann  man 
in  jtoei  ©nippen  bringen,  in  biref  te  nnb  in  inbirefte.  ©irefte 
Operationen  finb  Äbbition,  aMtipttfation  nnb  Sßotenjierung, 
bie  übrigen  Ijeiften  inbirefte.  2>ie  SBejieljung  biefer  j&afjl* 
toerfnfipfungen  geljt  au8  fotgenber  Sufamntenftettung  ijertoor: 


2>irefte  Operationen: 
a  +  b  =  c. 
a-b  =  c. 


Snbirefte: 
a  =  c  —  b. 
a  =  c:b. 

a  =  yc. 
b  ==  »log  c. 


©urdfj  bie  birelten  9iecljnung8t>erfaljren  »erben  Rafften 
jufamtnengefe|t,  burd}  bie  inbireften  bagegen  jergtiebert, 
tt>e8ljatb  bie  erfteren  audfj  tfjettfdje,  bie  anbern  tijtifcfje 
Operationen  genannt  »erben.  ®ine  Operation,  toetdfje  ans 
einer  anbern  l)ert>orgel)t,  fteljt  Ijinfidjtticl)  be8  3lange8  um  eine 
©tufe  työfjer  at8  bie  ursprüngliche  3ledjnung8art.  2>a  bie 
SKuItipIifation  au8  ber  Stbbition  entfielt  (§  7),  fo  gehört 
erftere  ber  jtoeiten  ©tufe  an,  unb  toeil  ba8  Sßotenjieren 
eigentlich  ein  t>erfürjte8  SMtiplijieren  ift,  fo  ift  bie  Sßotenjie* 
nuig  eine  Operation  ber  brüten  ©tufe.  gebe  birelte  Operation 
mit  üjren  jugefjörigen  umgefeljrten  Sftedjnung8arten  nennt  man 
jufammen  „Operationen  einer  ©tufe",  „gleidjftuftge  Opera* 
ttonen"  ober  „SftedjnungSarten  gleiten  9tange8".  2>ie  in  biefem 
Äbfcfjnitt  beljanbetten  SJerbinbungen  ber  natürlichen  RafyUn 
»erben  audfj  einbeutige  SJerfnüpfungen  genannt,  »eil  fie 
ftet8  nur  ein  Stefuttat  für  bie  Stedjnung  liefern.*) 

S)er  Sufammentiang  unb  bie  SBejieljung  ber  beljanbetten 
©runbredjnung8arten  ber  Äritljmetif  ju  einanber  geljt  auc§  au8 
folgenben  ©äfcen  ljert>or: 

$)ie  Sbbition  ift  §injufügen  gleichartiger  (benannter  ober 
unbenannter)  Sinljeiten. 


*)  $a  in  biefem  OTfönttt  nur  natürliche  flauen  inbetradjt 
lommen,  fo  ift  yp  borläufig  ein  beut  ig. 
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2>a8  Subtrahieren  befielt  im  SBegnef)inen  gleichartiger 
(Sin^etten. 

SÄuttipftlation  ift  Stbbteren  gteidjer  Qai)ltn  (©ummanben)* 

2>ie  ©toifion  ift  Subtrahieren  gleicher  Qai)Un  (©ubtra* 
^enben). 

2>a8  Sßotenjieren  befielt  in  ber  9Mttytifation  gleicher 
3^Ien  (gaftoren)  miteinanber.    a  •  a  •  a  =  a8. 

2)a8  8BurjeIau8jie^en  ift  ©totfion  burdj  gleite  Sagten, 
j.  95.:   yä^  =  a2:a  =  a. 
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§  29.    »orSegriffe- 

2>ie  ©trede  OB  lann  man  fid)  auf  jtoeif  adje  SDSeifc  ent* 
ftanbcn  öorftetten,  erftenä  baburdj,  bafe  fidfj  bcr  Sßunft  0  nadfj 
B  betoegt  unb  jtoeitenS  baburdj,  bafe  Sßunft  2?  ben  SBeg  t>on 
B  nadj  0  burcpuft.  Sie  3fttd>tung  OB  ift  ber  SRidfjtung  BO 
entgegengeht 

Sifl.  16. 

A\ + \B 

—  «-«    0    »-►  + 

SBertängert  man  bic  ©trede  OB  über  0,  fo  ift  bic  neue 
©trede  OA  offenbar  baburdfj  entftanben,  bafy  ber  erjeugenbe 
$unft  0  fidfj  in  einer  Stiftung  betoegt  Ijat,  bie  feiner  urfyrüng* 
ftdfjen  gortbetoegung  öon  0  bis  B  entgegengehest  ift  SBäljtt 
man  0  als  3tnfang«punft  beiber  ©treden,  fo  ift  flar,  bafc  alle 
Sßunfte  öon  OJ.  ber  Sage  nadj  entgegengefefct  finb  bm 
fünften,  bie  redjts  öon  0  auf  OB  liegen.  SBeiftriete  über 
entgegengefefcte  aftidfjtungen  liefern  bie  ^immefögegenben.  SReifen 
jtoei  Sßerfonen,  A  unb  B,  öon  bemjelben  Drte  auf  ber  @rbe 
ah,  bie  eine,  A,  nadj  Korben  unb  bie  anbere,  B,  nadfj  ©üben, 
fo  finb  bie  Stiftungen  iljrer  SBege  einanber  entgegengefefct  2)en 
©egenfafc  biefer  SRidjtungen  ftettt  man  burdfj  bie  Seiten  + 
unb  -  bar.  Sft  A  j.  85. 10  SKeiten  nörblic^  unb  B  6  SKeilen 
fübüdfj  öon  Solu  entfernt,  unb  fefct  man  bie  Sftidfjtung  nadj 
Sorben  afö  bie  pofitiöe  feft,  fo  bejeidjnet  man  bie  (Entfernungen 
Beiber  Sßerfonen  öon  Äöln  burdfj  + 10  SReilen  unb  —  6  SReilen* 
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2)ie  (Sntfteljung  eines  SBinfelS  AOB  fann  man  fid^  fo 
toorftellen,  ba&  ber  ©dientet  OA  ftd^  bis  in  bie  Sage  beS  feftett 
©djenlelS  OB  betoegt,  ober  audfj,  baft  ber  leitete  ftdfj  um  0 

Offenbar  finb  beibe  2)reljungen  bem  ©inne 
nai}  entgegengefefct.  Kennt  man  bie 
©reljung  im  ©inne  beS  UfjrjeigerS  bte 
pofttiöe  unb  bejeidfjnet  fie  mit  +,  fo  mufc 
man  ber  entgegengefefcten  2)ref)ung  bie  93ejetd(jnung  „negotii" 
beilegen  unb  fie  bur^  baS  &ti<f)tn  —  barftetten. 

©ntgegengefefcte  ©röften.  $)ie  benannte  ßaljl  „10  Jl" 
ift  ein  abfoluter  ©röfcenbegriff;  „10  Jt  Vermögen"  unb 
„10  Jt  ©djulben"  finb  relative  (bejügltdfje)  ©rö&enbegrtffe. 
3Han  nennt  bie  ©rö&enbegriffe  „ Vermögen "  unb  „©Bulben" 
in  93ejieljung  aufeinanber  entgegengefefcte  ©rö&en. 

ßur  (Srjeugung  eines  beutlid&en  93egriffeS  t>on  ben  ent* 
gegengefefcten  ©röfeen  bienen  befonberS  bie  Äräfte.  SEBtrft  auf. 
einen  Äörper  t>on  ber  einen  ©eite  eine  Äraft  t>on  10  kg,  unb 
gleidfjjeitig  eine  eben  fo  grofce  Äraft  t>on  ber  entgegengefefcten 
©eite,  fo  bleibt  ber  Sörper  in  Stulje.  Kennen  mir  bie  eine 
Äraft  bie  pofittoe  unb  bejetdfjnen  fie  mit  +  10  kg,  fo  ift  bie 
anbere  Äraft  bie  negattoe  unb  toir  fteßen  fie  burdj  —  10  kg 
bar.  —  Sluc^  bie  SBirfungen  ber  beiben  magnetifdjen  Ärafte, 
beS  Korb-  unb  beS  ©übmagnetiSmuS,  finb  einanber  entgegen* 
gefegt.  SBenn  man  htm  Korbpol  eines  9RagnetftabeS,  bef  ein 
©ifenftüdf  trägt,  oon  ber  nämlidfjen  ©eile  ben  ©übpol  eines 
anbern  3KagnetS  oon  gletdfjer  ©tärle  nähert,  fo  fällt  baS  (gifen* 
ftäd  jur  (Srbe.  ©leicfyftarfe  entgegengefefcte  SRagnettSmen  Ijeben 
fidfj  bei  iljrer  ^Bereinigung  ganj  auf,  fie  toernidjten  fidfj  gegen* 
fettig,  ©röften,  bie  bei  iljrer  Bereinigung  fidf)  enttoeber 
ganj  ober  jum  Seil  aufgeben,  fidfj  gegenfeitig  ganj 
ober  jum  Seil  t>ernidf)ten,  Ijeifjen  entgegengefefcte 
©röften.  —  ßu  ben  lefcteren  gehören:  (Stammt  unb  SSerluft; 
gortfdfjritt  unb  Kücffdfjritt;  Hebung  unb  ©enlung;  SBefdfjleuni* 
gung  unb  SSerjögerung;  Anstellung  unb  Slbftofmng;  ©innaljme 
unb  Ausgabe. 
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§  30.    $ic  »utt. 

2>er  Segriff  ber  ©ubtraftion  unb  bie  Äefjrfäfce  über  bie 
SHfferenj  a  —  6  finb  urfprüngliclj  unter  ber  93orauSfefcung 
aufgeteilt  toorben,  bafj  ber  3Kinuenb  größer  als  ber 
©ubtraljenb  ift;  bemt  nur  in  biefem  gatte  ift  ber  Sfteft  eine 
ttrirflid&e,  natürliche  Qofyl  SBenn  j.  93.  a  =  15,  6  =  10,  fo 
ift  a  —  b  —  5.  ©inb  in  einem  befonbem  galle  SRinuenb  unb 
©ubtraljenb  einanber  gleidfj,  toirb  j.  93.  6  =  a  gefefct,  fo  entfielt 
bie  Sttfferenj  a  —  a.  güf)rt  man  in  legerer  bie  ©ubtraftion 
aus,  fo  bleiben  feine  Sinljeiten  übrig.  2Ran  ftellt  baS  ©rgebnis 
biefer  ©ubtraftion  burdj  baS  Seiten  0  bar,  toeldjeS  „ÜWutt" 
ausgebrochen  ttrirb.  SRult  ift  baS  ©rgebniS  einer  ©ub= 
traftion,  bei  toeldjer  SWinuenb  unb  ©ubtraljenb  ein- 
anber gleich  finb. 

SSenn  nur  bie  aritljmettfdje  Aufgabe  5  —  5  an  unferer 
grapljifcljen  ©arftettung  ber  natürlichen  Säulenreihe  löfen,  fo 
muffen  toir  toon  bem  bie  ßaljl  5  üorfteQenben  Sßunft  aus  um 
5  ©dritte  rüdtoärts  gef|en.  2Ran  gelangt  alsbann  an  ben 
ÄnfangSpunft  ber  ©eraben,  ber  bie  gafyt  0  öerfinnltcljt. 

§  31.    ©ntfie^uttg  ber  negativen  galjlen,  genutctrifdj 
toeranfdjanlidjt. 

$)ie  Söfung  ber  Aufgabe  5  —  6  an  unferm  3aljlenbilbe 
(§  1)  »erlangt,  bafe  man  t>om  fünften  Sßunft  ber  ©eraben  au» 
um  6  ©dritte  (fünfte)  rüdtoärtSfdjreite.  Sunäcljft  ift  bie» 
nur  um  5  ©djritte  möglidfj,  nämliclj  bis  jum  SRuttpunft.  9Son 
legerem  muffen  nur  nun  nodj  einen  ©dpitt  nadj  ItnfS  geljen. 
Um  bieg  nrirtlidj  ausführen  ju  fönnen,  ift  eS  nötig,  t>on  9luQ 
aus  einen  Sßunf  t  in  berfelben  9tidjtung  mit  ben  übrigen  fünften 
ber  3at)tenreilje  unb  in  gleichem  Stbftanbe  mit  benfelben  einen 
neuen  Sßunft  ju  fefeen.  SRunmeljr  finb  ttrir  imftanbe,  bie  toor* 
liegenbe  Aufgabe  ju  löfen.  2>er  neue  Sßunft  toeranfdfjaultcljt 
burd)  feine  ©ntfernung  Dorn  Slnfangsjmnft  offenbar  bie  Safjl  1. 
Da  aber  nadfj  bm  ©rläuterungen  unter  1  bit  Sage  beS  Ijinju* 
gefügten  fünftes  ber  Sage  aller  fünfte  rechts  t>on  SWuß  ent* 
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gegengefefct  ift,  unb  bic  beiben,  bie  3^  1  toerfinnftdjenben 
fünfte  leidjt  miteinanber  üertoedjfelt  toerben  fönnten,  fo  ift  e8 
notmenbig,  bic  SBerfdjiebenljeit  ber  Sage  beiber  Sßunfte  aufcerltd) 
ju  fennjeidjnen.  ®ic8  gefdjtefjt  nad)  §  29  baburdj,  bafc  toir  ber 
natürlichen  Qofyl  1  ba8  3e^en  +  w*  &er  firö*  üon  ^u^ 
fteljenben  1  ba8  Seiten  —  fcorfefcen.  2Rit  4>üfe  i>eS  neuen 
3<rf)f  jei$en8  —  1  fönnen  toir  nun  bie  Söfung  fcorliegenber 
Aufgabe  barftetten,  e8  ift  5  —  6  =  —  1.  $)a3  neu  entftaubene 
3<rf)i$etdjett  —  l  nennen  toir  eine  negative  QafjL  unb  bie 
frühere  natürliche  Qaift  1/  weld^c  ba8  SBorjetd&en  +  trägt, 
ijeifct  nun  eine  pofitiöe  Qafft.  Reifet  bie  Aufgabe  5  —  7,  fo 
muffen  toir  jur  Ausführung  ber  Äöjung  an  unfereut  &Qfykn* 
bilbe  linfö  nodj  einen  Sßunft  Ijinjufefcen,  ber  benfetben  gor* 
berungen  entfpridjt,  toie  bie  übrigen  fünfte.  Äonfequent  ber 
eingeführten  Sejeidjnung  toirb  biefem  Sßunft  bie  ßaljt  —  2 
jugeorbnet,  unb  im  ©egenfafee  Ijierju  geljt  bie  natürliche  Qaift  2 
in  bie  pofittoe  +  2  über.    @8  ift  alfo  5  —  7  =  —  2. 

©tatt  öon  ber  natürlichen  Rafft  5  aus  um  6,  7  Sinljeiten 
rfidfwärt8  ju  fdjreiten,  fönnte  aud}  verlangt  toerben,  8,  9,  10, 
100,  überhaupt  eine  fefjr  große  &ati}l  öon  5  abjujieljen.  Um 
aße  bieje  Stufgaben  bilbtid}  löfen  ju  fönnen,  ift  e«  83ebürfui3, 
aud)  linfö  t>on  SRutt  eine  unbegrenzte  Änja^I  öon  fünften  in 
berfelben  ©eraben  liegenb,  ju  fefcen,  bejto.  fidj  öorjuftetten, 
unb  benfetben  bie  entforedjenben  negativen  Sagten  jujuorbnen. 
©ämtlidje  Balten  ber  natürlichen  Säulenreihe  erhalten  baS 
SBorjeidjen  +  unb  fie  geljen  in  ^>ofitit>e  Sagten  über.  SBir 
erhalten  aisbann  folgenbe  Stbbttbung  ber  &ofyUn. 

-oo  • -f-OO 

-7,-6,-5,-4,-3,-2,-1,   0,    +l,+2,  +8, +4, +5,  +6,+7,  +  8,  +9, 

$)iefe  S)arfteßung  f)at  #ljnlicljfeit  mit  ber  ©fala  eine« 
SljermometerS. 

§  32.    Wein  aritymetiföc  Verleitung  ber  negatinen  Sagten, 

3ft  bie  Aufgabe  5  —  8  gegeben,  fo  formen  toir  btefelbe 
mittel»  beS  Seljrfa|e8  über  bie  SBertbeftftnbigfeit  ber  ©ifferenj 
fo  um:  (5  -  5)  -  (8  —  5).    «Run  ift  5  -  5  =  0  unb  8  —  5 
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=  3;  fotgtidj  5  —  8  =  0  —  3.  Snbem  nrir  aljo  bie  Safyf  8 
t>on  5  fubtraljteren,  erhalten  nrir  eine  ©tfferenj,  beten  SÄinuenb 
SRuH  unb  bereu  ©ubtraljenb  eine  natürliche  Qafjli  ift.  SBenn 
in  ber  allgemeinen  2>ifferen$  a  —  b  ber  ©ubtraljenb  gröfcer 
afe  ber  SÄinuenb  ift,  atfo  ettna  b  =  a  +  n,  fo  ift 

a  —  6  =  a  —  (a  -\-  ri)  =  (a  —  a)  —  n  =  0  —  w. 

©ifferenjen  fcon  ber  gorm  0  —  n  nennt  man  negative  &af)Un. 
©a  atte  ßaljten  biefer  Strt  benjelben  9Rinuenben,  SRufl,  fjaben, 
fidj  atfo  nur  burdfj  itjren  ©ubtrafyenben  unterjdjeiben,  fo  tftfct 
man  in  ber  Siegel  ben  SRinnenben  fort  unb  fd&reibt  nur  hm 
©ubtrafjenben  mit  bem  SBorjeidjen  — .  (Eine  negative  3at)t 
ift  ba8  ©rgebni8  einer  ©ubtraftion,  bei  welcher  ber 
©ubtrafjenb  größer  at8  ber  SÄinuenb  ift. 

Sie  allgemeine  Äritfjmetif  jietjt  atfo  größere  Qaffittt  t>on 
Meineren  ah,  unb  e8  tritt  baburdf)  bie  SKottoenbtgfeit  ein, 
ba8  &af)lttiQib\tt  über  bie  urfprüngtidje  ®renje,  SWuß,  t)inau8 
um  eine  unenbtidfje  Sftettje  t>on  Sintjeiten  ju  erweitern.  2)a 
aber  bieje  QafyUnxäty  unb  bie  urfprüngtid&e  mit  Sftürffic^t  auf 
itjren  gemeinfctjaftticljen  Äu8gang8*  unb  2Äittetyunft  —  bie 
SKuß  —  unb  it)rem  ©tjarafter  nadf)  im  ®egenjafc  ju  einanber 
fielen,  fo  nennt  man  nunmehr  unfere  natürliche  3atjtenreilje 
bie  pofitioe  unb  bie  neu  erhaltene  bie  negative  3<tf)tenreüje. 
Sie  negativen  &af)Un  finb  au8  ber  negativen  ©inljeit  ge- 
bilbet,  fo  ift  j.  ».  (-  3)  —  (—  1)  +  (-  1)  +  (- 1).  £to 
gegen  befielt  bie  pofitfoe  3a^  au8  ^ofititoen  Sintjeiten; 
e8  ift  j.  85.  (+  3)  =  (+  1)  +  (+  1)  +  (+  1).  $urc§  ba8 
®ebiet  ber  negativen  Qai)ltmtxi)t  ttrirb  aljo  bie  ®renje,  toetdje 
bie  natürliche  3at»tenreitje  nadfj  ber  einen  ©eite  burdfj  bie  9iuß 
tjatte,  befeitigt.  2)ie  SKuß  bilbet,  nrie  bereits  gejagt,  ben  8fo8* 
gang8*  unb  SÄittetpunft  beiber  3^Iengebiete,  in  iljr  üerjd&winbet 
ieber  3a^cnunterj^ieb,  SRuß  lann  jowoljt  pofitiü  afe  negatfo 
genommen  werben,  e8  ift  +  0  =  —  0.  8lu8  ber  ©ntfteljung 
ber  negativen  3^1en  ergtebt  fiel),  bafc  biejelben,  abfotut  betrautet, 
jämttict)  Meiner  afe  SRufl  finb.  dagegen  finb  bie  pofittoen  Qa^Un 
größer  afe  9iuß  unb  folglich  a\x6)  größer  afe  jebe  negattoe  ßa$I. 
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@inc  gafjl  ber  pofitfoen  Steige  ift  um  fo  größer,  je  toetter  fie 
im  Sa^IcttbÜbe  toon  0  entfernt  ift.  hingegen  ift  eine  3aljl  anf 
ber  negativen  4?älfte  ber  Öteraben  um  fo  gröfjer,  je  näljer  fie 
bem  SRuttpunfte  liegt  SSon  jtoei  negativen  ßafjlen  ift  alfo 
biejenige  bie  größere,  bic  im  3a^n6übe  ben  geringeren  2tb* 
ftanb  öon  9htH  $at.  ©o  ift  j.  93.  (—1)  größer  als  (- 12). 
Dfjne  Sejie^ung  auf  bie  öerfinnlid^te  galjtenrettje  brütft  man 
biefe  3ßaf)rljeiten  ijäufig  allgemein  fo  au«:  3rgenb  eine  &a$l 
ber  allgemeinen  (erweiterten)  SafyUnxtifyt  Reifet  größer 
at8  eine  anbere,  toenn  man  ju  lefcterer  eine  jmfttilit 
3aljt  abbieren  mufc,  um  bie  erftere  ju  erhalten. 

8lu8  ber  bUbttdfjen  ©arftettung  ift  erfidfjtttdj,  bafj  man 
nidfjt  blofc  t>on  ber  SRutt,  fonbern  überhaupt  fcon  jeber  3a^ 
au8  burdj  SBortoärtS*  bejtt).  burdj  9tücfroärt8fcljreiten  in  ba8 
entgegengefejjte  ßatytenge&iet  gelangen  !ann.  2tu8  biefem  ©runbc 
bejeidfjnet  man  beibe  ßatylenreUjen  mit  bem  gemeinfdfjaftiicljett 
tarnen  relative  (bejügtidfje)  Qoi/ltn,  un&  ntmd  im  ©egenfafc 
Jjierju  bie  urfprüngliclje,  natürliche  &al)Uimity,  fcon  ber  ttrir 
ausgingen,  bie  abfotute  3a^Icnrci^e.  2>a  bie  pofittoen  unb 
negattoen  QcfyUn  ©egenftanb  ber  Sttgebra  finb,  fo  fjeifcen  fie 
audfj  atgebraifd&e  3ö^en-  Mnb  toeil  biefelben  Ujrem  ^Begriffe 
naefj  im  ©erljättniffe  beS  ®egenfafce8  ju  einanber  fielen,  fo 
nennt  man  fie  audfj  entgegengefefcte  3al)lgröf$en.  3ur  ®es 
jeidfjnung  berfetben  bienen,  toie  belannt,  bie  DperationSjeidjeu 
+  unb  — .  Severe  fjeifjen  aber,  toenn  fie  jur  SBejetdjnung 
ber  Art  (Dualität)  ber  3^1  toerwenbet  »erben,  Duatität8=  ober 
SBorjeidjen.  3a!)l  wib 33or  jeidfjen  »erben  Ijäufig  eingef  tammert, 
um  bie  Art  ber  Qai)l  beutlidj  fier&orjufjeben.  &a1)Uxt  rott 
gleiten  SBorjeidjen  tjeiften  gleichartige  Sagten.  2)en  nega* 
ttoen  Qai)Un  fefct  man  ba8  2Kinu8seicIjen  twr,  toeit  bit  ©üb* 
traftion  jur  ©ntftetjung  berfetben  geführt  Ijat;  ba8  SBorjetdjen 
ber  pofittoen  3a^en  fann  bagegen  wegbleiben. 

SBie  bereit«  ertoätjnt  toorben  ift,  erftretfte  fidj  ber  urfprfing* 
lidfje  ©ubtraftion8begriff  nur  auf  foldfje  ©ifferenjen,  beren 
SWinuenb  größer  at8  ber  ©ubtrafjenb  ift.  2>te  allgemeine 
2)ifferenj  a  —  b  fjatte  nur  für  ben  gatt  eine  SBebeutung,  bafr 
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a  größer  ate  b  war.  S)ie  Änwenbung  ber  SBudjftaben  ate 
allgemeiner  Sdföeic^en,  ba$  93ebürfni8,  bic  aritljmetifcijen 
©cfc|c  allgemein  anjuwenben,  forbertc  notwenbig  bic  S3e* 
feitigung  jener  ©infdjränfung  a>6,  verlangte  eine  ffirweiterung 
be8  Sa^lcnbcgriffS,  unb  führte  jur  Sinfüljrung  ber  SRuH  unb 
ber  negativen  Sagten  in  bie  äritfjmetif .  2)iefe  unterwirft  biefe 
neuen  &<üjiitiä)tn  benfetben  ©efefcen,  bie  für  bie  natürlichen 
(abfohlten)  Sagten  gelten,  unb  nennt  erftere  be3f>atb  <mä) 
fdjledjtweg  „Sagten".  Unb  wie  man  urjprünglid^  unter  ber 
SHfferenj  a  —  b  bie  ßaf)t  toerftefjt,  bie  ju  b  abbiert,  a  giebt, 
fo  f)at  man  bie  Saljlentoerbtnbung  6  —  10  fo  ju  beuten,  bafc 
man  für  (6  - 10)  +  10  bie  3a§t  6  fefeen  will. 

3n  ber  allgemeinen  ©ifferenj  a  —  b  finb  mithin  brei 
befonbere  Safjtformen  enthalten:  1)  bie  pofiti&e  ga^I,  wenn 
a  gröfjer  ate  b  ift;  2)  bie  9tull,  wenn  6  =  a  unb  3)  bie 
negative  Saljt,  falte  a  Keiner  ate  6  ift.  Sie  allgemeine 
2)ifferenj  a  —  b  Ijat  alfo  nad}  Äetjntnte  ber  SRutt  unb  ber 
negativen  Sagten  in  allen  gallen  eine  Sebeutung. 

(Sin  allgemeine»  &Q§iyt\tyxi  tarnt  an  unb  für  fid), 
oljne  SBorjeidjen,  jebe  &aty  ber  relativen  Säulenreihe 
bejetdjnen.    3n  ben  ©letdjungen: 

1)    x  +  2  =  10;  2)    x  +  18  —  10 

tyat  baS  get$en  x  bie  Sßerte: 

1)    #=  +  8    unb    2)    «  —  (—8). 
S)a  nun  ba8  SBorjeidjen  +  t>or  einer  Saljtgröfee  bebeutet,  bafc 
biefelbe  im  urfprünglid&en  ober  birelten  ©inne  gefegt  werben 
fott,  ba$  %tiä)tn  —  bagegen  au^brücft,  baft  bie  mit  üjr  be* 
haftete  Qaty  in  entgegengefefctem  ©inne  aufeufaffen  ift,  fo 
mufj  lonfequent  biefer  Segnung,  wenn: 
1)    *-(+8)     ift, 
audj        +  x  =  +  (+  8)    unb    —  x  —  —  (+  8) 

unb  faß»  2)    x  —  (-  8)     ift, 

audj        +  #  —  +  (—  8)    unb    —  x  =  —  (—  8)    fein. 

2)a  nun  aber  +#  unb  — x  in  jebem  gatte  einanber  ent* 

©d&fiHet,  Sttitfonetif.  7 
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gegengefefcte  ®röf$en  barfteßen,  fo  ergeben  fidfj  IjterauS  fot* 
genbe  Sejieljungen: 

1)  +(+8)  =  +  8     Uttb    -(+8) 8; 

2)  +(-8)  =  —  8    unb    —(—8)  =  +  8. 

§  33.    ttnmenbimg  ber  alge&raifdjen  Säulen. 

®röf$en  an  fidj,  j.  95.  ©treefen,  fömten  toeber  ^>ofittt>  nodf) 
negatto  fein,  ©otoofjl  bie  pofittoen  ol8  bie  negativen  Sagten 
lommen  für  fidfj  allein  ntdfjt-oor.  SSeibe  Arten  oon  j&aijlttt 
finb  t>ielmefjr  nur  in  SSejiefjung  aufeinanber  benfbar. 
S)ie8  liegt  im  SBefen  ber  entgegengefefcten  Sagten.  Sttgebraifd&e 
3^Ien  fönnen  nur  ba  inbetradjt  lommen,  too  nidfjt  für  fidj 
benfbare  2)inge,  fonbern  bie  SÖejiefjung  berfetben  ju  einanber 
bo§  ®ejä!jfte  finb,  „too  ba8  ©ejäfjlte  ein  @ntgegengefe|te8 
Ijat,  ba8  mit  i^m  vereinigt  gebaut,  ber  33ernid(jtung  gteidj- 
lommt"  (®aufc),  atfo  audfj  bei  ben  entgegengesehen  ®rö&etu 
(©ielje  ©.  91.)  $>aljer  bejeidfjnen  ttrir  j.  93.  15  ®rab  SBärrne 
an  ber  ©fala  t>on  Reaumur  mit  +  15°  R  unb  6  ®rab  Ädtte 
burd|j  —  6°  R.  ßtoei  fößfte,  bie  in  entgegengefefcten  Stiftungen 
auf  einen  Sörper  mit  ben  3ntenfitaten  wx  unb  w%  toirfen, 
ftetten  toir  burdj  +  t€x  unb  —  w2  bar.  —  Siegt  ein  Ort  A 
25  äReilen  nörbüdfj,  ein  anberer  10  SReilen  füblidfj  öon  Äöln 
unb  toir  bejetdfjnen  bie  (Entfernung  be8  Drte8  A  öon  Äötn 
burdfj  +  25  SRetfen,  fo  muffen  toir  mit  SRüdfidfjt  auf  ben 
®egenfafc  ber  Sagen  ben  Slbftanb  be8  Örte8  B  t>on  Äöln  burdfj 
„—  10  2Reüen"  au8brfiden.  S)ie  dfjrifttidfje  QdtttfymmQ  be* 
ginnt  mit  Sljrifti  ®eburt.  S)ie  Seiträume  oor  unb  bie  ßeife 
räume  nadfj  biefem  ÄnfangSpunft  toadifeu  in  entgegen« 
gefegtem  ©inne.  ©aljer  fann  man  mit  Slüdftdfjt  auf  biefen 
gemeinfdjafttidfjen  Slnfang8punft  bie  Qafjl  ber  Saljre  nadfj 
©IjriftuS  mit  +  unb  bie  Qafy  ber  Saljre  oor  Sljriftu8  mit 
—  bejeidfjuen. 
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Wxt  U$*  <&x\ttti>Ttä}nün$tu  mit  algtlmriföat  Satytn. 

I.    »feMtion, 

§  34.    «bbttiou  in  gleichem  Sinne:  bic  Smmuanben  flnb 

gleichartige  §atytn. 

a)  S)ie  SCbbition  faun  in  gteidfjem  unb  in  entgegen* 
gefegtem  ©inne  ausgeführt  toerben.  ©ott  ba«  Stbbiercn  in 
bemfetben  ©inne  gefdfjeljen,  fo  $aben  bic  ©ummanben  gleite 
SBorjeidfjen,  im  anbern  gattc  ftnb  bic  SSorjetdfjeu  verfdfjteben. 

Steift  A  von  Söln  au3  juerft  6  SÄeilcn  nnb  hierauf 
4  SWeüen  in  nörbttdfjer  Stiftung,  fo  ift  er  10  SRetfen  nörbtidf) 
von  Äöln  entfernt  ©eljen  mir  bie  aftidfjtung  nadfj  SRorben  al8 
bie  pofitive  an,  fo  ftetten  ttrir  ba«  @rgebni8  anf  fotgenbe  äBeife 
bar:  (+ 6)  +  (+ 4)  -  (+ 10). 

Sie  aritljmetifcije  Aufgabe  (+  12)  +  (+  8)  anf  nnfer  Saljlen* 
bilb  übertragen,  §at  folgenden  ©inn:  2Ran  foö  von  bem  Sßunft 
an»,  ber  bie  ßaljt  +  12  verfinnlid&t,  nm  8  ©treden  (fünfte) 
im  pofttiven  ©inne  fortfdfjreiten.  SBir  gelangen  aföbann  an 
ben  bie  Qofyl  +  20  barftettenben  Sßunft  ber  ©eraben;  mithin 
ift:  (+  12)  +  (+  8)  -  (+  20). 

3n  allgemeinen  QcfyUn: 

(+«)  +  (+»)-  +  («  +  »). 
SBenn  B  von  Söln  au8  juerft  5  SReilen  unb  bann  nodj 
7  SReilen   in   fäblid^er  SRidEjtung   reift,   fo   befinbet   er   fid& 
12  ÜReilen  füblidE}  Don  Äöln.    SBejeidfjnen  ttrir  bie  SUdfjtung 
von  Äöln  nadEj  ©üben  mit  — ,  fo  ift: 

(-5) +  (-7)  =  (-12). 
Söfen  ttrir  bie  Aufgabe  (—8) +  (—6)  mit  #üfe  unferä 
3aljtenbtfbe8,  fo  muffen  ttrir  Dorn  achten  Sßunft  auf  ber  nega- 
tiven $älfte  ber  ©eraben  au8  um  6  Sängen  im  negativen 
©inne  fortfdfjreiten.  2>a  toir  an  ben  Sßunft  gelangen,  ber  bie 
3a§f  —  14  verftnnlicljt,  fo  ift: 

(-8) +  (-6)  =  (-14). 
©ef)t  man  von  SßuU  au3  auf  bem  negativen  Seile  juerft  um 
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a  unb  hierauf  um  6  ©trecfen  (fünfte)  toeiter,  fo  Ijat  man  fid) 
UBifl  +  l  ©trecfen  t>om  SRuttpunftc  entfernt.  2)a  bie  Sängen 
linf8  öon  Sftutt  mit  bem  SBorjeidjen  —  toerfeljen  »erben  muffen, 
fo  tft:  (_a)  +  (-&)  =  -(a  +  &). 

Se^rf a^ :  ©leidjartige  ßaljlen  »erben  abbiert,  in« 
bem  man  i^re  abfoluten  Saljlenwerte  abbiert  unb  ber 
erhaltenen  Summe  ba8  SSorjeidjen  ber  ©ummanben 
giebt. 

2tu8  ben  erläuterten  SBctf fielen  ergiebt  ftd):  ©inb  bie  ju 
abbierenben  Sagten  gleichartig,  fo  muft  man  bei  ber  bilblidjen 
Söfung  t>on  bem  ben  erften  ©ummanben  barftettenben  Sßunft 
au8  in  berfelben  Stiftung  fortf freiten,  bie  eingefdjlagen 
»erben  mufj,  um  öon  SKuQ  aus  an  ben  betreffenben  Sßunft  ju 
gelangen.  Auf  ber  pofitiöen  $älfte  ber  ©eraben  gefdjieljt 
alfo  (in  fcorliegenbem  gaße)  ba8  gortfdjreiten  in  ber  Stiftung 
öon  0  nadj  +  oo  unb  auf  ber  negativen  #älfte  in  ber 
Stiftung  t>on  0  nadj  —  cx>. 

§  35.    ttbbition  in  entgegengef  entern  Sinne:  bie  Snmnttnhen 
Ruften  entgegengefefcte  JBorjeidjeu. 

Steift  A  öon  ^Berlin  au8  12  SWeilen  in  nörblidjer  unb 
hierauf  8  SReilen  in  entgegengefefcter  Stiftung,  fo  befinbet  er 
fid}  4  SWeilen  nörblidj  öon  93erlin.    3n  Seiten: 

(+12)  +  (-8)-  +  4. 
$)ie  Aufgabe  (+  6)  +  (—  15)  auf  unfer  Bafjlenbtlb  über* 
tragen,  bebeutet:  ©djreite  toon  SRuH  au8  auf  ber  pofittoen 
4?alfte  ber  ©eraben  um  6  Sßunfte  *>or»ärt8  unb  barauf  t>on 
bem  3iele  au8  um  15  fünfte  in  entgegengefefeter  Siidjtung. 
2>a  man  ftd)  nun  9  ©dritte  öon  9htH  entfernt  auf  ber  nega* 
ttoen  #älfte  befinbet,  fo  ift: 

(+6) +  (-15) -(-9). 
Erläuterung  ber  Aufgabe  (—  6)  +  (+  15):  ©djreitet  man 
*>on  SRulI  aus  auf  ber  negativen  #älfte  um  6  Sängen  öor* 
»ärt8  unb  t>on  bem  erhaltenen  fßunft  au8  in  entgegen* 
gefegtem  ©inne  um  15  Sängen  »eiter,  fo  ift  man  9  Sangen 
rechts  t>om  2lnfang8punft  entfernt. 


Digitized  by 


Google 


~ 


§  36.    Slbbttiott  in  etttgeöettgefefctem  ©Urne.  101 

3n  allgemeinen  Qafykn: 
(+  a)  +  (—  V)  —  +  («  —  6)/    »enn    a  >  6. 
(+  «)  +  (—  &)  —  —  (6  —  «)/    »«W    6  >  a. 

Se|tfa$:  Älgebraifdje  3*$!**  mit  entgegengefefcten 
SBotjeidjen  toerben  abbiert,  inbem  man  bie  Heinere 
t>on  ber  größeren  ßa^I  fubtraf)iert  unb  bem  erhaltenen 
SReft  ba3  SSorjeid^en  ber  größeren  3a$I  giebt. 

2tu8  ben  getöften  Söcif^ictcn  folgt:  $aben  bie  ju  abbierenben 
ßa^Ien  entgegengefefcte  SSorjeicIjen,  fo  muß  man  bei  ber 
Söfung  am  3a^tenbübc  t)on  bem  ben  erften  ©ummanben  t>er* 
anfdfjauüdjenben  Sßunft  au3  in  entgegengefefcter  aftid&tung, 
alfo  nad&  bem  Sfcuttpunfte  l)in,  fortfdjreiten. 

S5ei  ber  praftifäen  Bereinigung  ungleichartiger  ftoSficn 
ttenbet  man  jtoecfmäfjig  btö  fogenannte  „©rgänjen"  an. 

b)  Sin  ©teile  ber  fcorfjergeljenben  SBeljanblung  lann  aud} 
bie  folgenbe  treten.  2)ie  Stbbition  lann  im  pofiti&en  unb  im 
negativen  ©inne  üottjogen  »erben.  $>en  poftttoen  S^arafter 
ber  Äbbition  jeigt  man  burdf)  SSorfefcen  beS  3eid)en8  +  toor 
bie  ju  abbierenbe  Q/ofyl  an,  toäljrenb  ba3  äbbieren  im  entgegen* 
gefegten  ©inne  burdj  SJorfefcen  be8  Seitens  —  üor  ben  jtoeiten 
©ummanben  bejeidjnet  nrirb. 

1)  Slbbition  in  pofiti&em  ©inne:  a)  beibe  ©um- 
manben  finb  pofitiü,  j.  95.  (+15) +  (+7);  ß)  ber  erfte 
©ummanb  ift  negativ,  ber  ju  abbierenbe  pofitiö,  j.  35. 
(— 15)  +  (+  7).  Erläuterung  ber  «ufgabe  (+ 15)  +  (+  7) 
am  ftäb/ltnUibt:  ©freite  Don  bem  bie  3a^  (+  15)  öor* 
fteßenben  Sßunft  aus  um  7  ©tretfen  im  pofittoen  ©inne  toeiter. 
S)ie  Aufgabe  (— 15)  +  (+  7)  bebeutet:  ©efje  t>on  bem  fünfte, 
ber  bie  $aty  —  15  öerfinnlicljt,  au§  7  ©dritte  im  pofitiöen 
©inne  toeiter. 

2)  Slbbition  im  negativen  ©inne:  a)  ber  jtoeite 
©ummanb  ift  negatit) ,  j.  95.  (+  12)  +  (—  6);  ß)  beibe 
©ummanben  finb  negatit),  j.  S5.  (—  12)  +  (—  6).  S)ie 
erfte  Aufgabe  bebeutet:  2Wan  fott  t>on  bem  bie  3aljt  (+  12) 
fcorftettenben  Sßunlt  aus  6  Sängen  im  negativen  ©inne  fort* 
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fdjreiten.  3)ie  bilbüc^e  Äuflöfung  bcr  jmeiten  Aufgabe  t>er- 
langt,  bafc  matt  fcon  bem  Sßunft  aus,  toeldjem  bic  ftafyl  (— 12) 
jugeorbnet  ift,  6  ©dritte  im  negativen  ©inne  tt>eiterfd(rette. 

S3  läfct  fid>  leidet  nadjtoeifen,  baft  man  ftetS  bicfelBe  Änt* 
mort  erhält,  menn  man  bie  beiben  ©ummanben  t>ertaufdjt.  3)a8 
©runbgefefc  ffir  bic  äbbition  bcr  natürlichen  3a§**tt 
ift  alfo  audj  für  algebraifdje  S^^ien  gültig. 

S)a8  Äbbieren  algebraischer  &cti)Un  nennt  man  alge* 
braifdje  Abbitten.  8tu8  bem  legten  2ef(rfafce  ergiebt  fid(  ein 
mefentltdjer  Unterfdjieb  be3  Slbbieren«  entgegengefefcter  atge* 
bratfdjer  &afjltn  Don  ber  Sbbition  ber  natürlichen  S^fo1 
(§  2).  gür  ba3  Äbbieren  ungleichartiger  atgebraiföer  3a^en 
finb  bie  im  erften  Slbfdjnitt  §  2  gegebenen  (Srflärungen  ber 
Slbbttion  nidjt  gültig;  benn  bie  ©umme  algebraifdjer  galten 
ift  Heiner  al$  einjelne  ©ummanben.  S)ie  früher  aufgehellten 
SfcgriffSerflärungen  Ijaben  bie  natürlichen  3a^cn^  <*lfo  W* 
©leidjartigfeit  ber  burd)  +  öerbunbenen  ©lieber,  jur  SJorauS* 
fefcung.  ©ofl  ber  SSegriff  ber  Sbbition  aud)  für  bie  SBer* 
fnüpfung  pofttiöcr  unb  negativer  3^^1en  jutreffenb  fein,  fo 
muffen  mir  ben  Umfang  beSfelben  erweitern.  SBir  faffen  ba^er 
ben  S5egriff  ber  Silbbition  in  größerer  Slßgemein^eit  als  bie 
^Bereinigung  mehrerer  toerfnüpfter  &afyUn  ju  einem  ©anjen, 
bei  beffen  S5ilbung  bie  (Steidjartigfeit  unb  ber  ©egenfafc 
feiner  Seile  inbetradjt  ju  gießen  ift.  Stlgebraifd)  abbieren 
jjeifct  baSjenige  ©anje,  bie  algeliraifdje  &ummt  (§  43) 
fudjen,  beren  fämtttdje  Seile  bie  ©ummanben  finb. 

IL    ^nbXvahiion. 

§  36.    Subtraftion  in  gleidjem  Sinne:  fRiuncnb  unb 
Subttaljcnb  finb  gleichartige  Sohlen. 

a)  Sßie  bei  ber  Slbbition,  fo  ift  auä)  Ijier  eine  ©ubtraftton 
in  gleidjem  unb  in  entgegengefefctem  ©inne  ju  unter- 
fdjeiben.  S)ie  erfte  Slrt  ber  ©ubtraftion  finbet  Stmoenbung, 
menn  3Rinuenb  unb  ©ubtraljenb  mit  gleidjem  SSorjeidjen  be- 
haftet, alfo  gleichartige  Qa^Un  fwb,  toätyrenb  biefe  Operation 
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in  entgegengefefctem  ©inne  bei  SBerfdfiebenljett  bcr  SJorjeidjen 
twttjogen  ttrirb. 

S)a  bic  ©ubtraltion  bic  bcr  Äbbttton  entgegen* 
gefcfcte  9*ed)nung3art  ift,  fo  mu%  bei  Söfung  t>on 
Aufgaben  ber  ©ubtraltion  am  QafyUnbübt  ba3  bem 
Äbbieren  entgegengefe^te  SBerfaljren  cingcfd^lagcn 
»erben.  ©ntfpredjenb  ben  Slufgaben  ber  Sbbition  werben 
audj  Ijier  bie  SBeifpiete  unterfdjieben. 

a)  2Äinuenb  unb  @ubtraf)enb  finb  pofittt). 

2)a  man  bei  ber  bilbKdjen  Ausführung  ber  SKbbition 
pofittoer  3a^ctt  to  &et  SW^tung  toon  0  nadj  +  oo  auf  ber 
pojttiüen  $älfte  ber  ©eraben  fortfdjreitet,  fo  muft  man  bei  ber 
©ubtraltion  pofitfoer  3a^e«  *n  entgegengefefctem  ©inne,  in 
ber  Stiftung  t)on  +  oo  nad)  0  Ijin,  fortgeben,  alfo  rütftoarts 
fd&reiten.  SDer  ©inn  ber  Aufgabe  (+  12)  —  (+  8)  ift  alfo, 
man  foB  üon  bem  bie  3a*tf  (+  12)  barfteßenben  Sßunlt  au8 
um  8  ©trecfen  riicftoärtö  geljen.  S)a  man  ben  bie  Qafyl  (+  4) 
öorfteUenben  5ßun!t  erhält,  fo  ift  (+  12)  —  (+  8)  =  (+  4). 
3ft  ber  ©ubtraljenb  größer  als  ber  SRinuenb,  fo  ift  btö  @r- 
gebni«  eine  negative  $aty,  j.  33.: 

(+  12)  -  (+  15)  =  (-  3). 

3u  bemjelben  SRefuttat  gelangen  toir  burdj  folgenbe  Betrachtung. 
3)ie  pofttiüe  Ipälfte  ber  ®eraben  bejeidjne  bie  nörblidje  unb  bie  negative 
$fttfte  bie  {übliche  9ttdjtung.  A  btfinbt  fidj  im  ^uapuntt,  B  f>abe  feinen 
©tantymnft  12  (Stritte  Don  A  in  nörblidjer  tötd&tung.  @e$t  nun  A 
15  ©dritte  na$  Sorben,  fo  ift  ber  ©tanbjmnft  be3  B  3  ©d&ritte  füblid) 
Don  A. 

3n  allgemeinen  3a5ten: 

(+  a)  —  (+  b)  =  +  (a  —  b),    toenn    a  >  6. 

(+  a)  —  (+  6)  *=  —  (6  —  a),    toenn    b  >  a. 

3)ie  ©ubtraltion  einer  pofitttoen  Don  einer  pofi- 
ti&en  3^^I  fliegt  alfo  mit  ber  Stbbition  ber  entgegen- 
gefegten  3af)I  (§  35)  in  eine  einjige  Operation  }u* 
fammen. 

b)  2Kinuenb  unb  ©ubtra^enb  finb  negatiü. 
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3)a  bic  Sbbition  jtüeier  negativen  3af)len  an  unfcrm 
3al)lenbiibe  burdj  ein  §ortfd>reiten  in  bct  9üd^tung  fcon  0 
bt$  —  oo  betoerfftelltgt  wirb,  fo  mufe  bic  ©ubtraftion  foWjer 
Säulen  burd)  gortgeljen  in  entgegengefefcter  Stiftung,  alfo 
t)oti  —  oo  nad)  0  l)in,  ausgeführt  toerben.    Ss  ift  ba^cr: 

(-24) -(-16)  =  (-8). 
SBenn  ber  abfolute  Qo^ltatotct  be3  SRinuenben  gröfcer  als  bie 
abfolute  3aljl  be3  ©ubtraf>enben  ift,  fo  bleibt  man  beim  Sftücf* 
foärtsfdjretten  auf  ber  negativen  £älfte,  b.  1j.  bie  Sttfferenj  ift 
eine  negative  &afy..    Dagegen  ift: 

(_24)-(-30)  =  (+6). 
®a3  SrgebntS  ber  ©ubtraftion  liefert  eine  pofitifce  $a% 
»enn  ber  abfolute  $a§lenu>ert  be$  ©ubtra^enben  größer  als 
bie  bem  äWinuenben  entfpredjenbe  abfolute  $afy.  ift.  SBie  man 
erfteljt,  fällt  bie  ©ubtraftion  mit  bem  SSerfa^ren  bei 
ber  Slbbition  in  §  35  jufammen.  @3  ift  einerlei,  ob 
man  Don  einer  negativen  ßa^l  eine  anbere  negative 
3af)l  fubtraljiert,  ober  bie  bem  ©ubtraljenben  enU 
gegengefefcte  3a*jl  gum  SÄinuenben  abbiert. 

Sn  Seidjen: 

(_  24)  -  (-  16)  =  (-  24)  +  (+  16) 

unb  (—  24)  —  (—  30)  =  (—  24)  +  (+  30). 

2>ie  gegebenen  SBeiftriele  formen  audj  burdj  folgenbe  SBeranfdjaulidjung 
gelöft  toerben.  Steift  A  oon  Äöln  aus  24  teilen  unb  B  16  leiten  in 
fübüdjer  9fttdjtung,  fo  ift  A  8  Letten  füblid^  ton  B.  2>a  biefe  öejie^ung 
arit^ntetifd^  burd)  —  8  SRetleu  beaeidjnet  toirb,  fo  ift; 

(-  24)  -  (-  16)  -  (-  8). 
gu  bemfelben  (SrgebuiS  gelangen  mir,  toenn  A  juerft  24  Steilen  nadfr 
Sübeit  unb  hierauf  16  Steilen  in  entgegengefefcter  iRidjtung,  alfo  na$ 
Sorben,  reifte.  Aufgabe:  (—  24)  —  (^-  30).  B  befinbe  ftdj  in  SRündjen 
unb  A  fei  24  HReiteu  füblidj  öon  biefer  ©tabt.  fRcift  nun  B  80  aReiten 
in  ffibltd&er  SRidjtung,  fo  beftnbet  A  fid)  6  HReiten  nörblid)  oon  B.  StaS* 
felbe  SRefuttat  toürbe  fid)  ergeben,  toenn  B  in  2Jlfindjen  bliebe  unb  A 
SO  Steilen  nadj  Sorben  reifte. 

8n  allgemeinen  &afytn: 

'(-«)-(-*>-(-«0  +  (+*). 
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§  37.     Subttattion   in  entgegengefettent  Sinne:   ÖHnuenb 
nnb  <SubtraIjenb  tyltn  entgegengefette  SorgeMjen. 

a)  3)er  SRinuenb  ift  eine  pofitit>e,  ber  ©ubtraljenb 
eine  negative  &a§l 

2)aS  8Serfaf>ren  jur  Stuflöfutifl  von  SSeifpielen  biefer  »rt 
ift  beut  SSerfaljren  bei  ber  Slbbition  in  §  35  entgegengeht, 
»ei  ber  Sluflöfung  ber  Aufgabe  (+24)  — (—16)  am3a#en* 
bilbe  muffen  nur  alfo  von  bem  bie  3<*ijl  (+  24)  vorfteßenben 
Sßunft  atö  in  ber  9tidjtung  von  0  nad)  +  oo  Ijtn  um  16 
©treefen  fortfdjreiten.  2)a  man  an  bem  bie  3aljt  (+  40)  ver* 
ftnnlidjenben  Sßunft  ber  pofitiven  #älfte  ber  ©eraben  anlangt, 
fo  ift:  (+24)  -(-16)  =  (+40). 

hieraus  ergiebt  fidj,  bafc  bie  SluSfiiljrung  ber  ©ubtraftion 
einer  negativen  ßa$t  von  einer  pofitiven  mit  bem  SSer* 
fahren  bei  Slbbition  pofitiver  3a§Ien  übereinftimmt. 
(©ie^e  Slbbition  in  §  34.)  3)ie  ©ubtraftion  einer  nega- 
tiven Saljt  ge^t  in  bie  Slbbition  ber  entgegengefefcten 
3aljl  über. 

3u  bemfelben  (Ergebnis  gelangen  ttrir  burdj  folgenbe  an- 
fdjaulidje  Darlegung.  83eftnbet  fid^  A  in  Äöln  unb  B  reift 
Von  biefer  ©tabt  au$  24  km  nadj  Korben,  fo  toirb  ba8  ßiel 
be§  B  mit  83ejieljung  auf  Äötn  ober  bie  ^erfon  A  offenbar 
burdj  +  24  km  bejetdjnet.  Steift  nun  A  16  km  in  fttblidjer 
SRtdjtung  (bejeidjnet  burd)  — 16  km),  fo  ift  B  offenbar: 

(24  km  +  16  km  =)  40  km 
nörblidj  von  A,  toaS  aritljmetifd)  burdj  +  40  km  auSgebrüdt 
totrb.    gotglidj  ift: 

(+24)  -(-16)  =  (+40). 
SMefelbe  Slntoort  erhalten  toir,  toenn  B  nod)   16  km  nadj 
Korben  reift,  ftatt  baf*  A  fidj  um  biefetbe  Sfajaljf  km  in  füb* 
lieber  9Hdjtung  von  Äöln  entfernt. 

3n  allgemeinen  &o$ltn: 

a-(-6)  =  +  (a  +  5). 

b)  $)er  SRinuenb  ift  negativ,  ber  ©ubtra^enb 
pofttiv. 
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2)ie  ©ubtraftionSaufgaben  biefer  Slrt  entforedjen  bcn  8faf* 
gaben  be8  SlbbierenS,  in  toeldjen  bie  Summe  negatfo  unb  bie 
abbicrtc  #al)t  pofitito  ift.    8fa3  bcr  Stufgabe: 

(-12) +  (+4) 
toirb  fotgenbe  Aufgabe  bcr  ©ubtraftion  hergeleitet: 

(-8) -(+4). 
9tadj  ben  (Srläuterungen  unter  §  35  (Seite  100)  toirb  bie  Söfung 
ber  erften  Aufgabe  im  bilblidjen  ©inne  ausgeführt,  ütbetn  man 
auf  ber  negativen  §älfte  ber  ©eraben  nadj  bem  SKultyunfte  f)üt 
fortf freitet.  3)a  bie  ©ubtraftion  bie  Umfe^rung  ber  Sfbbition 
bübet,  fo  mufc  man  bei  Söfung  ber  in  ber  Überfdjrift  bejeidj* 
neten  Aufgaben  auf  ber  negativen  $ätfte  in  ber  Stiftung  toon 
0  nadj  —  oo  f)in  fortgeben.  SBir  ermatten  alfo  bie  Sifferenj 
ber  Aufgabe  (—  8)  —  (+  4),  inbem  ttrir  t)on  bem  bie  Safjl 
(—  8)   &eranfd)auttcf)enben  ?ßunft  aus    um   4  ßängen   nadj 

—  oo  Ijin  f djreiten.    Da  nrir  ben  mit  ber  ßaljt  (—  12)  öer* 
fernen  Sßunft  erhalten,  fo  ift: 

(-8) -(+4)  =  (-12). 
©rtäuterung  ber  Stufgabe  (—  24)  —  (+  16).    Steift  A  Don 
einem  beftimmten  Orte   aus  24  km  nadj  ©üben  (bejeidjnet 
burd)  —  24  km),  unb  B  ton  bemfelben  Drte  aus  16  km  nadj 
Korben  (bargefteöt  burdj  +  16  km),  fo  befinbet  fidj  Ä: 

(24  km  +  16  km  — )  40  km 
füblidj  ton  B.    DiefeS  Stefultat  toirb  aber  aritljmetifdj  burd) 

—  40  km  bejeid^net  unb  mithin  ift: 

(-24) -(+16)  =  (-40). 

3n  allgemeinen  3^1* : 

(-  a)  -  (+  6)  -  -  (a  +  6). 

Äu8  bem  SSorfteljenben  geljt  ljerüor,  baft  bie  ©ubtraftion 
einer  pofiti&en  fcon  einer  negativen  Saljt  ftw  Sagten« 
bilbe  bem  SSerfaljren  bei  ber  Slbbitton  jtoeier  nega* 
tt&en  Sagten  gteidj  ift. 

SKan  fann  baljer  bie  ©ubtraftion  einer  pofittoen  ton 
einer  negativen  Qcfyl  burdj  Slbbition  beS  entgegengefefcten 
©ubtraljenben  erfefcen. 
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©emäft  bctt  bei  33eljanblung  ber  Derfd^icbcnen  Aufgaben 
beS  Subtrahierens  burdt)  ©perrbrud  l)eröorgef)obenen  SJemer* 
fungen  (§  36,  a  unb  b),  fällt  baS  SJerfa^ren  bei  ber  ©ubtraftion 
einer  algebraifdfjen  gaf)!  ftets  mit  ber  SKbbition  beS  entgegen* 
gefegten  ©ubtraljenben  jufammen.  9Ran  brüdt  baljer  in  ber 
Siegel  baS  Subtrahieren  einer  algebraifdfjen  $af)i  burd)  fol* 
genbeS  einfache  ©efefc  aus:  (Sine  algebraifdfje  ßai)t  toirb 
fubtraljtert,  inbem  man  fie  mit  entgegengefefctem  33or* 
jeidfjen  tum  äWinuenben  abbiert. 

b)  2Bir  taffen  tyter  bie  83el)anblung  ber  ©ubtraftion  folgen, 
toeldje  ber  «bbition  unter  b  §  35  entfpridjt.  SÄit  Stüdfidjt 
auf  baS  33orgeicf)en  beS  ©ubtraljenben,  +  ober  — ,  fann 
man  eine  ©ubtraftion  im  pofitiöen  unb  im  negativen 
©inne  unterfd&eiben.  2US  bie  Umfeljrung  ber  Slbbition  mufj 
bie  ©ubtraftion  am  Safjlenbilbe  burd}  bie  bei  ben  ent* 
fyredfjenben  Aufgaben  ber  SKbbition  bejeid&nete  entgegen* 
gefegte  Setoegung  auf  ber  ©eraben  öottjogen  toerben. 

1)  ©ubtraftion  im  pofitiöen  ©inne:  ber  ©üb* 
tra^enb  ift  poftttö. 

SKacfj  §  35,  b,  1  toirb  bie  Äbbition  im  pofitiöen  ©inne 
auf  beiben  Seilen  ber  ©eraben  burd)  ein  fjortfcfjreiten  im 
pofittoen  ©inne,  nämlidt)  in  ber  9Ud)tung  öon  0  naefj  +  <x> 
f)tn,  ausgeführt,  golglid^  mufc  bie  ©ubtraftion  in  pofittoem 
©inne  burd)  Sftfidtoartsfdireiten  auf  ber  pofitiöen,  bejto.  burcl) 
SBortoärtSfdfjreiten  auf  ber  negatiöen  $älfte  ber  ©eraben  betoerf* 
fteHigt  »erben.  @S  ift  baljer: 
(+8) -(+6)  =  (+2);  (+8) -(+12)  =  (-4); 
(-6)-(+4)  =  (-10). 

2)  ©ubtraftion  im  negatiöen  ©inne:  ber  <&nb* 
tra^enb  ift  negativ 

2>ie  Äbbition  im  negativen  ©inne  ift  nadf}  §  35,  b,  2 
ein  SRüdroärtSfdfjreiten  auf  ber  pofttiöen,  bejn>.  ein  SJortoärtS* 
f freiten  auf  ber  negativen  §älfte.  SÄitljin  mufc  bie  ©nb* 
traf tion  im  negatiöen  ©inne  burdfj  gortföreiten  nadf)  +  oo  fjin, 
alfo  in  ber  pofttiöen  9Hdf)tung,  öolljogen  »erben,  golgüd}  ift: 
(+8)-(-6)  =  (+14)    unb    (-12) -(-20)  =  (+8). 
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III.    mniUpiihaHon. 

§  38. 
Seim  äWufttyUjieren  jtoeier  algebraischen  galten  fommen 
trier  gätte  inbetradjt 

1)  3RuItiplilator  uub  äRuttipüfonb  finb  pofitiö. 

Da  ber  SRuttipUfator  feinem  Segriffe  gemäfj  eine  natür- 
liche reine  3^t  ift  (§  8, 3),  fo  fann  berfelbe  ftreng  genommen 
toeber  pofitit)  nod)  negatiö  fein. 

Aufgabe:  (+  3)  •  (+  4).  »uf  nnfere  grap$ifdje  Star* 
ftettung  ber  Saljlenreüjen  übertragen,  Ijat  bie  Aufgabe  folgenben 
©inn:  SRan  foH  öon  SGutt  aus  auf  ber  pofittoen  $älfte  ber 
©eraben  3  mal  um  4  Streifen  fortfd&retten.  3)a  man  ben  mit 
(+  12)  toerfe^enen  Sßunft  erhält,  fo  ift: 

(+3).  (+4)  =  (+12). 
3n  allgemeinen  Qafyltn: 

(+a).(+6)-(+a6). 

2)  3)er  2Äutttptifanb  ift  negatit),  ber  WluUiplu 
fator  pofittD. 

Die  Aufgabe  (+  3)  •  (—  4)  bebeutet:  ©djrette  öon  9lutt 
au«  auf  ber  negativen  #älfte  3mal  um  4  ©treefen  fort.  9Kan 
gelangt  baburd)  an  ben  mit  (— 12)  bejeicfjneten  Sßunft  ber 
©craben;  mithin  ift: 

(+8)-(-4)-(-12). 
allgemein  ift: 

(+a).(-6)-(-a6). 

3)  3)er  a»ultiplifanb  ift  pofitit),  ber  3»ultiptu 
fator  negativ 

Vorbereitung  jur  folgenben  Stufgabe,  ©efci  man 
auf  einer  unbegrenjten  (Seraben  ML  bie  9lid}tung  OL  al8  bie 

Srtfl-  18. 

A2                     0                     Ax 
M h 1 1 1 1 1 h L 


—  3  +3 

pofttitoe  feft,  fo  torirb  bie  entgegengefejjte  Stiftung  OM 
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mit  —  bejeidfjnet  (§  29).  Srägt  man  nun  tum  0  aus  nadfj 
entgegengefejjten  Stiftungen  gleite  ©treefen  OAt  «=  OA2  ab, 
fo  tmrb  bie  Sage  be3  SßunfteS  A±  burdfj  +  0.^,  bagegen  bie 
Sage  toon  0^  burdj)  —  OA2  bargeftettt.  5Die  Übertragung 
be§  fünftes  A1  in  bie  entgegengefefcte  9tid(jtung  OM  bejeid&net 
man  alfo  aritljmetifdf)  burdfj  SBorfefcung  be8  SRinuSjeidfjenS, 
ober,  tt)ie  e3  audfj  aufgefaßt  »erben  fann,  burcl)  SJorfefcung 
be3  gaftorS  (—1),  fo  U%  OA2  =  (—l)'OA1  ift. 
SGBir  toerfteljen  nämlidfj  unter  bem  ÄuSbrucf  (—  1)  •  OA1  ba3 
Sßrobuft  1  •  OAx  mit  bem  SBorjeid&en  —  unb  ba$  ift  gleidfj 
—  OAx.  ®erfinnüd)t  nun  Sßunft  A±  bie  3a$l  +  3,  fo  öer* 
anfd&aulidfjt  Sßunft  A2  bie  3a^  (—  3)/  w*  ^ö^  btt  öorigen 
(Steigung  ift   (—  3)  =  (—  1)  •  +  3,   ober  allgemein: 

SMefe  ©leidfjung  ift  audfj  offenbar  in  ber  Umfetjrung  richtig, 

alfo:  (—!)•(+«) (1  •  +  a)  —  —  a. 

S)er  gaftor  (—  1)  ijat  alfo  ben  ßljarafter,  bafc  er  jebe  Sat|l 
ber  pofitfoen  §atbaje  OL  auf  ben  negativen  Seil  OM  ber 
©eraben  ML  überträgt.  Unb  »eil  ber  fjaftor  (—  1)  eine 
galji,  ttetdfje  ber  poftttoen  Siid^tung  OL  angehört,  auf  bie  ent= 
gegengefefcte  Stiftung  OM  fcerfefct,  fo  nennen  tt)ir  biefen  fjaftor 
einen  SfttdfjtungSfaftor.  2Birb  eine  pofitiüe  &afy  (+  a)  mit 
(—  1)  multipliziert,  fo  rnufc  man  ju  ber  entfpredfjenben  ßa^l 
ber  negativen  ftafyfenreilje  übergeben,  b.  %  berjenigen  negativen 
3al)l,  toeldfje  abfolut  gebadet,  a  ©inljeiten  enthält.  Definition: 
©ine  pofitioe  3Ö^  (+  <*)  mit  (—1)  multiplizieren 
§etf$t,  t)om  SRullpunft  ber  ©eraben  ML  au8  lmal  um 
a  ©in^eiten  in  ber  negativen  Stiftung  fortfd&reiten. 

§iemad^  ift  ber  ©inn  ber  Aufgabe  (—  3)  •  (+  4)  fofc 
genber:  SÄan  foH  Don  SRutt  aus  in  ber  ber  pofittoen  ent* 
gegengefefcten  Sftidfjtung,  alfo  auf  bem  negativen  Seile  ber 
©eraben,  3mal  um  4  ©treefen  fortgeben.  S)a  man  ben  bie 
3aljl  (-  12)  *erfinnlic§enben  Sßunft  erhält,  fo  ift: 
(-3).  (+4)  =  (-12). 

Sn  allgemeinen  &tid)tn: 
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4)  SRuttiptifanb  unb  3RuItipIifator  ftnb  negativ 

9tad)  bctt  üorigen  Erörterungen  unb  nad)  §  32  (legtet 

2H>fö$)  ift    —OAi  —  +  OAlt    ober  wenn  man  ftatt  ber 

©treefen  bie  t>erfinnttcf)ten  3^ntoerte  fefct:  —(—3)  =  +  3. 

SJKt  fonfequenter  ^Befolgung  ber  üorigen  SBejeidjnung  ijat  man: 

^  (-l).(-B)_  +  8 

ober  augemetn: 

(-D-(-a)-  +  a. 

(Sine  negative  ßaljt  (—  a)  mit  (—1)  multiplizieren 
Ijeifct,  öom  SRuttpunft  aus  auf  ber  pofitit>en  Stiftung 
OL  Intal  um  a  ©in^eiten  fortfdjreiten.*) 

S)ie  Aufgabe  (—  3)  -  (—  4)  bebeutet:  Schreite  öom  Sin* 
fangSpunft  au8  3  mal  um  4  ©treefen  in  ber  ber  negativen  ent* 
gegengefe$ten  Stiftung,  alfo  auf  bem  pofittoen  leile  ber 
©eraben,  fort.  9Ran  getaugt  an  ben  bie  3^t  12  barftettenben 
Sßunft  ber  pofittoen  3a^e^re^c5  mithin  ift: 
(-3).  (-4)  =  (+12). 

Sn  allgemeinen  3a$ten: 

(-a).(-6)  =  (+a&). 

3tu8  ben  unter  1  bis  4  abgeleiteten  gormetn  ergiebt  ftdj 
für  bie  SÄultiplüation  algebraifäer  3a^e^  folgenbe  Definition: 
SÄit  einer  pofititoen  ober  negativen  3a^  bie  SRuIti* 
plifation  üotljie^en  Reifet,  ben  SKuttiplifanben  mit 
ber  abfoluten  3af)t  beS  2Wuttipttfator$  multipüjieren 
unb  bas  Sßrobuft  pofiti*  ober  negatiü  fefcen. 


*)  (Sine  ^opttöc  ober  negattoe  galjl  mit  (—  1)  multtyft&ieren  Reifet, 
btn  2JtuUipK!anben  auf  bie  entgegengefefcte  fcalbaje  oerfefcen.  $te 
Übertragung  einer  8a$t  auf  ben  entgegengefefcten  Xeil  ber  ©eraben 
fann  burd)  eine  Ereljung  ber  bie  galjl  toerjinnlidjenben  ©treefe  um  einen 
SBinlel  öon  180°  in  ber  ebene  (tjafbe  Utnbre^ung)  Derfinnlid&t  »erben. 
2>aS  arttijtnettfdje  geilen  für  bie  ganje  Umbreljung  einer  ©trede  um 
ben  SRultyuntt  ift  (—  1)  •  (- 1)  —  (- l)8.  2)a  nun  (—  1)  •  (+ 1)  —  (-  1), 
fo  tnufj  (—  l)  •  (—  1)  =  (+ 1)  fein.  $er  Stiftung«*  ober  $re$ung$faftor 
für  bie  ganje  Umbretyung  in  ber  @bene  ift  alfo  (+  l). 
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Stein  <mtf)metifdje  (Srläuterung  ber  toier  gormein. 

1)  (+  a) '  (+  6)  Bebeutet  a  •  (+  6)  mit  pofittoem  SBorjeidjen, 

—  +  (+  ab)  —  +  ab. 

2)  (+  <*) '  (—  6)  $«#  a  •  (—  6)  mit  pofttit>cm  SBorjeidjen, 

—  +  (-  a&)  —  -  ab. 

3)  (—  a)  •  (+  &)  Gebeutet  a  •  (+  b)  mit  negattoem  SBorjetdjen, 

(+  ab) ab. 

4)  (—  a)  •  (—  6)  Ijei&t  a  •  (—  6)  mit  negativem  SBorjeidjen, 

—  -  (—  ab)  =  +  ab.    (§  32  am  Schliffe.) 

gaoptgefete:  1)  3)a§  Sßrobuft  jtoeter  gleichartigen 
Balten  ift  pofitit),  ba§  Sßrobuft  au«  jtoei  ungleich 
artigen  £a$len  ift  negativ  2)  (Sin  Sßrobuft  ift  pofitib 
ober  negattü,  \t  nadjbem  bie  änjaljl  ber  negativen 
fjaftoren  gerabe  ober  ungerabe  ift. 

IV.    gtoifum* 

§  39. 
S)ie  ©efefce,  toetd)e  beim  Seilen  atgebraifdjer  galten  ju 
befolgen  finb,  »erben  aus  ben  üorfte^enben  gormetn  abgeleitet 
3)a  bie  ©toiftou  bie  ber  SRultipKfation  entgegengefefcte  fRed^* 
nungSart  ift,  fo  ergeben  fid)  fotgenbe  (Steigungen: 
1)  (+flJ):(+a)_(+5);  2)  (+a6):(-a)  =  (-6); 
3)  (_a6);(+a)  =  (_5);  4)  (_aft):(-a)-(+6). 
£aujitgefe$:  §aben  Sitoibenb  unb  SM&ifor  gleite 
SJorjetdjen,  fo  ift  iljr  Buotient  pofitia,  bei  entgegen* 
gefegten  SBorjeidjen  bagegen  negativ. 

Stnmerfung.  Steiften  unferer  bilblidjen  2)arfteßung 
ber  relativen  3a^enrei^e  unb  ben  fünften  einer  ©eraben 
befte^t  eine  enge  SBejieljung,  eine  innere  SSeroanbtfdjaft. 
SJejeidjnet  man  bie  Slbftanbe  ber  fünfte  A,  B,  C,  D  einer 
©eraben  t>on  einem  beliebigen  fünfte  (SBfofangSpunfte)  mit 
xf  xu  x3/  x%f  fo  ift  ftetS: 

(xx  —  x)  +  (x2  —  xx)  +  (rr3  —  x%)  =  xs  —  x. 
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112  Sfcetter  «bjdjnitt.    ftegatioe  8<$Un. 

DaSfelbe  ©efefc  gilt  audj  für  bie  &atytn  ber  allgemeinen 
Säulenreihe,    ©o  ift  j.  SB.  mit  33ejief|ung  auf  bie  Stell: 

(8  -  3)  +  (15  -  8)  +  (24  -  15)  =  24  -  3  =  21 
5+7+9         =21. 

SBegen  biefer  inneren  SBeroanbtfdjaft  jnrifdjen  Säulenreihe 
unb  ber.  (Seraben  fann  lejjtere  jur  SJerftnnlidfung  ber  aß* 
gemeinen  Säulenreihe  bienen. 

©ejd)id)ttid)e  Slnnterlung.  @djon  bie  alten  gnber  Ijaben  mit 
pojltiben  unb  negatioen  galten  geregnet.  $)te  elfteren  Reiften  dhana 
ober  sva  unb  »erben  in  ber  ©ebeutung  von  Vermögen  angetoenbet; 
bie  lefeteren  tyUn  bie  tarnen  rina  unb  kshaya  unb  »erben  im  ©inne 
Don  ©Bulben  gebraust,  ©elbft  bie  <$erjinnlidjung  be&  Gegenfafce* 
bon  poftttoen  unb  negatiben  galten  burdj  btn  ©egenfafc  ber  Stiftung 
jtoeier  ©treden  ift  bem  gnber  nidjt  fremb. 

§  40.    Senate  fiter  «litt. 

®a  nad)  §  29  alle  Differenzen  gleicher  QofyUn  &cn  2Bert 
SRuU  Ijaben,  fo  fann  man  umgefeljrt  für  bie  Qofyl  0  eine 
beliebige  Differenz  aus  jtoei  gleiten  Sa^e^  fefcw-  $iert>on 
madjt  man  Stntoenbung,  um  bie  ©efefce  für  ba8  9ted)nen  mit 
Stell  ju  enttoicfeln  unb  ju  begrünben. 

5Ku8  ber  Defimtion8formel  ber  Stell: 
a  —  a  =  0 
folgt  mit  SBenufcung  öon  §  5,  2 

^formet  I:    a  +  0  =  a 
unb  mit  Äntoenbung  Don  §  5,  3 

gormel  II:    a  —  0  =  a, 
b.  1).  in  Sßorten: 

1)  2eljrfa$:  Der  Sßert  einer  Saljl  bleibt  ungeänbert, 
toenn  man  Stull  ju  berfelben  abbiert  ober  öon  ber* 
felben  fubtraljiert. 

9tac§  §  8, 1  ift: 

a.0  =  0  +  0  +  0H 0    (a*mal) 

Der  SBert  biefer  Summe  ift  nad}  bem  vorigen  Seljrfafce  gleid) 
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SRuIL  ©efct  matt  in  bem  ?ßrobufte  a-60  an  ©teile  mm 
SRnfl  bic  ©ifferenj  *»  —  m,  fo  entfteljt: 

a  .  6  •  0  =  ab(m  —  tri)  =  ahm  —  ahm      nad)  §  9,  4 

2)  Seljrfat:  @tn  Sßrobnft,  in  »eifern  ein  gaftor 
»utl  tft,  $at  bett  SBcrt  »ult.- 

Um  ben  SBcrt  be$  Duotientcn  0 :  a  ju  beftimmen,  fe^en 
tott  0  =  m  —  m,  bann  ift: 

0:a  =  (m-m):a  =  ^-^    (§13,3)     =0. 

gönnet  III:    0 :  +  a  =  0. 

3)  Scljtfa^:  3)cr  SBcrt  eine»  Dnottenten,  beffen 
SH&ifor  eine  (poftttüe  ober  negative)  3<*t|t  unb  beffen 
SDUubenb  SRnH  ift,  ift  bet  Kult  gletdj. 

®ie  Sftdfjtigfeit  ber  gönnet  III  ergiebt  fiel)  audj  baranfc, 
ba|  nad)  bem  jtoeiten  Set|rfa|e  ba3  Sßrobnft  au§  bem  3)foifor 
a  nnb  bem  ünotienten  0  ben  ©toibenben  0  giebt. 

5Der  SBert  beS  Onotienten  0:0  ift  unbeftimmt  @r 
fann  jeber  pofttfoen  nnb  negativen  3a§l>  rodf)  &cr  9htfl  fltad} 
fein.  S)enn  er  bejeicfjnet  bie  3a!)t>  toeldje  mit  0  mnlttyftjiert 
ben  SBert  9iuU  liefert  nnb  nad}  bem  gmeiten  Se^rfafce  ift  ba$ 
Jßrobnft  an«  jeber  ftafy  w*  Sbttt  bem  ®hribenben  0  gleidj. 
Sn  jebem  einjelnen  gaße  jcbod^  mnfc  ein  Onotient,  toenn  er 
fid(  andfj  in  ber  fdfjetnbar  nnbeftimmten  gorm  0:0  barfteHt, 
einer  pofittoen  ober  negativen  3a^  °btx  ÖUC^  &er  Stoß  fc^ft 
gleidf)  fein,    ©o  erhält  j.  85.  ber  Dnotient  ^Zl*  ^vtä)  ®itts 

fe|en  be8  SßerteS  x  —  4  bie  gönn  ^ .  3^8*  *wn  a&er  &en 
SHtribenben  in  jtoei  gaftoren,  toon  toetcfjen  einer  bem  ©toifor 
gleid}  ift,  nnb  $ebt  bnrd^  x  —  4 ,  fo  entfielt: 

«■»  -  18  =  fr  +  4)  (*  -  4)  ,    1 

#  —  4  ff  —  4  T      • 

©efct  man  nun  x=*4,  fo  ift  ber  SBert  beS  Dnotienten  gteiel)  8. 

3)er  Stugbruif  a :  0  lann  feine  algebraifcfje  &afy,  bie  9intt 

eingefdfjtoffen,  bejeidfjnen;  benn  jebe  3atyl  ber  relativen  Qafyltn* 

<Sd&  filier,  STrit^met«.  8 
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retfje  mit  beut  SHüifor  0  multipüäiert  giebt  0,  aber  niemals 
ben  ©itribenben  a.  SBir  fdfjüefcen  baljer  jebc  3)it>ifion  burdfj  0 
beim  SRedjnen  mit  enblidfjen  Qafjlm  au&  2)a8  $)iüibteren 
burdt)  0  fiiljrt  gu  uriberftnntgen  Sftefultaten.  ©o  ift  j.  39. 
nacl)  bem  jtoeiten  2el)rfafce  bie  ©leidfjung: 

.1.0  =  5000  •  0 
unbebingt  richtig.    Sßollte  man  fidf)  aber  ertauben,  beibe  ©eiten 
biefer  ©leid&ung  burd)  0  ju  büribieren,   fo  ttriirbe  fiel)  ber 
SBiberfinn   1  =  5000   ergeben. 

änmerfung.  3)ie  Stuß  ift  ütbifdfjen  ttrfprungg  unb 
fdfjon  jur  ßeit  S3ra^megupta^  (geb.  598  n.  6^r.)  beftanben 
über  baS  Sfted&nen  mit  berjetben  beftimmte,  toemt  auc§  bfirf* 
tige  Regeln,  ©agegen  831jä8fara  (geb.  1144  n.  61jr.)  toeift 
bie  SSebeutung  be§  Duotienten  a :  0  richtig  anzugeben,  ob* 
gleidfj  er  an  anberer  ©teile  „ba$  Sfted&nen  mit  ber  Kuß  in 
Ijaarfträubenber  SBeife  miftbraucljt." 

Über  unenblidf)  <8rof$e3  unb  unenblidf  ÄleineS.  @ine  nad& 
beiben  ©eiten  Ijin  unbegrenzte  (Sferabe  ift  eine  unenbttdje  ©röfje.  $iefe  • 
Sinie  burdj  eine  ajtafjeinljeit,  5.  93.  1  cm  gemeffen,  mürbe  eine  galjl  mit 
unenblidjj  bielen  ©inljeiten  liefern.  $a$  unenbltdfj  ©rofje  ift  gröfjer  als 
iebe  8al)l,  bie  nrir  burdjj  giffem  beaeid&nen  fönnen,  e3  ift  ein  unbe* 
gren^teS  SMelfadje  ber  ©tnljett  im  ©egenfafc  gu  ben  enblid^en  Sagten, 
bie  ein  begrenztes  SSieXfac^e  öon  ±  1  barftetten.  @3  ftnb  öerfd&tebene 
unenbttdje  Sö^grö^en  benlbar.  S)enft  man  fidfj  5.  85.  eine  nadf)  beiben 
©eiten  $tn  ol)ne  &nbt  fortlaufenbe  ©tredte  in  einem  beliebigen  Sßunfte 
geteilt,  fo  öerfmnlid&t  iebeS  ©tücf  ein  unenblidf)  ©rofjeS.  3ebe3  berfelben 
ift  aber  offenbar  ber f Rieben  toon  bem  unenbltdj)  ©rofjen,  meines  burdfj 
bie  ganje  Sinie  bargefteHt  mirb.  @3  ift  aber  gebräud)ltd&,  iebeS  unenblid^ 
©rofje,  infofern  e3  nur  im  ©egenfafc  $u  ben  enblid&en  &afym  gebadet 
toirb,  burdlj  baSfelbe  Seiten,  nämlidf)  00  anzubrüllen,  ba3  „unenbttdjj" 
ausgebrochen  toirb.  Stte  föidfjtigfeit  ber  folgenben  ©leid&uttgen  ift  aus 
bem  begriff  beS  Unenblidfjen  leidjjt  ju  ermeifen. 

1)  00  +  00  =  00;       2)   oo  •  oo  «  oo ;       3)   oo  +  a==oo; 

4)   oo  —  a  =  oo ;  5)   a  •  oo  =  oo ;  6)   oo  :  a  =  oo . 

Um  bie  SBebeutung  beS  Quotienten  a  :  0  barjulegen,  fefce  man  an 
©teile  Don  9luft  borlöuftg  bie  öeränberltdje  (Slröfje  x,  toeld&e  im  fteten 
2l6neljmen  begriffen  gebadet  toirb.  @3  fei  x  —  0,000001,  fo  »irb  a  :  05 
—  a  :  0,000001  =  aSKiHionen;  bebeutet  x  =  0,000000001 ,  fo  toirb  a:x 
=  aSRilliarben,  u.  f.  to.    Se  nä^er  ber  SBert  für  x  an  bie  ©ren$e  0 
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rüdt,  befto  nteljr  toädjft  ber  Quotient  a :  x  unb  plefct  mufj  fein  SBert 
oo  werben.  ($$  ift  ba^er  a :  0  =  oo  nidjtö  anbereS  aU  ein  abgefüllter 
SfoSbrud  bafür,  bafj  bie  ©ren^e  ber  fortgelegten  Teilung  burdj  einen  ftets 
Heiner  toerbenben  $foifor  aufeertjalb  ber  enblidjen  Stt^cnrei^e  liegt.  — 
SBenn  hingegen  in  bem  Quotienten  a  :  x  bie  oerftnberlidje  ®röf$e  x  ftetö 
toad&fenb  unb  julefct  fo  grofs  gebaut  nrirb,  als  $abe  fie  baS  ©ebiet  ber 
enblidjen  Sö^enrei^e  Übertritten,  fo  mufj  ber  SBert  be3  Quotienten  fidj 
unaufhörlich  ber  SRutt  nähern.  3ft  ber  Quotient  fo  Hein  getoorben,  bag 
feine  SBerfdjiebenljeit  oon  0  nidjt  tneljr  angebbar  ift,  fo  nennt  man  bie 
8<*#  „unenblid)  Hein".  S)ie  unenbttdj  Meine  jfrcfyt  nrirb  häufig  eine 
„int  Serfd&nnnben  begriffene"  (oerfdjnrinbenbe)  8a§l  genannt.    2U3  9fo8* 

bruc!  für  biefelbe  bient  baS  geilen  tljrer  (Sfrenje,  fo  bafj  — =0  gefegt  nrirb. 

§  41.    ftotettjen  ber  Jiofitiben  unb  negattfcen  $aljlen. 

Sladj  §  38, 1  $at  jebe3  Sßrobuft,  beffen  gaftoren  fämtlid) 
poftttoe  3af)len  fwfy  einen  pofitfoen  SSert.  t$olgli$  mufc .  aud) 
jebc  pofitfoe  $a$i  mit  einer  abfotuten  3al)l  (§  32)  potenziert, 
eine  pofititoe  Sßotenj  liefern,    ©o  ift  j.  39.: 

(+4).(+4)  =  (+4)*=  +  16. 
33ejetd)nen  a  unbn  natürliche  3a^cn/  1°  ift  allgemein: 
gormel  I:    (+  a)n  =  +  (a*) . 

1)  £e|rfa$:  3ebe  Sßotenj  einer  pofitiücn  ©runbjaljl 
giebt  eine  pofitiüe  3aljl. 

SRadj  bem  Segriffe  ber  Sßotenj  ift: 

0»  —  0  •  0  •  0 0  =  0    nad)  §  40,  2. 

gformet  II:    0»  =  0. 

2)  8cljrfa$:  SDer  2Bert  jcber  5ßotenj  mit  ber  ©runb* 
jal)l  0  unb  natürlichem  Opponenten  ift  ber  SRull  gleid). 

3tu§  bem  jweiten  §auptgefefce  in  §  38  ergiebt  fidj  bie 
SRidjtigfeit  ber  folgenben  ©leidjungen: 

(-«)2  =  (-«)-(-«)  =  +  a2; 
'(_fl)._(_a)?. (-<»)--*; 
(-a)*-(-a)».(-ay-  +  ö*; 
(-ay-(-n*).(-a)--a»;  iL  f.  f. 
SBejetdjnet  w  irgenb  eine  ganje  ßa^I  ber  natürlichen  ßa^Ien» 
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reüje,  fo  brücft  ba3  geilen  2n  bie  geraben  unb  2n  +  1 
bic  ungeraben  galten  au$.  3la$  §  17,  9  unb  §  38  ift 
allgemein: 

(-  «0*  -  [(-  a)*]n  -  (+  a')»  =  +  a*«; 
femer: 

(_  a)2»+i  =  (_  a)*»  .  (_  a)  =  (+  a8»)  .  (—  a)  —  —  a*»*1. 
SQSir  fjaften  alfo  bie  beiben 

(III.    (—  a)*»  =  +  a*». 
llV.    (-a)**+i a*»+i. 

3)  Seljrfa$:  Sine  Sßotenj  mit  negattüer  ©runbjaljl 
ift  pofitiö  ober  negatiö,  je  nadjbem  ber  Sjponent  eine 
gerabe  ober  nngerabe  abfolute  gaf(l  ift- 


«»*:  {; 


§  42.    ©rtociterung  bcS  ^otenjBcBtip :   ftatettjen  mit  beut 
(Stfiimenten  jRuD  unb  mit  negativen  (Sgjiimenten. 

3m  erften  Äbfdfjnitt  unter  V  ift  bie  Seljre  toon  ben  Sßotenjen 
mit  natürlichen  galten  beljanbett  toorben,  toeldfje  fiel)  auf  ben 
in  §  14  aufgeteilten  Sßotenjbegriff  grünbet  3n  §  41  §aben 
ttrir  erfeljen,  baft  biefe  Definition  audj  ffir  Sßotenjen  mit  poft* 
ttoen  ober  negativen  ©runbjaljlen  unb  natürlichen  Opponenten 
oljne  weiteres  gültig  ift.  S)ieS  Ijat  unmittelbar  jur  fjolge,  bafj 
bie  Sted&engefefce  unter  V  ccaä)  auf  biefe  Sßotenjen  antoenbbar 
finb.  Dagegen  fönnen  8u8brücfe  torie  a°  unb  ar»  im  ©inne 
be§  ursprünglichen  Sßotenjbegriff«  mcfjt  gebeutet  werben,  ba  es 
ttriberfinnig  ift,  ein  Sßrobuft  aus  9iult  gaftoren  ober  gar  aus 
einer  negativen  3fojaf(t  gaftoren  ju  bitten-  Um  aber  bie 
unter  V  aufgehellten  (Sefefce  gang  allgemein  anwenben  ju 
fönnen  unb  nidjt  jebegmal  unter  jucken  $u  muffen,  ob  ber 
Sßotenjejponent  eine  pofitiüe  gal)l  bejeicfjnet,  taffen  nrir  bie 
SBebingung,  bafj  ber  Sjponent  eine  pofiti&e  gal)t  ift,  fallen 
unb  erflären  aucl)  obige  StuSbrttcfe  für  Sßotenjen.  2Bir  er* 
weitern  alfo  ben  Sßotenjbegriff  ba^in,  bafe  jeber  «u8- 
bruef,  welcher  bie  gorm  ber  urfprüngltdjen  Sßotenj  an 
Ijat,  eine  Sßotenj  ift,  audfj  bann,  wenn  n  Stull  ober 
eine  negative  galjl  bejei^net. 
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Um  bic  Sebentung  ber  SßotenjottSbrüde  a°  unb  ar*  bar* 
julegeri,  geljen  mir  junädtft  üon  einer  befartnten  Analogie  au3. 

SÄadj  bem  befabifdjen  (Sefefc  (©inlettung,  7)  gilt  jebc  ©in* 
Ijeit  einer  beiabifdj  bargeftettten  Qafy  ben  je^ntcn  Seil  &on  bem 
SSBerte  einer  ©inljeit  ber  ttnfö  fte^enben  Siffer.  SBir  iönnen 
ba^er  j.  93.  bic  Qafy  11110  bnrdj  eine  ©umme  &on  fattenben 
Sßotenjen  ber  ©runbjat)!  10  bejeidjnen.    $3  ift  nämlid): 

11 110  =  104  +  108  +  102  +  101. 
SBie  man  fieljt,  erljält  man  iebeS  folgenbe  ©Heb  au8  bem  toor* 
ljergeljenben ,  inbem  man   teueres  bnrdj  bie  ©runbja^t  10 
bitribiert  ober  &om  ©jrponenten  berfelben  1  fnbtraljiert.   ©e|en 
tt>ir  bieg  83übung8gefefc  aber  bie  Drbnung  ber  Seiner  IjinanS 

fort,  fo  muffen  bie  ©teUentoerte  ber  3a!)I  1,11111 *) 

nämttdj:        i       J_       JL       _!_  J_ 

'        10 '         100 '         1000  10* 

in  fonfeqnenter  33efolgnng  ber  eingeführten  Sßotenjbejeidjnttng 
burc§:     io<>,      10-1,      io-*;      10-s 10-» 

bargefteßt  »erben.    SBir  Ijaben  alfo  bie  ©leidjungen: 

10°    =  1 


10-1  - 

l 

~~"  10 

io-*- 

l 

"~10* 

allgemein:    10-* « 

__  1 
~~iow 

3n  ben  ©leidjungen: 

a1  =  a 

a*  =  a* 

a 

a*  =  a 

a  -  a 

a4  =  a 

>  a  •  a  •  a> 

IL  f.  f. 


*)  #ier  iß  bic  ftetmtnift  ber  fccjimaten,  bic  ja  in  ber  SSoItefdjute 
gelehrt  toitb,  boraudgefefet. 
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entfteljt  jebe  folgcnbc  ©leidfjung  aus  ber  üortiergeljenben,  inbem 
man  auf  ber  tinfen  ©eite  jum  ©Eponenten  1  abbiert  unb  redete 
mit  ber  ©runbjaf)!  a  muftipttjiert  2)iefe8  SBilbungägefefc  ift 
offenbar  unbegrenzt  richtig,  alfo  big  ber  ©jponent  n  unenblidj 
grofe  ttrirb,  falte  a  >  1  ift.  3n  rücf  jdfjreitenber  golge  erhalten 
toir  jebe  (Steid&ung  au8  ber  üorfiergeljenben,  toenn  ttrir  auf  ber 
Kufen  ©eite  1  üom  (Sjponenten  fubtraljieren  unb  auf  ber  redfjten 
©eite  burdf)  a  btoibieren.  ©elangt  man  enblidfj  burdf)  SBieber- 
Rötung  biejeg  ©dfjtuffe»  ju  ber  (SIeidjung  a1=a,  fo  liegt  gar 
lein  ©runb  üor,  Ijier  bem  ftetS  als  ridfjtig  erlannten  ©djtuffe 
eine  ©d&ranfe  ju  fefcen.  2Bir  fefeen  üielme^r  bie  S3ilbung  ber 
©teidjungen  nad(j  bemfelben  (Sefefc  fort  unb  erhalten: 

a°    =  1    (nad&§  12,6  ift  a:a  =  l) 


-2  


a 


attgemein:    ar*  —  —  • 
S)eftnitiongformel  I:    a°=  1. 
©efimtionSformet  II:    a-n  =  —  =  f-Y  • 

1)  SWtfefcung:  3*&e  Sßotenj  mit  enblid(jer  ©runb* 
ja^l  unb  bem  ©jponenten  SKuIt  ift  gleid^  1. 

2)  Sfreftfe^ttttg:  Sebe  Sßotenj  mit  negativem  (Sjrpo* 
nenten  ift  gleich  bem  umgelegten  SBert  ber  ©runbjaljl 
mit  pofititoem  ©jponenten. 

Slttmcr!ung.    gnfofetn  für  ben  SluSbrud  a~n  ba$  fcityn  — 

a 

Qefefct  toirb,  gehören  ^otenjen  biejer  Art  in  ben  brttten  Äbfdjnttt  (§  62). 

3)ie  in  V  bejubelten  Sefirfäfce  gelten  audO  für  Sßotenjen 
mit  bem  (Sjponenten  SftuH.  2)a$  ergiebt  fid&  fd^on  barauS,  ba£ 
biefe  Sßotenjform  als  befonberer  gaU  erfd(jeint,  wenn  in  ber 
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allgemeinen  formet  §  17, 3  bie  (ä^ponenten  gleidj  ftnb.    fDtan 
§at  atebann: 

am :  am  =  am 


5Da  nun  om :  am  =  1  (§  12,  6)  unb  für  m  —  m  ba3  Seiten  0 
gefegt  nrirb,  fo  ift:  a°=  1. 

£ier  folgen  bie  ©efefce  für  Sßotenjen  mit  bem  ©jponenten 
9iull  in  aritljmetifdjer  3et$ettfprad)e  nebft  ben  Setoeifen  für 
bie  9ttdjtig!eit  ber  gormein. 

I        am.aO  =  am+0. 

am  .  a°  =  aOT  •  1  =  am  —  am+°     (§  40,  1). 

II.    am  :  a°  =  aTO-° . 
33ett>ei3: 

am  :  a°  =  aTO  :  1  =  aTO  =  a™-0    (§  40, 1). 

IIb    a°.&°  =  (a&)°. 
SSctociS: 

.tf>.V  — l-l  — 1, 

toofür  man  nad)  Seljrfafc  1  (a&)°  fefcen  fann. 

IV.    a°:6°  =  (a:6)°. 
SBctociS: 

o° :  6°  =  1 : 1  —  1  unb  (a :  &)°  ift  ebenfalte  gleich  1. 

V.     (a°)°  =  a0-0. 
SSetoeia: 
(ao)o  =  p  =  i  unb  a°'°  =  a°  (§  40,  2)  —  1. 

VI.    tfjthtrfjeln« 

Erweiterung  be8  SBurjelbegriffS.  3n  VI  §  18  ift 
bie  SBurjel  unter  ber  (Sinfdjränfung  befiniert  toorben,  bafe  bie 
brei  ©röfeen,  loeldje  bei  einem  SBurjelauSbrucf  inbetradjt 
lommen,  alfo  SRabtfanb,  (Sjponent  unb  SBurjel  natürliche 
$al)len  bejeidjnen.  SBir  galten  nun  feft,  bafc  nur  ber  2Bur jel* 
ejponent  eine  abfolute  Qafjl  ift,  unb  laffen  aud§  SBurjeln 
mit  negatiöen  ©rutrbjaljlen  unb  mit  negativen  Stabi* 
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fanben  ju.  3m  »eiteren  ©inne  üerfteljen  nur  unter 
SBurjel  btejenige  pofitioe  ober  negative  3^^I,  toelcbe 
mit  bent  abfoluten  SBurjelejrponenten  potenjiert,  einen 
pofititoen  ober  negativen  Stabifanben  liefert. 

©efefce  aber  SBurjeln  mit  pofitioen  unb  negativen 
3tabi!anben. 

9iac§  §  41, 1  unb  3  ift  fotoo#  (+  a)*  al8  auc§  (—  af 
gleidj  +  a*,  allgemein: 

(+  a)*»  =  (+  a*)»  =  +  a2\ 

®a  nun  bie  SRabijierung  bie  Umfeljrung  be3  SßotenjierenS 
ift,  fo  (jaben  ttrir  Y+  a*  =  +  o  ober  allgemein: 


2»/ 


formet  I:     y+  a2n  =  +  a. 

1)  Seljrfa^:  gebe  gerabe  feurjel  aus  einem  pofi* 
tiöen  SRabifanben  Ijat  neben  anbern  SBerten  jloei  ab* 
jolut  gleite,  algebraifd)  entgegengefefcte  ßaljlentoerte. 

©iefer  gatt  ift  ber  einjige,  in  welkem  eine  SBurjel  jtoei 
toerfdjiebenen  (reellen)  galten  gleidj  ifi  Äu8  oorfteljenber 
gormel  folgt:  *«/ 


y=M  =  ±i. 

3)a  nadj  §  41 ;  3  eine  Sßotenj  mit.  negatioer  ©runbjaljl 
unb  ungerabem  Opponenten  ftetS  negativen  6t)arafter8  ift, 
fo  muft  umgelegt  jcbe  ungerabe  SBurjel  aus  einem  negativen 
SRabilanben  negatiü  fein,    ©o  ift  j.  83.  ]/—  27  =  —  3. 

gformet  II :    *^Y—~ä  =  — Vä . 

SBenn  audj  gonnel  U  ftet*  ridjtfg  ift,  fo  ift  ba*  föefultat  —  yä 
bod)  !eine$ioeg*  als  allgemein  unb  erfööpfenb  jn  betrauten.  (Sine  Unter; 
fudpmg,  toeldje  ben  fRafymtn  bie jer  ©djrift  überfdjreitet,  leljrt,  bafc  jebe 
SBurjel  fo  Diel  SBerte  ljat,  afö  ber  SBurjetejponent  ©in^eiten  enthält. 

2)  Seljrfafc:  gebe  ungerabe  SBurjel  auä  einem  nega= 
tioen  Stabifanben  Ijat  nur  einen  (reellen)  SBert 

Sft  ber  SRabüanb  einer  ungeraben  SBurjel  pofititf,  fo  §at 
bie  SBurjel  nur  einen  unb  jtoar  pofitiöen  SBert  ©o  ift 
j.  83.  y+27  nur  gleidj  +  3.   S)a3  S3orjeidjen  ber  ungeraben 
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SBurjel  ftimmt  alfo  ftetS  mit  bcm  SSorjeidjen  beS  SRabüanben 
überein.  2n+i 

% ormci  IV :    *n+V+0  =  +  V^ • 

3)  ßeljrfa^:  3cbc  nngerabe  SBurjel  ans  einer  po\u 
tiöcti  3af)t  liefert  ftetS  nur  einen,  nämlid)  einen  pofi* 
tiöen  SBert. 


2«+ly 


3nfoIge  biefeä  Seljrfa&e«  ift       y+  1  —  +  1. 

©ie  beiben  SSorjeidjen  +  unb  —  burfen  nnr  in  bem 
Sfalle  jnfammen  öor  einer  aBnrjelgröfje  fielen,  toenn  man 
bic  Strt  ber  (Sntfteljnng  be8  Sftabifanben  nidjt  iennt. 
V(+  aY  if*  immer  nnr  +  a  nnb  )/(—  a)2  ift  ftetö  nnr  gleidj 
—  a.    dagegen  ift: 

1/a8  -  2ab  +  62  =  ±  (a  -  &), 
toeil  ber  SRabiianb  fottoljl  an»  (a— Vf  als  and)  an«  (6  —  a)2 
entftanben  fein  fann. 

gerner  ift  }/(J  =  0;  benn  nad)  §  41,  2  ift  0*  —  0. 

$ie  gerabe  2Bur$el  aus  einet  negativen  8^  8-  8«  V— 4  tonn 
feiner  ber  bisher  betrachteten  ftc&jivx  gteid*  {ein,  toetl  e*  leine  pofittoe 
ober  negatibe  8^1  gtebt,  beten  Ouabrat  ben  SRabtfanben  —  4  liefert. 
SBir  ljaben  es  ljter  mit  einer  nenen  Sa^Iform  &u  t§un,  beten  93e* 
tradjtung  in  einem  befonbern  2lbfd}ttitt  erlebigt  toirb. 

2Bur§eln  mit  negativem  SBurjelejponenten,  atfo  SfoSbrüde  t>on  ber 
gorm     yä,  finben  im  fotgenben  ftbfdjnitt  iljre  Deutung. 

Ü0n  tan  ftlgri>rfttfdj*n  Sfomnwn* 
§  43.    Segriff  nnb  Gigenfdjaften  einer  algebratfdjen  Summt. 
SBie  man  bie  pofittoen  nnb  negativen  &af)Un  algebraifdje 
ßa^Ien  nennt,  fo  ijeifct  eine  ©nmme  an«  algebraifdjen  Qctijlm 
eine  algebraifdje  ©nmme,  j.  83.: 

(+  4)  +  (-  7)  +  (-  3)  +  (+  12)  +  (+  9)  +  (-  8). 
3n  ber  Siegel  reityt  man  in  einer  folgen  ©nmme  bie  einjelnen 
©nmmanben,  b.  i.  bie  Sluäbriicfe  mit  ttjren  SBorjeidjen,  oljne 
ÄbbitionSjeidjen  aneinanber  nnb  fdjreibt: 

+  4_7_3+  12  +  9  —  8. 
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©elefen:  plus  4  minus  7  minus  3  plus  12  plus  9  minus  8. 
2)ie  einjelnen  StuSbrücfe  (4,  7,  3  u.  f.  w.)  einer  algebraifd&en 
©umme  werben  aud)  ©lieber  genannt  uub  nad)  bet  SIrt  beg 
SSorgeidjenS  in  pofitiöe  unb  negative  ©lieber  unterfdjieben. 
£at  bag  erfte  ©lieb  fein  SSorgeidjen,  fo  ift  e8  atö  pofitito  an* 
jufeljen.  S)a3  ©efefc  über  bie  Sertaufdjung  ber  ©ummanben 
(§  3,  2)  unb  bie  £auptregel  §  6,  5  gelten  aud)  für  bie  alge= 
braifd^e  ©umme.  3Ran  lann  alfo  bie  ©lieber  einer  alge= 
braifd(jen  Summe  in  beliebiger  Reihenfolge  fdfjreiben, 
wenn  jebeä  ©lieb  fein  33orjeidjen  beibehält,  ©inb  in 
einer  algebraifdfjen  ©umtne  jwei  abfolut  gleite,  atgebraifdj  ent* 
gegengefefcte  ©lieber,  fo  fann  man  biefelben  oljne  weitereg  aus* 
iaffen,  j.  83.: 

a  —  b  —  c  +  &  +  d  +  c  =  a  +  d. 

aSeftc^t  eine  algebraifd&e  ©umme  aus  beftimmten 
3a^len,  fo  finbet  man  ben  33etrag  ober  2Bert  ber 
©umme  in  ber  Regel  am  fürjeften,  inbem  man  fowof)! 
bie  pofiti&en  als  bie  negativen  ©lieber  abbiert  unb 
lefctere  ©umme  t>on  erfterer  fubtraljiert.  ©o  ift  j.  83.: 
6+12-16  +  8-4  +  5—7 

=  (6  +  12  +  8  +  5)  -  (16  +  4  +  7)  =  31  —  27  =  4. 
(Sine   algebraifdje   ©umme   auf   eine   geringere   Slnja^l    öon 
©liebern  jurütffüljren  Ijeifjt  Mefelbe  rebujieren. 

3n  einer  algebraifdjen  ©umme  fönnen  aud)  ©lieber  öon 
klammem  umfdfjloffen  fein.  Sllgbann  bilben  bie  SluSbrücfe 
innerhalb  ber  Slammer  lieber  eine  algebraifdfje  ©umme,  welche 
aud)  woljl  ein  juf  ammengef  efcteS  ©lieb  genannt  wirb,  ©te^t 
t>or  einem  jufammengefefcten  ©liebe  ba$  3e^en  +> 
fo  bärfen  bie  klammern  untfefd&abet  ber  8tid)tig!eit 
auggelaffen  werben.  3ft  bagegen  einem  me^rglie- 
brigen  Slugbrucf  ba8  3^**  —  ^orgefe^t,  fo  mufj 
man  beim  Sluflöfen  ber  Älammer  alle  ©lieber  inner» 
Ijalb  berfelben  mit  entgegengefefctem  SSorjeidfjen  f)in* 
fdjreiben.    ©o  ift  j.  83.: 

a  +  &  —  (c  +  d  —  f)-{-g*=*a  +  b  —  c  —  d  +  f+g. 


Digitized  by 


Google 


§  44.  Kbbition  unb  ©ubtraftion  öon  atgebraifd&en  Summen.    123 

SRandjmal  erfreuten  aud)  in  einer  atgebraifdjen  Summe 
jufammengefejjte  Sßrobuite,  b.  $.  foldje,  in  welken  ein  gaitor 
(ober  mehrere  gaftoren)  au«  einem  meljrgliebrigen  Äu8brucf 
befielt.  S)urdj  8fo8füljrung  ber  ^Rechenoperationen  iann  ein 
foldjeS  Sßrobuit  in  eine  algebraifdje  Summe  üerwanbelt  werben, 

ft.  ».: 

10a  —  7c  -  6(a  +  26  -  3c)  +  5  •  (3a  -^  4c) 

—  10a  —  7c  —  6a  —  12&  +  18c  +  15a  —  20c. 

$)ie  ©efefce  über  Äbbition  unb  Subtraition  t>on 
Summen  unb  ©ifferenjen  ber  natürlichen  Säulen  finb 
aud)  für  algebraifdje  ©ummen  gültig*  SDenn  jebe  Summe 
au«  natürlichen  Saljlen  fann  al8  algebraifdje  Summe  aufgefaßt 
»erben.  Deutet  man  j.  85.  in  ber  Summe  ber  natürlichen 
ßa^Ien  a  +  l  +  c  ba$  SRedjenjeidjen  +  al8  SBorjeidjen,  fo 
fteßt  biefelbe  eine  Summe  au*  nur  pofittoen  QofyUn  bar,  rottet 
ein  befonberer  fjaß  ber  algebraifdjen  Summe  ift.  Ob  man 
12  —  8  +  6  —  5  al8  jufammengefejjten  8to8brucf  ber  natttr* 
liefen  Säulen  12,  8,  6  unb  5  betrachtet  ober  biefe  Qafjltxi* 
berlnfipfung  als  algebraifdje  Summe  au8  ben  pofititoen 
Säulen  (+12),  (+6)  unb  ben  negativen  ßaljlen  (—8) 
unb  (—  5)  anfielt,  ift  für  ba8  Ergebnis  ber  Stedjnung  gleidj* 
gültig,  ©benfo  fann  jebe  Sifferenj  a  —  b  ber  natürlichen 
Ballen  als  algebraifdje  Summe  aufgefaßt  werben,  ba  e8  gemäfe 
bem  ©efejje  über  bie  Subtraition  ber  algebraifdjen  Säulen  (§  35) 
einerlei  ift,  ob  man  üon  einer  galjt  a  eine  anbere  l  fubtraljiert 
ober  biefelbe  atgebraifd)  abbiert,  b.  $.  a  —  6  —  «  +  ( — V). 
9u8  biefer  Steigung  gef)t  ein  wefentlidjer  Vorteil  ber  all« 
gemeinen  5lritt)mett!  tjer&or.  @8  ift  nämtid)  nidjt  nötig, 
ferner  bie  früher  aufgehellten  SRedjengefefce  über  bie 
JDifferens  anjuwenben,  ba  biefe  Qai)tt>txixn\>vini  ben 
©efefcen  über  ba8  föedjnen  mit  algebraifdjen  ©ummen 
unterworfen  wirb. 

§  44    «bbttiou  unb  «Subtraftion  non  algebraifd|en  Summen. 

1)  Seljrfa^:  Älgebraifdje  Summen  werben  ju  ein« 

anber  abbiert,  inbem  man  bie  gleichnamigen  ©lieber 
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unter  einanbet  fdjreibt  unb  biefelBen  nad>  ben'©efe$en 
in  bcn  §§  34  unb  35  abbiert. 
Um  j.  85.  bic  ©ummen: 

12a  —  86  —  5c      unb      206  +  15a  —  9c 
unb      7c  — 16a— 66 

in  eine  einzige  ju  vereinigen,  richtet  man  bie  SRedjnung  auf 
fotgenbe  SBeife  ein: 

12a—    86  — 5c 

15a  +  206  -  9c 
—  16a—    66  + 7c 

lla+    66— 7c. 

2)  Selpfat:  ßmei  algebraifdje  Summen  »erben  toon* 
einanber  fubtraljiert,  inbem  man  jiebeS  (Stieb  be8  ®ub* 
tra^enben   mit   entgegengefefctem   SSorjeidjen   ju   ben 
©Hebern  be3  SRinuenben  abbiert. 
©eiftiel:  . 

20a  —  146  +  7c  —  (12a  -  96  —  8c). 
Ausführung: 

20a  —  146  +    7c 
12a—    96—    8c 


8a—    56+  15c. 


§  45.    SRulttylifation  alge&raifdjer  «Summen. 

1)  Seljrfa^:  Sufolge  §  9,  1  unb  4  mirb  eine  alge* 
braifd^e  ©umme  mit  einer  gat)!  muftiplijiert,  inbem 
man  jiebeS  ©lieb  mit  ber  3&*jl  multiplijiert  unb  ben 
entftanbenen  $eityrobuften  bei  gleiten  SBorjeidjen 
ber  gaitoren  ba3  Beidjen  +/  bagegen  bei  entgegen* 
gefegten  SBorjeidjen  ba8  &ti$tn  —  toorfefct.  (83er* 
gleite  §  38.) 

SBetf^ici: 
(—  7a  +  96  —  5c)  .  —  3a  —  21a2  —  27a5  +  15ac. 
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2)  ßeljrfa^:  3toet  algebraifdje  Summen  »erben 
initeinanber  multipliiiert,  inbctn  man  mit  jebcm 
©lieb  bcr  einen  ©umme  an  allen  ©liebem  ber  anbern 
Summe  bie  SRultiplüation  fcoltjiefjt  unb  ben  %t\U 
probuften  bei  gleichen  SBorjeidjen  +,  bei  ungleichen 
—  toorfefct.   (SBergleidje  §  10, 10  unb  §  38  bie  #auptgefefce.) 

©oll  j.  S3.  bie  ©umme: 

5a  —  36  —  2c  mit  7a +  46  — 3c 
multtytijiert  »erben,  fo  fdjreibt  man  bie  gaftoren  unterem- 
anber  unb  öerfäljrt  ttrie  beim  aRulttylijieren  meljrftelttger  befa* 
bifdjer  Satjlen,  mit  bem  Unterfdjiebe,  bafe  man  t>on  linf8  nadj 
red)t§  rennet  Sie  gleichnamigen  Sßrobufte  werben  bei  2lu3-- 
füljrung  ber  SRedjnung  untereinanber  gefdjrieben  unb  julefct 
in  ein  ©lieb  Bereinigt. 

»eifpiet: 

5a  —    36    —    2c 
7a  +    46    —    3c 

35a2  —  21  a6  —  14ac 

+  20a6  —  1262  — 86c 

—  15ac  +96C  +  6C2 

35a2—    a6    —  29ac  —  1262  +  6c  +  6c2. 

§  46.    Sibifion  algebraifdjer  ®ummtn. 

1)  Seljrfa^:  (Sine  algebraifdje  ©umme  toirb  (gemafj 
§  13,  1  unb  3)  burd)  eine  &a$l  bitoibiert,  inbem  man 
jebeS  ©lieb  biöibiert  unb  ben  einzelnen  duotienten 
nadj  bem  ^auptgefe^e  in  §  39  ba3  SBorjeidjen  giebt. 

Seifpiel: 

(10s  —  15y  +  20*)  :  5  =  2x  —  3y  +  4*. 

SBenn  eine  algebraifdje  ©umme  burdj  3Rutttyli!ation  einer 
©umme  mit  einer  algebraifdjen  ßa^l  ober  au§  bem  Sßrobuft 
jtoeier  atgebraifdjen  ©ummen  entftanben  ift  (toie  j.  33.  bie 
Icfetc  ©umme  in  §  45),   fo  mufj  umgeleljrt  bie  ©itrifion 


Digitized  by 


Google 


126  Stociter  Stbfdjnitt.    ^cgattöc  Sagten. 

berfelben    burdfj    einen    gaftor    ben    anbern    gaftor 
liefern.    @3  ift  j.  83. : 

ax  -\-  bx  —  az  —  bz (a  -(-  &)#  —  (a  +  &)* 

#  —  $  "~~  x  —  z 

=  (a  +  6)  (g  -j,  =  a  +  h 

X  —  z  ' 

Sie  Stidjtigfett  be3  Duottenten  ergiebt  ftd§>  barauS,  baft: 

(«  +  &).(*-*) 
bie  algebraifdfje  ©umme: 

ax  -{-bx  —  az  —  bz 
liefert.     (Sine  algebraifc^e  ©umme  burdj  eine   anbere 
biüibieren    Ijeifjt,    einen    StuSbrucf    burdO    $Red(jnung 
fud(jen,    toeldjer   mit   bem   2)it>ifor   multipliziert    ben 
S)iöibenben  jum  Sßrobulte  giebt. 

Äann  bie  QtvU$im$  beS  S)üribenben  in  gaftoren  nid^t 
betoerfftelligt  werben,  fo  bebient  man  ftdfj  jur  SSertoanblung 
be3  Quotienten  in  eine  algebraifd(je  ©umme  eines  SRed(jnung3s 
oerfaljrenS,  toetöjeS  mit  ber  2)it>ifion  me^rfteßiger  natürlicher 
ga^len  burdf)  einen  mehrteiligen  3)it>ifor  grofje  $f)nlidfjfeit  i)at 
ßur  Kenntnis  gettriffer  {Regeln,  toeldfje  bei  ber  ©toifion  alge= 
braifdfjer  Summen  ju  befolgen  finb,  gelangt  man  burdi)  folgenbe 
Überlegung:  Sft  ber  2)toibenb  S  ba3  Sßrobuft  aus  bem  SMtrifor 
s  unb  einer  algebraifdfjen  ©umme,  fo  muffen  bie  33ud()ftaben 
be$  3)iöifor3  audf)  im  S)itribenben  enthalten  fein.  (SJian  felje 
baS  Seifpiel  in  §  45  unter  2.)  SBor  StuSfüljrung  ber  $)itrifion 
einer  algebraifdfjen  ©umme  burdfj  eine  foldfje  ©umme  mufj  man 
baljer  junädfjft  fotoo^l  bie  ©lieber  beS  3)toibenben  als  bie 
©lieber  be8  2)it>ifor3  orbnen,  unb  gtoar  junftc^ft  nadfj  bem 
Slfyljabet.  33eim  Drbnen  ber  ©ummen  ift  femer  ber  9tang 
ber  ©lieber  nadfj  iljrem  Sßotenjtoert  ju  berücffid^tigen.  2)ie 
SRangorbnung  ber  ©lieber  ift  eine  jtoeifadfje:  fteljt  ba3  ©lieb 
mit  bem  ljödfjften  Sßotenjejponenten  juerft  unb  folgen  nun  bie 
übrigen  ©lieber  iljrem  9tange  entfpretJjenb,  fo  bafc  bie  ©umme 
mit  bem  ©liebe  ber  niebrigften  Sßotenj  abfd(jliefjt,  fo  ift  bie 
algebraifdfje   ©umme   nadfj    fallenben   Sßotenjen,   im   um- 
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gefegten  gaHe  natlj  fteigenben  Sßotenjen  georbnet.  2)ie 
ßa^l,  nadf)  toeld)er  eine  algebraifdfje  Summe  georbnet  ift,  torirb 
$auptgröfte  ober  DrbnungSgröfje  genannt.    S)ie  ©umme: 

12a;*  —  8x*  +  örr2  +  s  —  15 
ift  nad)  fattenben  ^ßotenjen  unb  bie  folgenbe: 

8  +  s  —  7  s2-  5a;8  +  10a* 

ift  nadfj  fteigenben  ^otenjen  t>on  a;  georbnet.  ©inb  S)üribenb 
nnb  2)imfor  übereinftimmenb  georbnet,  fo  toirb  bie  ©toifion 
auf  eine  joldfje  SBeife  auSjufüljren  fein,  bafj  autlj  ber  Quotient, 
bie  gefugte  ©ntnnte,  entforedfjenb  georbnet  erfdjeint. 

9113  ©runblage  jur  SBertoanblung  be3  Duotienten  jtoeier 
algebraifd(jen  ©umnien  8  unb  5  in  eine  algebraifdfje  Summe 
bient  folgenbe  %vttxü.: 

S  .     S  —  08 

7  =  2  +  -^- 

Die  je  ©leidfjung  fyrid)t  folgenbe  Sieget  au3:  3Kan  bitribiere  ba8 
erfte  ©lieb  beS  ©ioibenben  burdfj  ba3  erfte  ©lieb  be3  ©UrijorS, 
fo  erljält  man  ben  erften  Xeilquotienten  q.  S)iefen  multtylijiere 
man  mit  fämttidfjen  ©liebern  be3  SHtriforS  unb  fubtraljiere  bie 
erhaltenen  Sßrobufte  t>om  SJtoibenben  nadfj  ber  Siegel:  SUge- 
braifdf)  ©ubtraljieren  ljeifct,  mit  entgegengefefctem  SSorjeid^en 
abbieren  (§  38).  Drbnet  man  nun  btn  SReft  S  —  qs  unb 
toenbet  auf  ben  Duotienten  S  —  qs  oorfteljenbe  gormel  in 
berfelben  SGBcifc  an,  fo  finbet  man  ba3  jtoeite  ©lieb  ber 
gefudfjten  ©umme.  2)ur<Jj  Sfortfefcung  biefeS  SJerfaljrenS  erhält 
man  nad(j  unb  nad(j  alle  ©lieber  ber  ju  fud(jenben  algebraifd^en 
Duotienten.  Xritt  ber  gatt  ein,  bafe  bie  2)ifferenj  S  —  qs 
9htH  giebt,  fo  fagt  man,  bie  S)toifion  geljt  auf  ober  ber  3)toi* 
benb  iji  burd)  ben  2)toifor  (ofjne  Steft)  teilbar,  —  Sei  $u&= 
fftljrung  ber  einjelnen  S)toifionen  fcergeffe  man  nidfjt,  ben 
Duotienten  baS  richtige  SBorjeid^en  ju  geben  (§  39). 
SBcifpiel:  (SS  fei  bie  algebraifdfje  ©umme: 
15a:2  +  I6xy  —  15y2  +  2xz  +  2&yz  —  8s2 
burdfj  bie  algebraische  ©umme: 

3x  -\-  5y  —  2z  ju  biöibieren. 
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©arftellung  be3  Sted&nungSberfaljrenS: 
(15a;2+16a;y-15y2+  2a;*+26ys-8*2) :  (3s+5y-2*) 
15a?2+25a?j/  —  lOa:0  =5rp — 3y+4jer. 

-  9xy— 15jr*+12**+26y*—8*1 

-  9a;y-15y2  +  6yg 

12a;*+20y£-8*2 
I2xz+20yz— 8*2 
(X 
Erläuterung    toorfteljenber   Stedfjnung.     2)a3    erfte 
©lieb  be$  ©toibenben  15a;2  burdfj  ba3  erfte  ©lieb  be3  ©toiforg 
3a?  btoibiert  giebt  5x,  ben  erften  Seil  ber  gefugten  alge- 
braifdfjen   ©umme.     SMefen   Xeilquotienten   mit  bem   ganjen 
2)itrifor  multtylijiert,  liefert: 

(3a;  +  5y  —  2z)  •  5x  =  15a;2  +  25a;y  —  10a;*. 
3)urd^  ©ubtrattion  biefcS  SeifyrobufteS  t>om  3Kinuenben  ent* 
fteljt:         _  gxy  _  i5y*  +  12^;^  +  26yz  —  8z*. 

3)toibieren  wir  ba3  erfte  ©lieb  biefe§  9tefte8  — 9xy  burdfj 
3a;,  fo  erhalten  ttrir  ba3  jtoeite  ©lieb  beS  gefudjten  ©toiforS, 
nämlidlj  —  3y.    5£)a8  Sßrobuft: 

(3a;  +  5y  —  2z)  •  —  3y  =  —  15a;y  —  15y2  +  6yz 
&om  öorigen  tiefte  fubtratyert,  giebt: 

12a;s  +  20yz  —  8*2. 
S)en  erften  Seil  biefeS  SRefteS  burdfj  3a;  btoibiert,  liefert  ben 
brüten  Seilquotienten,   nämlidf)   4z.     Subtrahiert  man  ba3 
^robuft: 

(3a;  +  5y  —  2z)  •  4z    ober     12a;*  +  20a;y  —  8*2 
toom  vorigen  Sftefte,  fo  bleibt  SKutt  übrig.    3)ie  gefugte  alge* 
braifd^e  ©umme  t>eiftt  alfo: 

5a;  —  3y  +  4*. 
2)iefer  Duotient  ift  richtig,  toeil  nadjj  bem  ©runbgefefce  ber 
©toifion  Q  •  d  =  D,   ba8  ^robuft: 

(3a;  +  5y  —  2s)  •  (5a;  —  3y  +  4s) 
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ben  ©Uribenben  liefert     3n   üorfteljenber  9t«^nung  ift   bie 

gormel:  s-         ,  s-qs 

7  =  2  +  — — 

breimal  angewenbet  worben.  S)urd§  bie  etfte  ©iöifton  ergab 
fi<$  q  =  loa? :  3a?  =  5x,  unb  bejeidjnen  toir  bie  gegebenen 
Summen  in  bem  getöften  SSeiftriele  jur  Äflrje  mit  8  unb  5, 
f°  ift: 

S ,    8—  qs -       ,    — - $xy  —  15y8  +  12äg  +  26yg  —  8g8 

7  —  ?  +  —  O*  i  8*  +  5y~2s 

S)ur<Jj  Slmoenbung  ber  gormel  auf  ben  legieren  üuotienten 
erhielten  wir:       q  _  _  9^ :  3#  =  —  3y       unb 

SBeljanbeft  man  ben  Quotienten  redjtö  in  berfetben  SBeife,  fo 
ergiebt  fi$:  q  =  12^ :  3x  =  4«       unb 

«       *   '       s  *   '         '   3ä  -f  öy  —  2« 

=  hx  —  3y  +  4#. 

S)er  tefcte  Duotient  ift  nad)  §  40  ber  Stoß  gleich 

SBctoci»  für  bie  9ti<Jjtigfeit  ber  SBerwanblungSformet: 

S  i    S  —  qs 

7  =  2  +  -^- 

2)iefe  ©leidfjung  ift  ridfjtig,  wenn  beut  ©runbgefefc  Qd  =  D 
jufoige:  (g  +  ^£).s  =  s 

ift.    S)urdj  SfaSfiHjrung  ber  2Äutttylilation  entfielt: 

qs  +  S  —  qs  =  S. 
3ft  ber  SMöifor  s  nidfjt  gaftor  beg  2)toibenben  S,  fo  lann 
burdfj  3luSfül)rung  ber  2)foifion  bie  2)ifferenj  S  —  qs  nie 
gleid)  9iuß  »erben,  alfo  bie  Sftedtjnung  nidfjt  aufgeben,  mag 
man  biefelbe  fo  lange  fortfe$en,  als  man  will.  3)ie  2)foifion 
get)t  nie  auf,  wenn  eine  ßaljl  burdfj  eine  algebraifd(je  ©umme 
btoibiert  wirb.  3n  biefem  gälte  lann  man  eine  beliebige  Sin* 
jafjl  öon  ©liebern  beregnen,  toergeffe  aber  nidfjt,  als  tefcte« 

©Füller,  «tttt&tnettf.  9 


Digitized  by 


Google 
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©lieb  bot  Quotienten  ou8  bem  legten  SReft  unb  bem  ©toifor, 

-j2,   anjufd)reiben.    £änfig  erlennt  man  an8  ben  erften  be* 

rechneten  ©liebem  ein  beftimmteS  ©efefc,  nadfj  toeldfjem  man 
bie  folgenben  ©nmmanben  ofjne  weiteres  bilben  fann.  @8  fei 
}.  33.  bie  ßaljt  1  burdfj  bie  ©nmme  1  +  aju  btoibieren. 

l^l  +  ^-l-a  +  ^-a'  +  ^-j^j. 
l_+_a 
—  a 


a*  +  a* 

1 :  ( 1  -  a)  =  1  +  a  +  a'  +  «8  +  a*  +  ^  • 

9hm  ftnb  nrir  an<$  imftanbe,  ben  2Bert  be$  Duotienten  £ 
nodjj  anberS  jn  beftimmen.  ©efct  man  an  ©teile  be3  S>it>iforS 
SRulI  bie  gleidljtoertige  Differenj  a  —  a,  fo  ift  £  gleidfj: 

a:(a-a) -1  +  1  +  1  +  1  + +  ^ 

a  —  a 

a 

a  —  a 


Da  bie  fctoifion  nid(jt  anfgetjt  nnb  jcbes  ©lieb  be8  Dnotienten 
1  ift,  fo  lenktet  ein,  bafj  ber  Ouotient  a:0  eine  unenbtidje 
Steige  öon  (Sinljeiten,  b.  %  eine  mtenblidje  3^1  (§  40)  be* 
jei^net  Äu8  biefem  ©runbe  bennfct  man  ben  Quotienten  \ 
au<$  al8  ftttifym  für  <x>. 

§  47.    Serlegnng  algebtaif^et  ©mnmen  in  ^attoren. 

3n  §  45  ift  gejeigt  loorben,  ttrie  man  jtoet  Sßrobnlte, 
toeldje  algebraifd&e  ©nmmen  finb,  in  eine  einzige  ©nmme 
öiroanbelt.  £ier  foK  bie  nmgefefjrte  Operation  beljanbelt 
»erben,   nümltdf)   bie  SSertoanblnng   ober   QnU%nrtQ   alge* 
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Broiler  ©ummen  in  Sßrobulte.    2)iefe  Umformung  ift  in 
riefen  gäHen  toon  SBidfjtigieit 

1)  #aben  bic  ©lieber  einet  algebraifdfjen  Summe 
einen  galtot  gemeinfcfjaftlid(j,  fo  fonbere  man  il)n  ab. 
SBie  bic*  gefd()iel)t,  leljrt  bie  gönnet: 

ab  +  ac  —  a(6  +  c). 
(SJergleid&e  bie  SBemerfungen  §  9,  Seite  33.) 
SBeifpicIc: 
5w  ±  5n  =  5(m  +  w);      24a  -  186  =  6(4a  -  36); 
3a'6  —  Gab*  +  18a6c  =  3a6(a  -  26  +  6c). 

2)  ©röfcere  ©tJjttrierigfeit  bietet  bie  Belegung  algebraifd&er 
©ummen,  loettje  burdfj  jtoei=  nnb  meljrgliebrige  fjaftoten  be* 
jetc^net  werben  muffen.  3)a  Ijier  nidfjt  alle  ©lieber  mit  einem 
gemeinfd&aftlidfjen  gaftor  behaftet  ftnb,  fo  überlege  man,  ob 
2  unb  2,  3  unb  3  ©lieber  n.  f.  tt>.  fidj  tote  üorljitt  in  ein 
Sßrobnft  üernmnbeln  laffen,  j.  85.: 

ac  —  bd  +  ad  —  bc  =  c(a  —  6)  +  d(a  —  6) 

-(«  — »)(«  +  «0; 

2a6  +  c  —  2a  —  5c  =  2a(5  —  1)  —  c(b  —  1) 

=  (2a  +  c)(6-l). 
löam  —  8cn  —  lOan  +  12cm  —  96m  +  66n 
=  3m(5a  —  36  +  4c)  —  2n(5a  —  36  +  4c) 
=  (5a  —  36  +  4c)  (3m  —  2n). 

3)  83eftel)t  bie  algebraifd(je  ©umme  ans  einer  ungeraben 
&njaljl  ©lieber,  fo  läftt  fid&  biefelbe  nid^t  bireft  in  ein  Sßrobuft 
oertoanbeln.  3Kand(jmal  fommt  man  audj  Ijier  jum  &\ät,  wenn 
man  üorerft  burdfj  Belegung  eine«  ©liebe*  in  eine  ©nmme 
ober  in  eine  ©iffereng  eine  gerabe  Änjaljl  oon  ©liebem  fdfjafft 
unb  bann  ba3  SBerfaljren  unter  2)  amoenbet.  5£)a3  ©etingen 
ber  Umformung  Ijängt  toefentlid(j  üon  ber  Sßaljl  be3  ju  jer* 
legenben  ©ummanben  unb  &on  ber  Strt  ber  &ttU$un$  a&- 
3)urc$  aufmerffame  Betrachtung  ber  ©lieber  unb  Übung  erlangt 
man  alsbalb  eine  genriffe  ©efd(jicftid(jfeit  in  biefer  Stedjenarbeit. 

9* 
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SBeifpiete: 

x*  +  3xy  +  2y*  =  x*  +  xy  +  2xy  +  2y* 

—  *(*  +  »)  +  2»(*  +  y)  —  (*  +  !0  (*  +  2y). 

#*  +  xy  —  12y%  =  a?2  +  4a?y  —  3a?y  —  12y* 

—  *(*  —  $y)  +  4y(x  —  3y)  —  (*  +  4y)  (s  -  3y). 

4)  2)ie  gormefa  §  16,  2/J  unb  4/J,  8,  9  unb  §  17 
Seite  66  1  Bis  5  formen  oft  mit  SSorteil  angetoenbet  toerben, 
fr  85.: 

«•  +  6y  +  ty  -  (*  +  3y)2  =  (x  +  3y)  (*  +  3y). 

9a;2  +  12ay  +  4y2  =  (3a?  +  2y)2; 

4*2  -  9y2  =  (2*  +  3y)  •  (2«  -  3y); 

«•  +  1  «.  (x  +  1)  •  (s2  —  xy  +  1); 

/p2  y2  ^2  _|_  2y0  =  #«  (y  ^)8 

—  0  +  y  —  *)  •  («  —  y  +  *). 

5)  ©ine  atgebraifd)e  ©umme  öon  bcr  gorm  s?  +  p%  +  q 
Ijeifjt  ein  nad)  fattenben  Sßotenjen  öon  a;  georbneter  quabratifdjer 
ÄuSbrucf.  Um  bie  Regeln  für  bie  gaftorenbifimng  berartiger 
ÄuSbrücfe  ju  gewinnen,  Mibe  man  bie  folgenben  ©teidjungen, 
in  welken  a  >  b  ift: 

(1)  (x  +  a)(x  +  b)-=a?  +  (a  +  h)x  +  ab 

(2)  (x  +  d)  (x  —  b)  —  a;2  +  (a  —  6)a?  —  a& 

(3)  (x  —  a)(x  +  b)  =  x2  —  (a  —  b)x  —  ab 

(4)  (x  —  a)  (x  —  6)  =  x2  —  (a  +  fyx  +  «6» 

2)iefe  ©teidjungen  lehren:  1)  2)a  ber  33ud)ftabe  a;  ate  gaftor 
be3  erften  unb  jweiten  ®Iiebe8  bet  entftanbenen  algebraifdjen 
©umme  erfdjeint,  fo  mufj  berfetbe  ein  ©ummanb  ber  beiben 
jtoeigtiebrigen  gaftoren  fein;  2)  S)er  Äoeffijient  (gaftor)  +jp 
be3  jtoeiten  ©liebet  ift  bie  algebraifdje  ©umme  ber  beiben 
anbem  ©ummanben  ber  gaftoren,  unb  bo8  britte  ©lieb  +  q 
ift  ba8  ?ßrobuft  berfetben.  3)  »leget  für  bie  «uffinbung 
ber  jweiten  ©lieber  ber  galtoren:  SRan  gerlege  baS 
britte  ©lieb  +q  in  ein  Sßrobuft  aus  gtoei  algebraifdjen 
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Soweit,  beten  Summe  gteidj  bem  Äoeffijienten  ±i> 
beS  jweiten  ©liebe«  be8  quabratifdjen  8u8brucf8  tft. 

1)  SBeifpiet:  #«  +  9x  +  20.  Da  baS  jtteite  unb  britte 
©fieb  bog  33orjeiä)en  +  Ijaben,  fo  finb  bie  ©lieber  ber  bi* 
nontifdjen  gaftoten  pofitit).    SKun  ift: 

(+20)-(+l).(+20) 
-(+2). (+10) 
-(+*)•(+    5). 

Der  SSebingung,  bafj  bie  Äoefftjientenfunune  gleidj  +  9  ift, 
genfigt  nur  baS  tefcte  Sßrobuft;  fotglid)  ift: 

s»  +  9*  +  20  =  (*  +  4)  (x  +  5). 

2)  x*  +  2x — 48.  Da  ba8  jtoeite  ©lieb  be8  quabratifdjen 
Äu8bru<f8  pofitto,  ba8  Ie|te  aber  negotii  ift,  fo  ift  formet  2 
(in  ber  Umfeijrung)  anjuwenben.    68  ift: 

(_48)  =  (-l)-(+48)  =  (+l).(-48) 
=  (-2).(+24)  =  (+2)-(-24) 
=  (-3).(+16)  =  (+3)-(-16) 
-(-4).(+12)~(+4)-(-12) 
-(-8).(+    6)-(+8).(-    6). 

SJon  biefen  Serlegnngen  erfüllt  ba8  tefcte  Sßrobuft  (+8)  -(—6) 
bie  gorberung,  baf»  bie  algebraifdje  ©umtne  ber  gottoren  gleid) 
+  2  ift.    golglta)  ift: 

3?  +  2»  —  48  —  (x  +  8)  (x  —  6). 

Die  auSffiljrlidje  Darlegung  ber  Verlegung  in  fotgenben 
Seif  fielen  ift  beut  Sernenben  fiberlaffen: 

x*  +  10*  —  24  =  (x  +  12)  (*  —  2); 

xl  -  3x  -  54  —  (*  —  9)  (x  +  6); 

x*  —  10s  +  9  =  (x  -  9)  (x  -  1); 

s*  —  a;  —  30  —  (x  +  5)  (x  -  6); 

s*  —  2ax  —  8a*  =•  (x  +  2a)  («  —  4a); 

x*  —  23*  +  120  =  (*  —  15)  (a;  —  8); 
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134  gtoettet  Ebföttitt.    Sfeegatiüe  galten. 

3s2  +  x  -  2  =  (x  +  1)  (3a;  —  2); 
12s*  —  17a;  +  6  —  (4*  —  3)  (3s  —  2). 

2)ie  Verlegung  algebraifdjer  ÄuSbrücfe  öon  bcr  gorm 
#'  ±^±2  if*  toidjtig,  toeil  fic  un3  ein  SRittel  bietet, 
gemifd)te  quabratifd)e  (Gleichungen  ju  löfen. 

§  48.  ©etetuiflung  Hon  Duoticnten  au*  algetraifdjen  ©uwwen; 
Äürjcn  berfelten. 

a)  ^Bereinigen.  S)ie  ^Bereinigung  öon  Cluotienten  gefdjieljt 
nad)  ben  in  §  13  unter  2)  unb  4)  aufgehellten  Seljrfäfcen.  ©inb 
bie  3)toiforen  ber  Cluotienten  toerfd)ieben,  fo  muffen  teuere  öor= 
erft  gleichnamig  gemalt  werben.  3Da3  ©leidinamigmadjen 
befteljt  barin,  bafj  man  ©tiribenb  unb  3)toifor  eines  jeben 
Cluotienten  mit  einem  folgen  Äuäbrucf  multipliziert,  bafe  bte* 
fetten  gleiten  3)toifor  erhalten.  2)ie  Stidjtigfeit  biefe»  SRedj* 
nungSöerfatjrenS  grünbet  fid)  auf  ben  10)  ßeljrfafc  in  §  13. 
©inen  gemeinfamen  2)toifor,  #auptbtoifor  ober  $)toibuu8,  un- 
gleichnamiger Cluotienten  erhält  man  ftetö  burdj  baS  Sßrobuft 
fämtlidjer  2)toiforen.  S)er  auf  bieje  SBeife  gebilbete  ftavtyt* 
bfoifor  ift  inbeä  nidjt  immer  ber  Ileinfte.  Um  ben  lefcteren 
ju  finben,  lann  man  bie  im  öorigen  Paragraphen  gelehrte 
gaftoren-ßerlegung  ber  SHtriforen  benufcen.  SRanc^mal  ift  ber 
©iüifor  eines  ber  ju  öereinigenben  Cluotienten  ber  §auptbtoifor. 

1)  SBeifptet:  x  a 

x  +  a    '    x  —  a' 

©er  §auptbtoifor  Ijeifjt  (x  +  a)  (x  —  a).    SBejeidjnet  man  bie 
©umme  ber  Quotienten  mit  S,  fo  ift: 

~ x(x  —  a)  +  a(x  +  a)        x*  +  <** 

—        {x  -\-  a)  {x  —  a)  x*  —  a* 

2)  $)ie  Cluotienten: 

«'  +  y*  +  XV  x*  —  xy  +  y*  ^  2y8  +  x*  —  y* 

x  +  y        '  x  —  y  x%  —  y* 

ju  abbieren. 

©er  §auptbtoifor  ift  a?—y%,  toeit  (x-\-y)(x— y)=a*~ y* 
ift  (§  16,  7/3).    @8  ift  ba^er: 
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§  48.  Sereinigung  Don  Quotienten  aul  alge&raifdjen  Summen.    135 
°  =  a?8  —  y8 

9iad}  gormet  (3)  Seite  66  ift  baS  erfte  $robu!t  be8  ©totben* 
ben  gleid)  s8  —  y*,  ba8  jtoeite  Sßrobuft  liefert  x*  +  y8  wd) 
gormei  (2).    golgtid^  ift: 

Q  _  x*  —  y8  —  (a?8  +  y8)  +  2y8  —  y*  +  x*  _  a?8  —  y8        1 
Ä x*-y*  *•  -  y8  =  1- 

3)  SBeifpiel:  @8  feien  bie  Quotienten: 

x  —  4  c  10  —  a; 

unb 


a?8  —  6ai  +  6  a;8  +  &x  —  10 

ju  vereinigen.    SRad)  §  47,  5  ift: 

x*  —  5a  +  6  —  (*  —  2)  (x  —  3) 
unb  #*  +  3x  —  10  —  (*  —  2)  (x  +  5). 

Der  Keinfte  2)toibuu8  Ijeifct: 

(x  —  2)  (*  —  3)  (*  +  5).  3Rit$in: 

~        (a?  +  6)  (a  —  4)  -f  {x  —  3)  (10  —  x)  = 14a?  —  50 

Ä  —  "  (X  —  2)  (x  —  3)  («  +  5)  a;8  —  19a  +  30 " 

b)  Äürjen.  Um  Quotienten  atgebraifdjer  Summen  ju 
türjen,  toenbet  man  bie  in  §  47  bejubelte  Umformung  alge* 
üraifd&er  ©ummen  an.  3Ran  üertoanbelt  ben  3)toibenben  unb 
ben  ©toifor  in  Sßrobufte  unb  tyebt  ben  Quotienten  burd)  ben 
<jemeinfdjaftfid)en  gaftor,  j.  58.: 

jv       x*  —  y*  =  (x  —  y)(x+  y)  =  x  —  y  ^ 


2) 


6a4ft  —  6a8ft  +  12a868        3a(2a86  —  2a6  +  4a68)  _  3a 
8a8&8  —  8a62  +  lßab*  =  46(2a8ft  —  2ab  +  4a68)  —  46 " 

3^  2x  +  4  =        2(a?  +  2)        _       2 

'      a;8  —  4a;  —  12         (a?  +  2)  (x  —  6)        x  —  6 ' 

a?»  -f-  3  a;  —  4        (a?  —  1)  (x  +  4)  _  a?  —  1 
'      a?8  +  6«  +  4        (a>  +  1)  (a?  +  *)        a?  +  1 ' 

§  49.    $otenjieren  einer  algetraifdjen  Summ. 

2)ie  Seljrfäfee  §  16, 3/J  unb  4/3  lönnen  ttrir  jefet  in  folgenbe 
SBafjrfjeit  jufammenf  äffen: 

8e$rf*t:  2)a3  Quabrat  einer  algebraifdjen  ©umme 
ift   gleich   ber   ©umme  ber  Quabrate   ber   einjelnen 
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136  gleitet  ttbftytitt.    Sfcegattoe  Sa^en. 

©lieber   unb  ben  boppetten  Sßrobuften  aus   Je   jtoei 
©ummanben.    3-  33- 

(a-b+c-ä)* 

Sßotenjierung  eines  SBinomonS  a  +  6.  ©ntoicfelt 
man  nadfj  §  40  uttb  §  16,  2/3  unb  9  bie  Sßotenjen  ber  ©umme 
a  +  b,  fo  erljält  man: 

(a-J- &)<>  =  1 

(a  +  &)1  =  a  +  6 

(a  +  bf  =  a*  +  2a6  +  fc2 

(a  +  6)8  =  a8  +  3a6  +  3aV*  +  l* 

(a  +  l)*>  =  a4  +  4a86  +  6a262  +  4a&8  +  &*. 

Folgerung  1.  SebeS  £eilprobuft  ber  Sßoteng  einer  Summe 
Beftc^t  au«  fo  triel  gaftoren,  als  ber  ffijponent  (Sintyeiten  enthält. 
2)ie  Änjaljl  ber  gaftoren  eines  jeben  ©liebeg.  in  ber  entttricfelten 
Steige  ber  Sßotenj  (a  +  b)n  ift  allgemein  gleich  n. 

Folgerung  2.  S)aS  ÄnfangSglieb  ber  entttricfelten  5ßotenj- 
rei^e  Reifet  a»,  baS  ©nbgtteb  6n-  S)ie  Opponenten  ber  Sßotengen 
t>on  a  nehmen  ftetig  um  1  ab,  tttäljrenb  bie  ©Eponenten  ber 
Sßotenjen  toon  b  ftetig  um  1  toadfjfen,  bie  ©umme  ber  @e= 
ponenten  eines  jeben  ©liebes  ift  alfo  gleidfj  n.  3)er  ÄuSbrud 
(a  +  b)n  befielt  alfo  aus  folgenben  Sßrobulten: 

an ,      an-xb ,      a"-*&2  + a26»-2 ,      aft*-1 ,      &» . 

Folgerung  3.  2)ie  2tnjal)l  ber  ©lieber  ift  um  1  gröfeer 
als  ber  ©jponent  ber  ©umme.  2)urd)  bie  Sntttricfelung  ber 
Sßotenj  (a  +  b)n  mufj  alfo  eine  Steige  aus  n  +  1  ©liebem 
entftetyen.  —  SSegeid^net  n  eine  gerabe  $a%  fo  §at  bie  SRct^e 
ein  SRittelglieb.  Sft  ber  Opponent  ungerabe,  fo  finb  jtoei 
SRittelglieber  öortyanben. 

S)er  Soefftjient*)  beS  jtoeiten  ©liebes  ber  entttricfelten  Steige 
toon  (a  +  b)s  Reifet  3.  ©iefe  gatyl  ift  gleich  ber  ©umme  ber 
Äoeffijienten  beS  jtoeiten  unb  beS  etften  ©liebes  ber  Sßotenj 

*)  SRan  pflegt  ben  Sttulttyitfatot,  toenn  er  eine  numertfdje  ga^l 
ift,  Äoeffijtenten  $u  nennen. 
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§  49.    qtoteitftieren  einer  algebtaifdjen  Summe.  137 

(a  +  6)2.  2)a8  briltc  ©lieb  ber  SRct^c  üon  (a  +  6)*  Ijat  ben 
Äoeffigienten  6.  ßefcterer  ift  gleidj  ber  Äoefftgtentett*@umme 
aus  beut  brüten  unb  gweiten  ©liebe  ber  enttoicfelten  Steige  t>on 

(a  +  iy. 

Folgerung  4.  2)a3  Anfangt  unb  ba3  ©nbgtieb  ber 
^robuftenreilje  Ijat  beu  Äoeffijienten  1.  ©er  Äoeffigient  ber 
anbern  ©lieber  ift  bie  Summe  au%  bem  Äoeffigienten  be3  cnfe 
fpredjenben  unb  be8  fcorljergeljenben  ©liebes  ber  nädjft  nieberu 
Sßoteng.  3n  ber  Äoeffigienten  *  Steige  folgen  bie  Sohlen  öor* 
toärtö  unb  riuftoärtg  gelefen  in  gleicher  SBeife  aufeinanber. 

Auf  biefer  SBaljrljeit  beruht  bie  SBilbung  ber  folgenben 
lafet,  meldte  bie  Äoeffigienten  ber  ©lieber  ber  ©umtue  a  +  b 
toon  ber  erften  big  gur  fedjften  Sßoteng  enthalt.  2)a  bie  Sßro* 
bufte,  welche  öom  erften  unb  festen  ©liebe  gleid)  toeit  abfteljen, 
gleite  Äoeffigienten  Ijaben,  fo  ift  nur  bie  S3ered)nung  berfelben 
big  gum  SWittetgliebe  nötig.  2)iefe  Xafet  wirb  nadj  SßaScal 
(1623—1662)*)  ba§  SßaScatfdje  ober  aritymeHfdje  Dreied 
genannt. 

0.  1 


1. 

1    1 

2. 

1    2    1 

3. 

13   3      1 

4. 

14  6     4     1 

5. 

1    5   10   10   5   1 

6. 

1   6   15  20   15  6   1 

SRit  SBenufcung  ber  in  ben  Folgerungen  1  bi8  5  au8gefprodjeneu 
83ilbung3gefe|e  über  bie  @ntttricf  elung  ber  Sßotengen  üou  a  +  b 
lann  man  bie  Sßrobulie  nieberfdjreiben,  oljne  bie  bei  IjiHjeren 
Sßotengen  geiiraubenbe  SRulttyltfation  ausführen  ju  muffen. 
Um  g.  85.  bie  Sßoteng  (a  +  b)1  gu  entttricfeln,  beftimme  man 
gunadjft  bie  Äoeffigienten  ber  ©lieber  mit  SJenufcung  ber  Äoeffi* 
gienten  ber  Sßoteng  (a  +  6)6. 

*)  fcetfelbe  toax  ein  berühmter  frattjöjtjdjer  SRatljematilet  unb  %ty* 
ftfer.  ®r  erfonb  u.  a.  obige  praftifdje  SRetyobe  $ur  fttlbung  ber  93tno= 
miatsÄoefftjienten. 
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138  Stoßet  «bfönitt.    ftegattoe  Satyrn. 

2>ie  Koeffizienten  ftnb: 

1,      7,         21,         35,  35,  21,         7,       1. 

2)ie  Sßrobufte  ^ei^en: 
a7,    a66,       a562,       o463,       a864,        a265,      a&6,     67. 
(a+6)7=a7+7a66+21a562+35a468+35a3fc4+21a265+7a66+ 

3ft  ber  ©ummanb  *  negaito,  fo  tyaben  nadf)  §  42  bie 
geraben  Sßotenjen  t>on  6  pofitiüen,  bie  ungeraben  negativen 
SBert.  2)ie  aus  (a  —  V)n  entoicfeften  Sieben  unterfdfjetben  ftdfj 
alfo  öon  ber  Sßotenj  («  +  &)*  nur  baburd),  ba|  bie  ©lieber 
an  geraber  ©teile  ba3  SJorjeid^en  —  $aben.    @o  ift  j.  33.: 

(a  —  6)5  =  ab  -  5a46  +  10a862  -  10a268  +  5a&4  -  65. 

2)a§  ©efefc,  tt>etd()e3  bie  @ntttH<fetung  ber  Sßotenj  (a  +  b)n  all- 
gemein  angiebt,  füljrt  ben  tarnen  „binomifdijer  Seljrfafc". 
2)ie  gormel  beöfelben  Reifet: 

(a  +  &)»  =  a»  +  2:  .  a"-1ft  +  n'1(^71)a"--8ftfl 

©efdjidjtUdjeJöemerfungen.  $ie  erften  SHnomiakßoef  ftyient  en 
toaren  ben  Grobem  bereits  gegen  @nbe  be$  elften  3a$r$unbert8  betannt. 
3n  einer  ©djrift  be$  djinefifdjen  SRatfjematiferS  £f$u$  fd)i  fil),  „®op 
borer  ©Riegel  ber  toter  (demente"  1303,  tommt  bie  Koeffizienten ^fcafel 
big  zur  achten  $oten$  unter  bem  dornen  „2i$n*2:afet"  al3  eine  alte 
(Srfinbung  toor.  2>ie  $Cnfang$gIieber  pnben  fidj  ferner  in  ber  9fritl)mettf 
toon  ©tiefet  (1544).  Seit  Ombe  beg  fiebjeljnten  3al)rt)unbert3  nennt  man 
bit  Xafel  in  (Suropa  „arittjmetifd&eS  2)reiecf". 

Sucrft  l)at  obige  gormet  beS  binomijdjen  2tf)t\a$&  ber  berühmte 
engiifdje  SDlatyematiler  unb  $^fi!er  Mttoton  (1642—1726)  angegeben. 
Sttefeibe  foK  ju  ©fjren  SRerotonS  auf  feinem  2)enfmat  in  ber  3Bejrminfter= 
%Ut\  eingegraben  fein.  SBegen  feiner  SBidjtigfeit  ttrirb  ber  binomifdje 
Äeljrfafc  mit  S^ed^t  ba3  fjunbament  ber  leeren  SJtotljematif  genannt. 

§  50.    «uSjicljen  ber  Cuabrats  unb  ber  ftubtftourjel  aus 
algeliraifdjen  ©ummen. 

SSor  JBeginn  ber  StedOnung  orbne  man  bie  algebraifdfje 
©umme  nadfj  fallenben  ober  fteigenben  Sßotenjen  eine»  83ud^ 
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§  60.  «u8jieljett  b.  Guabrat*  u.  b.  ftubitourjel  aus  algebtaiföen  Summen.  139 

ftabenS.  S)o8  9tedjnmtg8&erfaljren  ift  baSfetbe  tute  Bei  bet 
SRabtjietung  ber  natüritdjen  Balten.  (SSergleidje  ba&  @.  72 
©efagte.) 

1)      yi6s*  —  24*y  +  9y»  =  +  (4«  —  3y) 
a2  =  (4a02  =  16tf2___  ~~   V       Y 

2a  =  8x-±-      —  24xy 
2ab=8x(—3y)=—  24xy 

+  V 
62  =  (-3y)2~       +  9y2 

0. 
•2)      ^-8^+26«»— 40a;+25=+(a;2— 4*a;+5) 

2a=2^H 8a;s 

2a6=2a;2.(— 4a;) 8ar> 


+  26«* 
&»=(_4a;)2=     +16s2 


2a'=2(a?-4a;)-=-     10s2— 40a; 
2a'6'^(2a:2— 8a;)-5  =     10a;2— 40s 

+25 
&'*=52=    +25 
0. 

3)    fox9-36xi+66x*-63x*+$3x*—9x+l=2x*—3x+l 
o8=(2«2)s=     8s8 

3o»-3  •  (2x)2-12a*-=—  36  a;5 
3a26~12a;*-(-3a;)-  —36  a;5 

+66a* 
3a62=3-2a;2(-3a;)2=    +54a=4 

+123^-633;* 
&»=°(-3a;)»=  -27«» 

3a'a~12xi-Z6xs+21  a;2-5- + 12a^— 36^+33  a? 
Za'*b'=(\2xi-ZQx*+21x*)A  =     12s*— 36a;i>+27a^ 

6a^— 9a; 
3a'6'2— 3-(2a;2-3a;)l2=-    6a;2-9a; 

+1 
6'3=1»=     +1 

0. 
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dritter  Sttfdjnitt. 

§  51.    «uffaffett  be*  Sntdje*  aU  mehrere  gleite  Zeile  eine» 

©anjen. 

3ut  richtigen  uttb  Karen  91uffaffung  ber  ©rud&jaljlen,  jur  <£r§eugung 
eines  Haren  unb  beutüd&en  Begriffs  btefer  galjlfortnen,  tft  unbebingt  er- 
forberlidj),  ba%  ber  Seljrer  bie  ©nijteljung  ber  Srüdfje  anfdjattlidf)  jeige. 
Su  biefem  gwetfe  bebiene  er  ftd&  aunddfjft  lonfreter  (SJegenftftnbe,  $.  33. 
©tftbd&en,  Rapier*  unb  Jöanbßreifen,  bie  bor  ben  Äugen  ber  ©d&üler  in 
jtoet,  toter,  ad)t  gleite  Seile  jerlegt  »erben.  Sßeftaloföt,  ber  SSegrünber 
unferer  heutigen  föed&enmeiljobe,  benufcte  jur  (Srjengung  ber  93ruc^t)or= 
Heilungen  eine  SBrudfjtabeHe,  »eld&er  bie  gerabe  ßinie  gugrunbe  liegt  unb 
jur  Seranfd&aulidfjung  ber  Operationen  mit  ©rüdfjen  toenbete  er  $toei 
OuabrattabeHen  an.**)  3n  ber  S$at  fmb  SRaumgröfjen  ein  nic§t  $u 
unterfd&ftfcenbe*  fcilfSmittel  jur  anfd&aulidfjenSSeljanbluttg  berSBrud&redjjnung. 
2Beld&en  SEBert  *•  85.  bie  Seilung  Don  ©tredfcn  in  eine  «nja^l  gleitet 
Seile  für  bie  Wuffaffung  be*  *fcud&e$  Ijat,  ift  {0  allgemein  anerlannt,  bafi 
es  !aum  ein  töecfcenbud)  geben  bürfte,  toeldjeS  biefeS  SBeranfdfjaulidfjungS* 
mittel  nidfjt  antoenbet. 


*)  Sorbemerlung.  3n  ben  §§  51  bis  57  laffen  ttrir  junad^jt  eine 
me^r  fdfjulgemäße  als  totffenfd&aftlidje  Darlegung  ber  ©auptteile  ber  $ru$* 
redfjnung  folgen.  Dem  gtoedte  btefer  ©dfjrift  entfored&enb,  bie  geoutetrifd&e 
J8erftnnlic§ung  ber  galten  $u  benufcen  „unb  ba*  (Ergebnis  redfjnenber 
Überlegung  ben  ©innen  erfaßbar  ju  mad&en",  ift  in  biefem  Seile  ber  §u 
öerfinnltdfjenbe  ©toff  öon  ben  SJrudfj jaulen  enthalten.  3m  flfafd&lufc  an  biefe 
Ausführungen  nrirb  bie  erweiterte  Äuffaffung  beS  8rud)begriff8  in  ben 
§§  58  unb  59  jur  ^anblung  lommen. 

**)  Die  $o$e  unterrid&tlid&e  $3ebeutung,  toelc^e  Sßeflalojji  ben  Ouabrat» 
tabeHen  beilegte,  geljt  aus  folgenben  ©orten  beSfelben  $erbor:  „SBenn 
mein  Seben  einen  2Bert  Ijat,  fo  Befielt  er  barin,  bafc  i$  baS  Ouabrat 
$um  gunbamente  einer  9fafd(jauung  er$ob,  bie  ba*  Sol!  nie  $atte". 
(Stnfd&auungSleljre  ber  Sa^lenber^ültniffe,  II.  unb  III.  $eft.    1803.) 
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§  51.  ftuffaffen  be3  ©rudjeg  aft  mehrere  gleite  Seife  eitteS  <8an$en.    141 

3um  gtoede  bcr  anfdjautidjen  ©rjeugung  beS  SBegrtffeS 
ber  SBrud)jaljten  beuufcen  toir  bon  ben  Staumgebilben  junädjft 
bic  ©trede  Don  1  dm  ßänge.  2)urd)  Seilung  berfelben  in  jmei, 
trier,  adjt,  fünf  unb  jetyn  gleiche  Seile  entfielen  bie  benanntett 
SBrfidje  ehttyatb  dm,  ein  öiertet  bis  trier  öiertet  dm  u.  f.  m. 
Darauf  gefje  man  jur  ©trede  überhaupt  über.  Der  ©erlauf 
ber  Se^anblung  ergiebt  fiä)  atö  fotgenber  Darftettung: 

Sfifl.  19. 

Ä\ \B 

C\ 1 12 

Dl 1 1 1 14 

E\ 1 1 1 1 1 16 

F\ 1 1 1         I 1 1 1 18 

G\ 1 1 1 1 15 

H\ — H 1 1 1 1 1 1 1 1 1 10. 

Die  ©trede  AB  ift  ungeteilt,  fie  ftettt  bie  @tnf)ett,  ba3 
©anje,  üor.  Die  fotgenben  ©treden  finb  in  jioei,  öier  u.  f.  ti>. 
gleiche  ©tfide  geteilt,  fie  bienen  jur  SBeranfdjautidjung  ber 
SBrüdje  einfjalb,  ein  Viertel  bi8  trier  Viertel  u.  f.  f.  Äudj  ift 
aug  ber  Darftettung  erfidjtftdj,  ba%  btö  ©an je  jtoei  §atbe, 
brei  Drittel  u.  f.  tt>.  tyat.  3n  äljnftdjer  SBeife  benu^e  man 
ben  ÄreiS  unb  Seile  beSfelben  (&albfrei8,  SSierteßreig  u.  f.  tt>.), 
Cluabrate,  Sftedjtede  unb  ben  regten  SBinfet.  SSrüd^e  (89rudjs 
jaulen)  entfielen,  wenn  man  irgenb  ein  ©anjeS,  eine 
©infjeit,  in  eine  Änjaljl  gleidjer  Seile  jerlegt  unb 
einen  ober  mehrere  biefer  Seile  nimmt.  3tu3  biefer 
gettetifd^en  ©rltärung  ftiefct  folgenbe  togifdje  Definition  be§ 
SBrudjeS:  ©in  33rud)  ift  eine  ßafjt,  welche  einen  ober 
mehrere  Seile  eines  ©anjen  bejeidjnet,  baS  in  gleite 
Seile  geteilt  ift.  Der  33rud),  toetöjer  burdj  3erfegung  ber 
©intyeit  in  mehrere  gleite  Seile  entfielt,  fjeifjt  SBrudjeinljeit. 
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142  3>tittet  «tofönitt.    $et  örud&. 

SBrud)eittfjeiten  finb  neue  ©intjeiten,  fie  fielen  im  ©egenfafc  ju 
ber  ffiinljeit  her  natürlichen  &ofyUn,  toeldfje  üon  jc^t  an  gange 
Qafykn  genannt  »erben. 

(Eine  83rud)gal)l  befielt  aus  gtoei  &afyltn,  nftmlidf)  ßftljler 
unb  SRenner.  ©er  lefctere  beutet  an,  in  tote  ötele  gleite 
Seile  bie  (Sinljeit  gerlegt  Sorben  ift,  er  nennt  bie  Knickt 
Seite,  in  toelcfje  man  ba8  ©ange  geteilt  tyat;  batyer  fein  SRame. 
2)ie  anbere  galjl  giebt  bie  Slngaljl  ber  gleiten  Seile  an,  toeldfje 
man  öon  ber  SBrudfjetntyeit  genommen  l)at,  fie  gätylt  bie  SSrucfjs 
einleiten,  baljer  Reifet  fie  8 ä  1)1  er.  ffiin  89rudfj  toirb  bargefteDt, 
inbem  man  bie  S^Ien,  toeldfje  gätyter  unb  SRenner  begeid&nen, 
fenfredjt  untereinander  fcljreibt  unb  biefelben  burd)  einen  toage* 
regten  Strich  (Srudfjftridfj)  trennt.  ©er  SBrudf)  brei  fünftel 
toirb  alfo  £  gefd&rieben. 

Arten  ber  SBrüdfje.  @inen  Srudfj  mit  bem  ß&ljler  1 
(alfo  jebe  33rudjeinl)ett)  nennt  man  ©tammbruef),  g.  33. 
i/  \t  A-  2)k  *on  lefeterem  abgeleiteten  Srfid^e,  alfo  SJiefc 
fadje  ber  33rud(jeinl)eit,  Ijetfeen  3toeigbrfid()e.  3e  nacljbem  ber 
ßäljter  eines  SSrudjjeS  Keiner  ober  größer  als  fein  SRenner  ift, 
ttrirb  ber  33rud(j  edfjt  ober  unecht  genannt.  SSrficfje,  toeldfje 
gleiten  SRamen,  b.  Ij.  gleite  SRenner  tyaben,  Ijeifjen  gleich 
namige,  foldfje  mit  öerfd^iebenen  SRenneru  ungleichnamige 
S3rüc^e.  SBenn  eine  gange  3^1  mit  einem  SBrud&e  öerbunben 
ift,  fo  nennt  man  biefen  ÄuSbrudE  eine  gemifd^te  galjl.  SRan 
läfct  ba8  Seiten  -f  fort  unb  fdfjreibt  ftatt  12  +  £  in  ber 
{Regel  12£. 

§  52.    «uffaffung  be*  Sntdje*  als  Zeil  Hon  mehreren 

(Stengen. 

S)er  S3rud^  £  bebeutet  urftrüngtidf):  bie  (Sinljeit  (baS 
(Sauge)  ift  in  trier  gleite  Seile  jerfättt  unb  üon  biefen  Seilen, 
©tammbrfid^en,  finb  brei  gu  einer  galjt  vereinigt.  2)iefe  Auf* 
faffung  be8  SBrudfjeS  £  üerfinnlid^t  bie  StarfteHung  a  (fjig.  20, 
©.  143).  2)er  SSrudf)  £  läfet  inbeS  audfj  eine  gtoeite  ©eutung 
gu;  er  fann  nämlidfj  als  ber  öierte  Seil  öon  brei  (Sangen  auf- 
gefaßt toerben,  toaS  bie  ©arftettung  unter  b  (gig.  20,  ©.  143) 
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toeranfdjaulidjt.    Sit  biefem  ©ütne  ift  ber  33rud)  gleidjbebeutenb 
mit  einem  unentttriefeften  Duotienten. 

Sifl.  20. 

a)   I 1 1 1 1 


b) 


l        \ 

ßeljrfa^:  3eber  SBrudj  ift  bemiettigen  Duotienten 
gteid),  beffen  2)iöibenb  gleid)  bem  QtyUx  unb  befjen 
SHöifor  bem  SRenner  be8  SBrudjeS  gleid^  ift. 

Um  ftdj  baöon  §u  überzeugen,  ob  bte  Spület  eine  richtige  unb  flarc 
Sorftellung  toon  ben  $rudföat}len  gewonnen  tjaben,  laffe  ber  Se^rer  niedrere 
©rüdje  nad>  i$rer  jtoeifad&en  Äuffoffung  an  ©tredten,  öuabroten  unb 
Greifen  barftetten. 

§  53.    2>a*  ©rmtbgefe^  ber  «Bertlieftättbigfeit  eine»  8ntdje*. 

S)a3  ©efefc  ber  SBertbeftänbigfeit  eines  33rudje8  bitbet  bie 
©runblage  ber  ganjen  93rud)redjnung.  9tuf  iljm  berufen  ba3 
©rtoeitern,  ba3  §eben,  ba8  Stbbicrett  ungleichnamiger  SBrüdje. 
Slud)  ba3  Seilen  ber  SBrüc^e  burdj  ganje  Sagten,  &a*  ®fok 
bieren  gleichnamiger  SBrüdje  burdjeinanber  unb  ba3  ©efefe  über 
ba$  Seilen  burdj  einen  33rud)  überhaupt  —  luenn  ber  2)iöibenb 
eine  ganje  3^1  ober  ein  mit  htm  3)toifor  ungleichnamiger 
83rudj  ift  —  lönnen  mit  SBenufcung  biefeS  ©efefeeS  teidjt  inm 
SBerftänbniS  gebraut  werben.  Slu8  biefen  ©rünben  barf  man 
ba3  ®efefc  ber  SBertbeftänbigfeit  ba8  ^auptgefefc  unter  ben 
©runbgefefcen  über  ben  SBrudj  nennen.*) 

*)  SBegen  biefer  2Bid&tig!eit  be$  fcauptgefefceS  ift  baSfelbe  rec^t  an* 
fdfrauttd)  unb  grfinblid)  §u  erläutern  unb  ai*  »auftein  ber  Jöruc§red)nung 
anjutoenben. 
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2)a3  ©efefc  ber  SBertbeftänbtgfeit  fann  teidfjt  auf  inbuftfoem 
SBege  unb  jtnar  an  fonfreten  S3rud^jaf)(en  aus  bem  Segriffe 
berfetben  entttricf  ett  »erben.  @8  fei  j.  33.  bie  Sticfjtigf  eit  ber 
©leidfjung  \Jt=*-£*Jt  nadfoutoeifen.  2)er  S8rud&  i  «^  be* 
beutet  feinem  begriffe  nadfj  bie  §älfte  öon  lJi  unb  biefer 
8Bert  lann  burdfj  ein  günf jig*$ßfenmgftücf  üeranfc^auK^t  »erben. 
9la6)  ben  (Srörterungen  unter  §  51  fann  ber  SBrudfj  -&JC  aus 
5  gleiten  Seilen  beftetyenb  aufgefaßt  »erben,  öon  »elcfjen  jcber 
ben  je^nten  Seil  öon  1  JH  beträgt.  (Sinen  folgen  Seil  fann 
man  burdfj  ein  ge^n^fennigftüdf  unb  5  biefer  Seile  burdf)  5 
biefer  SRünjen  öerfinnftcfjen.  S)tefeffien  fjaben  offenbar  einen 
SBert  öon  50  a.  Sucfj  bie  jtoeite  Stuffoffung  be3  SSrudfjeg 
(§52),  nämftcf)  bJi:\0,  fityrt  ju  bemfelben  SBert,  50 \. 
2)a  nun  bie  SSrüd^e  \Jk  unb  -^JH  benfelben  SBert,  50  a, 
bejeidfjnen,  fo  mufc  \Jl  =  -&JI  fein.    Äurje  2)arfteHung: 

tu  tr  =50  „ 

•5-   Jft   esB  y^j-  Jrv  • 

(S)en  ©tridj  lieft  man  „fotglidfj".)  Qtykx  unb  SRenner  be3 
SBrudfjeg  -^Jt  finb  5  mal  fo  grofc  als  Qtykx  unb  SRenner  be3 
83rud)eg  \JC.  S)ie  ßa^ten,  tocI^e  ben  33rud(j  \JH  aus* 
briidCen,  f)aben  ftdfj  alfo  nur  geänbert,  nidfjt  ber  SBert  be3 
SBrucfjeS.  3n  aljulicljer  SBeife  lann  bie  9iidfjtigfeit  ber 
@teid£)ungen: 
fc^  =  A«^;        $  m  =  -&  m ;        \  3af)r  =  -&  3af»r 

gejeigt  werben. 

%&$)  mit  §ilfe  öon  ©trecfen  lann  man  ba3  ©efefj  ber 
SBertbeftänbigleit  leidet  genrinnen.*)  2)a8  t)ier  einjujdfjtagenbe 
©erfahren  möge  an  einem  SBeifpiel  gejeigt  werben. 

2Wan  jeid&ne  eine  ©trecfe  AB  unb  teile  fie  in  jtoei  gleite 


*)  2Ran  mug  ber  graptjifdjen  3)arfteflung  ben  SBorjug  größerer  2fo« 
fdjautidjfeit  öor  bem  oorijtn  angegebenen  ©erfahren  einräumen,  ba  burdj 
ba$  getanen  ber  ©mneStfjättgfeit  be3  ©döülerg  ein  Dbjelt  geboten  unb 
baburd)  bie  Stufmerffamteit  unb  bie  Stuffafiung  bemfelben  geförbert  mirb. 
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Seile,  fo  Dcrftnnlid^t  jebeS  ©tücf  ben  33rud)  ■£-.  SBirb  nun 
jebc  §älfte  halbiert,  fo  ftellt  jebcr  Seil  ben  33rudj  ±  bar. 
Sie  ßeidfjnung  jeigt  nun  offenbar,  l>a%  %  ber  ©trecfe  Ji? 
gleidfj  |  berfelben  ift.  Seilt  man  hierauf  jcbcg  Viertel  in  jwei 
gleite  Seile,  fo  öeranfdfjautidfjt  jeber  ber  erhaltenen  Seile  ben 
33rud)  £.    2luS  ber  SarfteHung  ift  erfidjtlidj,  bafj: 

*-*;      *-*;      *-■&;      1  =  1 

ift  u.  f.  f.  Siefe  ©leidfjungen  jeigen  an,  auf  weldfje  SBeife  ber 
rechts  t>om  ©lei^eitöjeid^en  fteljenbe  33rudE)  aus  bem  linfs 
fte^enben  entftanben  ift.  Sie  aus  biefem  SJerfa^ren  anfdfjaulidfj 
gewonnene  SBa^r^eit  !ann  etwa  in  folgenber  gornt  ausgebrochen 
werben: 

SBenn  man  ben  3ät)ter  unb  ben  Kenner  eines 
83rud(jeS  mit  berfelben  3al)t  multiplijiert,  fo  bleibt 
ber  SBert  beS  33rudE)eS  berfelbe. 

SiefeS  ©efefj  benufct  man,  um  ben  SBrudj  ju  erweitern, 
b.  Ij.  feinen  SBert  burdfj  größere  jftcfyUn  auSjubrücfen. 

SBenn  wir  bie  obigen  ©leidjungen  rüdfwärtS  lefen,  fo 
gewinnen  wir  folgenben 

Seljrfat:  Ser  SBert  eine»  SBrud&eS  bleibt  berfelbe, 
wenn  man  fowoljt  3&$tet  als  SRenner  burdj  biefelbe 
Ml  teilt. 

SSon  biefem  2et)rfafc  madfjt  man  Slnwenbung  beim  Sürjen 
ober  $eben  ber  Sritd^e.  ©inen  SBrud^  lieben  Ijeifct, 
feinen  SBert  burdfj  Heinere  QafyUn  ausbrücfen. 

Sit  vxtx  tltmtntartn  Ärmibrttymttijttt  mit  Ärffdjtu* 
§  54.    ttbbition  unb  ©u&iraftion  ber  »riWje. 

SaS  ©runbgefefc  ber  Slbbition  (§  3,  1)  unb  ber  ©ub= 
traftion  (§  5,  1)  ber  ganjen  natürlichen  ßafjlen  gelten  audf) 
für  bie  SSrüd^e.  SKan  fann  alfo  nur  gleichnamige  Srüdfje 
abbieren  unb  fubtrafyieren.  Siefe  Operationen  bieten  für  bie 
Sluffaffung  feinerlei  ©d^wierigfeiten  bar.  gafitö  es  inbeS  nötig 
erfd^eint,  bem  SSerftänbniS  burdfj  bie  Slnfdfjauung  ju  §ilfe  ju 
lommen,   fann   man  fidO   ber  Sarftellungen   §  51,   gig.  19 

6$ uiler ,  Hrttymetü.  10 
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bebienen.     Äu8   bicfcn   bitblidfjen   2)arftellungen   ergiebt  ficlj 
burdfj  unmittelbare  Slnfdfjauung  bie  9ttdjtigfeit  ber  fölgenben 
SBeif  picte: 

*  +  *-*;      *  +  *-*;      A  +  A-H-i- 

1)  Se^rf a^ :  ©teicljnamige  Srüd^e  toerben  abbiert, 
inbem  man  bie  ©umme  ifjrer  3äWct  buxfy  ben  gemein* 
fcfjafttidfjen  SKenner  biüibiert. 

$eige  an  berfetben  ßeicfinung  bie  Söfung  nadfjfteljenber 
SBcifpteXe: 

*-*-*;      A  — A-A--I- 

2)  8e|r(a^f:  Gleichnamige  SBrüdfje  werben  fubtra* 
liiert,  inbem  man  bie  $)ifferenj  ber  ßäljter  burdfj  ben 
gemeinfamen  Kenner  biöibiert. 

©ollen  ungleichnamige  S3rüd^e  abbiert  unb  fubtraljiert 
»erben,  fo  mufc  man  fie  juöor  gleichnamig  madjen,  unb 
barauf  nadfj  htm  erften,  bejw.  bem  jtoeiten  Sefjrfafce  üerfaljren. 
S3ei  ber  ^Bereinigung  ungleichnamiger  SBrüdfje  finbet  ba$  au3 
btm  SRecIjnen  befannte  ©ueljen  be8  fleinften  Hauptnenner»  Sin- 
toenbung. 

§  55.    mulityttlatim  ber  »rtUfte. 

Sei  SBeljanbtung  be3  in  ber  Überfdfjrift  genannten  ©egen* 
ftanbeS  finb  brei  gäöe  ju  berücffidfjtigen. 

1)  S)er  SKuttiplifanb  ift  ein  SBrudf),  ber  aRuttipli* 
fator  eine  ganje  natürliche  ßaf)t. 

Stuf  Seifende  biefer  Slrt  ift  bie  in  §  7  aufgeteilte  @r* 
ftärung  ber  SRuttipttfation  oljne  tucitcrcS  antoenbbar.  ©o  j.  85. 
bebeutet  ba3  Sßrobuft  4  x  £  nadE)  §  8, 1  eine  ©umme  wm  4 
(gleiten)  ©ummanben,  gebilbet  au§  bem  SSrudfje  f ,  b.  §.: 

Stuf  ber  redeten  ©eite  biefer  ©teidfjung  finb  gleichnamige  SBrüc^e 
ju  abbieren.  2Kit  SBenufcung  t>on  Setyrfafc  1  be3  vorigen  Sßara* 
grapsen  erhält  man: 

3  -f  3  _}_  3  +  3  _  12 
5  —   5  " 
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SRUljUt  ift: 

4X1--5- 

1)  8e$rfa$:  ©in  JBrudf)  toirb  mit  einer  ganjen  3^^! 
multtpltsicrt,  inbem  man  ben  3ä*)*cr  wit  ber  3^^t 
mutti^Ujiert  unb  ba§  erhaltene  Sßrobult  burdfj  ben 
SKenner  bilribiert. 

2)  ©er  9»uttiptilanb  ift  eine  ganje  3a^/  &er 
SKuttiplifator  bagegen  ein  Srudf). 

£a  ber  Sßuttipiifator  einem  ©runbgefefce  ber  äRulttylt* 
fation  gemäß  eine  ganje  Qafy  fein  muß  (§  8, 3),  fo  finb 
Sßrobufte,  in  tt>eldf)en  biefer  gfaftor  ein  33rud)  ift,  vorläufig 
ttriberfinnig.  35enn  nad)  bem  urfprüngtieljen  Segriff  ber  SRultt* 
pliEatiott  Ijat  j.  83.  bie  Stufgabe  £  x  5  M  toörtlidf)  genommen 
ben  ©inn,  man  fott  hM  fmal  als  ©ummanb  fefeen. 

®iefe  neue  Slrt  öon  Sßrobuften  finbet  iljre  ©eutung  in 
ber  ©Übung  be3  gebrochenen  äRultiplifatorS.  SDer  Srudf)  \ 
!ann  erftenS  baburdE)  entftanben  aufgefaßt  toerben,  baß  man 
ben  vierten  Seil  ber  ©infieit  3 mal  nimmt.  SBenn  toir  biefe 
©ntfteljung  be8  SRultiptifatorS  ber  Aufgabe  fx5i  jugrunbe 
legen,  fo  Ijat  ba§  Sßrobuft  folgenben  ©inn:  9Äan  foll  ben  vierten 
Seil  ober  \  be8  ©anjen,  nämlidj  be8  9ftutttylif  anben  5  Jt,  mit 
3  multtyttjieren.  3^f^I9e  &Me*  Sluffaffung  erfd&eütt  ba8  toor* 
liegenbe  Sßrobuft  als  Summe  aus  3  ©ummanben,  öon  benen 
j[eber  ber  inerte  Seil  öon  5JC  ift. 

©ine  ganje  Qafyi  wit  einem  33rud)e  multiplijieren 
Ijeißt,  ben  SJiultiplifanben  burd^  btn  Sfcenner  biöi* 
bieren  unb  biefen  83rud()  mit  bem  Qa^Ux  be8  Sßulti* 
plilatorS  multiplizieren. 

S)ie  jtoeite  ©eutung  öon  Sßrobulten,  bereu  SÄultiplifator 
eine  gebrochene  3^1  ift,  fließt  aus  ber  jtoeiten  Sluffaffung  be3 
S3rudf)e3.  S)er  Srudf)  £  ift  gleidf)  bem  Quotienten  3 : 4  (§  52). 
StuS  biefer  Sluffaffung  be3  83rud>e8  geljt  folgenbe  @letd>ung 
$er*or:  ix6^_i>£*. 

10* 
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(Sitte  Qa^l  mit  einem  Studie  multiplijieren  Reifet, 
biefelbe  mit  bem  ft&fyUx  multipltjieren  unb  ba3  Sßro  = 
buft  burdf)  bett  Lettner  bi&ibieren. 

$nmerlung.  2)ie  aritljmetifdfje  föebetoeife,  „eine  galjt  mit  einem 
SBrudjje  multiplizieren",  iß  eine  abgelürjte  ©predjtoeife  für  bie  Aufgabe, 
bieje  galjl  burdjj  bie  beiben  9fted&nung8arten  ber  jruciten  (Stufe  ju  berftnbern. 
SBenn  eine  ganje  galjl  20  m  burdj)  eine  anbete,  6,  bibibiert  unb  ber 
Quotient  mit  4  multipliziert  »erben  fott,  fo  bezeichnet  bie  aritljmetifd&e 
Seid^enfJprod^e  biefe  red)nerifdfjen  arbeiten  lurj  burdfj  |x20m.  2)iefetbe 
©djjreibart  toenbet  bie  Äritljmeti!  an,  toenn  trgenb  eine  ganje  galjl  juerft 
mit  4  multipliziert  unb  ba3  Sßrobuft  burdj)  6  bibibiert  »erben  fott.  2)ie 
©predjjtoeife  „\,  \,  \  mal  eine  (gan^e)  8^1"  $eif$t  nidjjts  anbereS,  als 
bit  3aW  fort!)  4,  6,  8  bibibieren.  —  2)em  Anfänger  ift  e3  &u  empfehlen, 
ftdfj  über  bie  SSebeutung  bon  $robnTten  biefer  2Crt  Ilar  au3sufpred&en. 

3ft  ber  SRulttytifator  eine  gemifdjte  Qofyl,  fo  !ann  man 
entoeber  benfelben  in  einen  unechten  SBrud^  t>ernmnbeln  unb 
wie  öorljin  öerfa^ren  ober  bie  gemifd|te  3a$t  burdf)  eine 
©umme,  beftetyenb  aus  ber  ganjen  ßaljl  Mb  &ero  SBrudje, 
barftetten  unb  ben  äRulttylifanben  mit  biefer  Summe  multi* 
pikieren,  j.  33.: 

5fx3  =  ^x3  =  ^  =  17i. 
(5  +  I)  X  3  =  5  x  3  +  |  X  3  =  15  +  2\  =  ll\- 

2ßan  überzeugt  fid>  leidfjt,  ba%  man  in  beiben  gätten  bie 
gaftoren  öertaufd^en  barf  unb  bie  red^nerifd^en  arbeiten  in 
beliebiger  Steiljenfolge  ausgeführt  toerben  lönnen. 

3)  SBeibe  gfaftoren  finb  Srüdfje  ober  gemifd^te 
Säulen. 

Aufgabe:  Jxf  SJtadfj  ben  Erörterungen  unter  2)  ift 
ber  @inn  biefer  Aufgabe  folgenber:  SKan  fott  ben  äRultipti* 
lanben  $  burdf)  3  btoibieren  unb  ben  erhaltenen  SBrudf)  mit  2 

multiplizieren.    S)er  brüte  Seil  bon  $  giebt  j^,  bieg  (Sr= 

gebnte  mit  2  multipliziert,  liefert: 

2x_-i-  =  ?^. 

^  3X5         3X5 
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giß.  21. 


d     a 

C 

d 

c 

b 

a 

A       1 

? 

B 

2)aS  Sßrobnft  i  x  i  föfjt  \i$  bnrdf)  eine  Qtxä)xmnQ  Der- 
anfd()antid()en.  2Ran  Bube  ein  SRed^ted  ^JSCZ)  (gig.  21), 
beffen  ®rnnbfeite  AB  btn 
SRenner  beä  Sßnlttytilanben 
nnb  beffen  §ö$e  AB  feinen 
Sanier  öerfinnlid^t.  S^egt 
man  ba$  Stedfjtedt  burdf)  Sßar* 
aUelen  ju  -42)  in  5  gleiche 
Seile,  fo  öeronfd^aulid^t  ein 
Streifen  bie  83rudf)einl)eit 
beS  aMttytifanben,  2  Seile 
öerfinnlid&en  ben  Srudf)  $ 
n.  f.  w.  Seilt  man  einen 
Streifen  in  4  Dnabrate,  fo 
betragt  jebeS  erfid^tlid^  ben  vierten  Seil  ober  £  t>on  AFGB, 
b.  $.  i  öon  t-  ®to  Onabrat  ift  aber  Dom  ganjen  SReditedt 
Vtf;  mithin  ift  £  öon  \  ober  }xi  =  A-  8*«  Dnabrate 
bilben  üon  AFGB  bie  §älfte,  bagegen  Don  ber  ganjen  gignr 
^;  folglich  ift  ^  x  \  =  t^.  JBier  Streifen  t>erfinnttdfjen  ben 
aWnltipßlanben  |,  2  Heine  Sted&tecfe  finb  Don  erfteren  i  nnb 
öom  ©anjen  |;  atfo  ift  \  x  |  =  f  u.  f.  n>. 

ßeljrftt^:  Srfid^e  toerben  tniteinanber  mnttiplijiert, 
inbem  man  fotooljt  iljre  QtyUx  als  iljre  Kenner  mnt= 
tiplijiert  nnb  ba3  erfte  Sßrobnft  bnrd>  ba3  jtoeite 
biüibiert. 

®ie  SRnltipftfation  gemifdfjter  3a^en  !ann  anf  jtoeifad^e 
853eife  betoerlftetiigt  werben.  9Ran  öerwanbeft  bie  gaftoren  in 
nned^te  Srüd^e  nnb  toenbet  anf  biefe  ben  öorigen  fieljrfafc  an. 
3n  mannen  gätten  ift  e8  jioecf  mäßiger,  bie  gfaftoren  burdf) 
Summen  ober  S)ifferenjen  ju  bejeidinen  nnb  biefe  ju  multi? 
plijieren.    ©0  ift  5.  33.: 

12*xl2i=(12+i)2=144  +  12+±=156±    nadj  §  16,  2/3. 

19fxl9|=(20-i)2=400-10  +  1^=390^nac§§16/4/3. 

15*  x  14*  =  (15  +  f)  x  (15  -  *)  —  226  -  *  -  224£ 

nadf>  §  16,  8. 
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§  56.    Seilen  her  8riU}e  butd)  gonje  Soweit. 

95ci  Aufgaben  bicfcr  Art  lommen  jtoei  gätte  inbetradfjt: 
a)  bcr  Setter  getyt  im  QäfyUx  be3  SSrud&eS  auf,  ober,  tt>a3  ba8* 
fette  ift,  ber  Qtyttx  ift  ein  SBietfatJjeS  Dom  Setter;  b)  ber 
©toifor  getyt  im  ßäljler  be$  33rud()e3  nidjt  auf. 

2)ie  Aufgaben  ber  erften  ®tuppt  fmb  fo  leidet,  ba%  fte  laum  einer 
Erörterung  bebfirfen.  dagegen  bereitet  bie  Äuffaffung  be8  8erfat>ren3 
§ur  Söfung  ber  $eiftriele  ber  jtoeiten  (Stuppt  ben  ©djülern  mand^mal 
ntdjt  unerhebliche  @dt)nnenglett.  Gelingt  e8  !)ter  nid)t  ein  bottlomnten 
flare*  SSerftänbrnS  beS  S3erfa$ten8  gu  gemimten,  fo  f&Et  ber  fdjtoftdjere 
@d)üter,  öom  @efefe  ber  Analogie  berlettet,  in  ben  geiler,  audt)  $ier  ben 
Sohlet  §u  teilen  unb  ben  Kenner  unbeachtet  $u  faffen,  $.  S.  ju 
rennen:  -&  :  4  *=  l£. 

beginnen  ttrir  mit  ber  SBeljanbtung  fold&er  Aufgaben,  in 
welken  ber  SJtoibenb  ein  ©tammbrudf)  ift,  j.  SB.  mit  bem  Sei* 
fpiele  \:2.     S)en   SHbibenben   öerpnnttd^en   ttrir   burdf)   bie 

giß    22. 

4| 1 1 1 -| 1 1 1 \B 

C 

£älfte  ber  ©tredte  AB.  9iacf>  ber  Aufgabe  foU  ber  SBrudf)  -£- 
burdt»  2  geteilt  »erben.  Sriefe  Leitung  führen  ttrir  gra^^ifd^ 
aus,  inbem  ttrir  ba3  ©titdf  AC  Mattieren.  Seber  biefer  beiben 
Äbfd&nitte  tteranfd&aulid&t  bie  §älfte  Don  ■£-;  tton  ber  ganjen 
©tredfe  AB  beträgt  ein  j(ebe8  ©tüdt  ben  trierten  Seil  berfetben, 
b.  %  e8  öerfinnftdf)t  ben  83rud>  ±;  mithin  ift  ■£- :  2  =  \.  SSirb 
nun  \  öon  AB  in  2  gleite  Seite  geteilt,  fo  enthält  bie  ganje 
©tredte  8  fotd&er  entftanbenen  Äbfd^nitte.  Seber  ber  festeren 
beträgt  öom  ©anjen  £,  bagegen  öon  einem  SSiertel  ber  Sinie 
bie  #ätfte;  alfo  ift  ± :  2  —  \. 

SKan  lann  inbeS  audf)  burdf)  eine  einfädle  aritljmetifcjje 
SBetrad&tung  auf  ©runblage  ber  äBertbeftänbigfeit  be3  SBrudfjeS, 
bieje  Aufgaben  auf  bie  JBeifpiete  ber  erfteren  Strt  jurüdtfüljren. 
©egeben  fei  bie  Aufgabe  \ :  2.  2Bir  erweitern  ben  ©toibenben 
fo,  bafj  ber  Seiler  im  Säljler  aufgebt.  S)ie  Keinfte  &afjl,  tocld^c 
burcjj  2  oJjne  Steft  teilbar  ift,  Reifet  2.  äÄufttytisieren  ttrir  ben 
3ä^ter  unb  ben  Kenner  be8  33rudje3  mit  2,  fcoburcj)  fein  äBert 
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nadf)  §  53  unaeränbert  Bleibt,  fo  entfielt  ber  83rud)  £.  ©efct 
man  nun  an  ©teile  beg  SBrudfjeS  V  ben  33tud()  $  ats  2)toi* 
benben,  fo  Jjeifct  bie  Aufgabe  # :  2,  beren  33eljanbtung  befannt 
ift.  9Ran  fietyt,  ba%  ber  ju  teilenbc  SBrud^  mit  ber  3^  er* 
toeitert  »erben  rnufc,  toetdfje  ben  2)toifor  barftettt. 

3ft  ber  ftäfyUT  be$  ju  teitenben  83rudfje8  t>on  ber  ©in^eit 
t>erf Rieben,  fo  !ann  man  bie  93rudf)ein!jeit,  ben  ©tammbrudfj, 
teilen  unb  btö  (SrgebniS  mit  bem  3ä!jler  beS  ®foibenben  mut* 
ttylijieren,  j.  83.  | :  3;   fiöfung: 

i:3  =  ^5    *  ober  4x^:3  — 4xA— A- 

Snbeffen  teiftet  aud>  Ijier  bie  SBerfinntidfjung  be$  33er* 
faljrenS  gute  S)ienfte,  weil  baburefj  bie  grunbtegenbe  äußere 
unb  innere  Sfafdftauung  erneuert  unb  befeftigt  ttrirb.  2Bir  öer* 
ftnntidien  ben  2>toibenben  burd)  eine  ©treefe  unb  teilen  baS 
erfte  fünftel  berfetben  in  3  gteidfje  leite.  @iner  biefer  Seite 
beträgt  nadf)  bem  SSorigen  ^  be8  ©anjen.  Stimmt  man  Dom 
jtoeiten  fünftel  ebenfalls  ben  britten  Seit,  fo  Ijat  man  jufammen 
tV;  mithin  ift  1:3  =  ^.  Seilt  man  jeben  Äbfd^nitt  ber  ben 
SMbibenben  öerfinntid^enben  ©treefe  in  3  gleite  Seile,  fo  ift 
erfid)tttd)  f  :3  — ^.  2)a  in  fämttidfjen  (Srgebniffen  ber  &tyUx 
beS  2)toibenben  unt>eränbert  geblieben,  bagegen  fein  SJtenner 
mit  bem  2)iöifor  multipliziert  toorben  ift,  fo  befielt  ber 

Se^rfa^:  Sin  JBrudf)  tirirb  burdf)  eine  ganje  3^^I 
biöibiert,  inbem  man  feinen  Kenner  mit  ber  3a^t 
multipliziert. 

§  57.    SDinibieren  burdj  einen  ©rudj. 

©ine  reine  ober  benannte  ganje  3^1  in  £,  £,  $,  -^  u.  f.  tt>. 
gleite  Seite  ju  jertegen,  tyat  leinen  ©inn.  2)a&  2>toibieren 
lann  atfo  in  biefem  gälte  nid()t  at3  eigentliches  Seilen  auf* 
gefaßt  toerben,  irielmetyr  finb  2>ürifionen  biefer  Art  afe  9Äeffen 
ju  betrauten.  2>ie  Aufgabe  10 :  $  bebeutet:  man  fott  unter- 
fudfjen,  loie  oft  $  in  10  enthalten  finb.  (Sine  Kare  Äuffaffung 
berartiger  3a^öerbinbungen  gettrinnt  man  burdf)  ttnrftidfjeS 
SKeffen.     STOan  unterfud&t   }.  JB.,   Wie   oft  eine  ©tredfe  öon 
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\,  |dm  fidf)  ouf  einer  anbem  Sänge,  2  dm,  abtragen  töfct. 
S)a  eine  &äfyl  burdf)  eine  anbete  nnr  unter  ber  33ebingung 
gemeffen  »erben  fann,  bo§  bcibc  gteidjartig  ftnb,  bej».  auf 
gleite  ^Benennung  gebraut  »erben  fönnen,  fo  muffen  wir,  um 
btö  ©rgebnis  ber  SÄeffung  burdf)  Sted&nung  ju  finben,  bie  ju 
meffenbe  Qafy  mit  bem  SÄaft  gleichnamig  madfjen.  Sn  bzm 
SBeiftriele  10 :  $  ober  $  ~r-  10  mufc  alfo  ber  2)üribenb  10  in 
33rud}etni)eiten  be8  2)foif or$  aufgelöst,  tertoanbeft  »erben.   SRan 

erhält  atebonn  bie  Aufgabe  $  -r-  y ,  »etdfje  gerabe  fo  geregnet 

ttrirb,  ttrie  2  -f-  50.    (Sergleidje  §  11.) 

2)a3  ©efefe  über  ba3  2)toibteren  einer  ganjen  ftafyi  tordf) 
einen  SBrudfj  läfjt  fid&  leidet  burdfj  JBenufcung  be3  ©efefceS  über 
bie  SBertbeftänbigfeit  (§  53)  herleiten.  SEBir  fönnen  bie  Aufs 
gäbe  7 :  |  barfteßen,  inbem  ttrir  ben  ©owefyunft  burdf)  beti 
93rud()ftrid£|  erfefeen;  bann  ift: 

SBenben  ttrir  auf  biefen  83rud()  ba3  ©efefc  §  53  an  unb  multi* 
ptijieren,  um  ben  Kenner  be$  83rudf)e3  £■  fortjufd^affen,  QtyUt 
unb  Kenner  mit  5,  fo  ift: 

7:*  =  ^  =  7x*. 

$)a8  SSerfa^ren  bleibt  baSfetbe,  »enn  ber  S)toibenb  ein  JBrud^ 
ober  eine  gemifd^te  Qafjl  ift.  3n  aßen  gäCen  ftettt  fidfj  ba$ 
(SrgebniS  als  ein  Sßrobuft  aus  bem  SHinbenben  unb  htm  um* 
gefeierten  SQScrt  be3  S)toifor3  bar.    Sßir  Ijaben  alfo  ben 

Seljrfat:  @in  «uSbrudt  (ganje  3^^,  Srud^,  ge* 
mifd^te  Qafyl)  wirb  burdf)  einen  SBrud^  bi&ibiert,  inbem 
man  ben  SDioibenben  mit  htm  umgelegten  SBert  be$ 
©itoifor»  multipliziert. 


®2%im*lbvüaj*+  SBenn  man  in  ber  3al)t  Hill 
in  ber  SRidfjtung  oon  KnfS  nad)  red^td  fortfdfjreitenb  ba$  befa* 
bifdfje  Ba^lengcfefe  über  bie  Orbnung  ber  Siner  fortfefct,  fo 
muffen  3^1orbnungen  entfielen,  »eldfje  SBrudfjeinljeiten  finb, 
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nämltdfj  ßeljntel,  #unbertftel,  Saufenbftel  u.  f.  w.  SBc= 
jeidf)nen  toir  bic  ©renje  ätoifdfjen  bcn  ©anjen  unb  tiefen  neuen 
befabifdf)en  @int)eiten  burdf)  ein  $omma,  fo  ift: 

11111,111- Hill +  ^ +  155 +  iS5 

=  104  +    103  +   10«  +  101  +   10'  +  -^  +  ^  +  -^  . 

©urdf)  (Erweiterung  be3  belabifdfjen  ©^ftemS  über  bie  Drbnung 
ber  Siner  entfielen  jeljnteilige  ober  ©ejimatbrücfje.  9Jton 
nennt  83rüdje,  beren  Q&fyUx  beliebige  ganje  3af)len  unb  beren 
SJtenner  Sßotenjen  ber  ©runbjaf)!  eines  BatylenftyftemS 
finb,  «Styfletnlirüdje.  S)ie  S)ejtmalbrüd(je  gehören  ju  ben  ©ljftem= 
brüten,  pe  finb  83rüdE|e,  beren  Kenner  eine  Sßotenj  ber 
©runbjal)!  be3  befabifd>en  ©^ftem8  ift.  3ur  Untere 
fdfjeibung  werben  bie  SSrüd^e,  beren  SJtenner  eine  beliebige  ganje 
galjl  fein  lann,  gewöhnliche  SBrüd^e  genannt.    S)ie  allgemeine 

gorm  eines  edfjten  ®ejimalbrud|e$  ift  -^-    S)ie  jeweiligen 

Srüdfje  finb  im  wefenttid&en  nid&t  bon  ben  getoöfjnttdfjen  33rüd&en 
öerfdfjieben.  @8  lönnen  baljer  atte  ©efefee  ber  tefetem  oljne 
weiteres  auf  bie  ©ejimalbrüclje  angewenbet  werben.  ÜÄit 
Stüdf  fidf)t  auf  bie  einfache  ©dfjreibart  ber  jeweiligen  SBrüd&e  — 
man  brauet  nämlidf)  nur  iljre  Qtäjltx  anjufdireiben  —  ift  ber 
SB  ortlaut  ber  ©efefee  über  bie  Sftedfptung  mit  i^nen  öon  ben 
§3rud)regeln  etwas  abweid&enb.  ©o  lautet  j.  83.  baS  ©efefc 
über  bie  9Äulttylifation  ber  ©ejimatbrüdfje:  9Ran  multtylijiert 
S)ejimatbrfid^e  miteinanber,  inbem  man  fie  ofyte  3tücffidf)t  auf 
baS  ßomma  wie  ganje  &a§Un  multtylijiert  unb  t>on  beut 
Sßrobuft  fo  Diele  ©teilen  abfd&neibet,  als  beibe  gaftoren 
jufammen  enthalten.  S)ie  S)ejimalbrüd^e  oljne  Stüdtfidfjt  auf 
baS  Somma  multtylijieren  Ijeifct  aber  nidfjts  anbereS,  als  iljre 
Qitijltx  multtylijieren.  Unb  inbem  man  fcon  bem  Sßrobuft 
fo  triele  ©teilen  abfdfjneibet,  als  in  ben  gfaftoren  öor^anben 
finb,  teilt  man  burdf)  baS  Sßrobult  ber  Kenner.  9Ran  fieljt 
bieg  Kar  ein,  wenn  man  bie  ju  muttiplijierenben  3)ejimai> 
brüd&e   in   ^otm   gewö^nlid^er   S3rfidf)e  fd^reibt   unb   festere 
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multipttjiert.    @o  ift  j.  JB.: 

4,5x0,24-11x3%  =  ^; 
allgemein: 

a  b  a»b 


10n        10w        iow+m 

35a3  praftifd&e  SRed^ncn  mit  ©ejimalbrfid&en  ift  an*  ber  3tfferu* 
arittymettf  belannt.  Über  abfürjungen  beim  SRed^nen  mit  ben* 
felben  fetye  matt  bett  Anfang. 

2)ie  2)e$imalbrfidje  lönnen  burdjj  ba$  SReter  unb  {eine  Unter- 
abtetlungen  dm,  cm  unb  mm  paftenb  berftnnUdjt  toerben. 

§  58.    Erläuterung  ber  «ntpe^ung  ber  ©rudje  an  unfeter 
Ülbli^en  Sarftettuug  ber  galllettrei^e. 

3)ie  natürtid&e  &afyltnxtti)t  1  big  oo  ift  für  oüe  bireften 
Operationen  ber  trier  ©runbredfjnungen,  uämtid)  ber  Äbbition 
unb  ber  äMttytilation,  auSreidfjenb.  dagegen  ftnb  mir  nidfjt 
imftanbe,  mit  biefer  QcifjltnTzity  aße  Aufgaben  ber  ber  äRuttk 
ptifation  entgegengefefeten  3ted()nung3art  (®toifion)  ju  löfcn. 
©o  }.  83.  verlangt  bie  Söfung  ber  Aufgabe  5 : 2  nad)  unfern 
(Srläuterungen  bei  ber  SJiöifion  (§  11),  ba%  man  Don  bem  bie 
Qafy  5  öerfirottid&enben  Sßunft  be8  3°^eubilbeS  aus  ben  9fa* 
fangSpunft  0  burdf)  jmeimaügeS  JRüdEtD&rtSfd^reitcn  Don  gleicher 
Sänge  erreid&e.  $Ref)tnen  mir  als  ©dfjrittmeite  2  fünfte  ber 
Steige,  fo  gelangen  wir  an  ben  erften  Sßunft.  @ine  ©dfjritt* 
länge  Don  3  ©treefen  mürbe  uns  über  ba«  Qiü  0  tyütau* 
führen,  golglid)  muffen  mir  bie  ©d&rittlänge  größer  als  2 
unb  Heiner  als  3  nehmen.  SBie  fidf)  leidet  ergiebt,  werben  mir 
obige  Aufgabe  mit  #üfe  unferer  DarfteQung  löfen  fönnen, 
menn  mir  in  ber  äRitte  gmifd^en  bem  erften  unb  jmeiten  Sßunft 
einen  neuen  Sßunft  einf galten.  Um  7,  9,  11,  überhaupt  alle 
ungeraben  ftäfykn,  burd>  2  teilen  ju  fönnen,  ift  e3  notmenbtg, 
jmifd&en  je  jmei  fünfte  ber  QafyUnxttyt  einen  Sßunft  ju 
fefcen.  Seber  ber  eingefetteten  Sßunlte  fteQt  eine  neue, 
jmifd^en  \i  jmei  ganjen  QafyUn  liegenbe  3<*^lform  bar.  S)a 
j[eber  eingefügte  Sßunft  bie  ©tredte  jmifd&en  jmei  aufeinanber 
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folgenben  Sagten  in  jtoci  gleite  Seile  teilt,  fo  nennt  man 
einen  folgen  Seit  ein^atb.  ©er  erfte  jnrifd&eu  0  nnb  1  ein- 
gef chattete  Sßunft  t>eranfd(jaulid()t  alfo  bie  3aljl  „eint)aib",  bic 
man  93rud()  nennt,  ©hte  33rud()äaljl  befielt  atö  QtyUx  unb 
SKenner.  ©er  tefctere  beutet  an,  in  ttrie  t)iclc  gleite  leite 
bie  ©treefe  jnrifd&en  jtoei  fünften,  bie  ganje  S^Ien  toerfinn* 
lidjen,  geteilt  ift,  er  nennt  bie  &njaljt  ber  gleiten  Seile.  S)er 
Satter  giebt  bie  Änjat)!  ber  genommenen  Seile  an,  er  jftljlt 
fte.  @in  SBrudf)  wirb  bargeftellt,  inbem  man  bie  QafyUn,  welche 
Q&fyluc  unb  Slenner  bejeid&rien,  „fenfred&t"  untereinanber  fd>reibt 
unb  biefelben  burdfj  einen  „toageredfjten"  ©tridf)  trennt.  S)er 
93rud)  „einljalb"  ttrirb  alfo  „\"  gefdjrieben.  —  2)ie  übrigen 
eingefdljalteten  fünfte  öerjtnnlidfjen  burdj  iljren  Slbftanb  ton 
SRuü  bie  Sagten  1^,  2%,  3*  u.  f.  f.  3Ran  nennt  foldfje  aus 
einer  ganjen  3^t  unb  einem  Srud^e  befteljenbe  3a$tformen 
„gemifd&te  S^^en". 

Sfcad)    btefen   (Erörterungen   ergiebt   fidf)   nun   leidet   bie 
©dfjritttänge,  bie  wir  nehmen  muffen,  um  bie  Aufgaben: 

5:2,        7:2    u.  f .  tu. 

mit  §ilfe  unferer  3ft$fau8(bbiUMn8  ju  löfen,  b.  Ij.  t>on  5,  7 

u.  f.  tt>.  aus  in  2  ©dritten  nadf)  0  ju  gelangen.    S)ie  Sängen 

ber  ©dritte  finb  offenbar  2\,  3\  ©tredten  u.  f.  f.    golglidf)  ift: 

5:2  —  2i;        7:2  =  3*. 

SBenn  toir  in  äljnlidjer  Sßeife  bie  Söfungen  ber  aritfj* 
metifd&en  Aufgaben: 

14:3,        14:4,        14:5 

an  unferm  jfcäfitribxlbt  jur  Sttnfd&auung  bringen  tootten,  fo 
muffen  ttrir  im  erften  %aUt  fcorerft  jtoei  neue  Sßunlte  sttrifdfjen 
ben  fünften  ber  fyäflm  1  bis  14  einfd&alten.  SBir  toerben 
baburdf)  auf  bie  33rüd)e  £  M*  ■¥■  ßtflHjrt-  83ei  ber  jtoeiten 
Aufgabe  finb  3  neue  unb  bei  ber  folgenben  4  neue  Sßunlte, 
allgemein  beim  Seiler  n  finb  n  —  1  Sßwtfte  in  gleiten  Ab* 
ftänben  Doneinanber  einjuftellen.  #ierau8  ergiebt  ftdfj:  Um 
alle  ®toifionen  ausführen  ju  lönnen,  muffen  toir  jttrifdjen  je 
jmei   ganje  QoSfLta  unfer»  3a$tett&ttbeft  unb  gwar  auf  ber 
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156  Stifter  ttbfdputt.    $et  $tu$. 

pofttt&en  unb  auf  ber  negativen  Seite  beSfelben  unjäljlig 
Diele  fünfte  einfdfjalten. 

S)o  aber  ber  ©toifor  n  eine  feljr  grofee  3^1  beseitigen 
tonn,  fo  befielt  bie  burdf)  bie  2)foifton  erjeugte  (Srtoeiterung 
ber  Säulenreihe  barin,  bafj  bie  fünfte  ber  lefcteren  um  eine 
feljr  bebeutenbe  Stnjaljl  öermeljrt  werben. 

3eber  eingefdfjattete  Sßunlt  öerfinnlidjt  eine  pofitfoe  ober 
eine  negative  SBrudfjäaljl,  b.  1).  er  jäljlt  öom  SRuttyunft  au«  nadfj 
red^td  ober  nadf)  lütte  eine  beftimmte  Slnja^I  gebrochener  ©in« 
Reiten  ober  ©tammbrüd&e  ab.  3)ie8  gilt  inbes  audf)  öon  ben 
urfprttnglidjen  fünften,  weil  bie  ganjen  &afylm  in  gorm  üon 
unedlen  SBrüdfjen  bargeftettt  »erben  lönnen.  3e  größer  ber 
SRenner  ber  JBrüdje  ift,  befto  nätyer  liegen  bie  biefelben  jur 
Änfd&auung  bringenben  fünfte,  unb  ber  äbftanb  jtirifd&en  jtoei 
fünften  be3  33ilbeS  ift  um  fo  Heiner,  je  geringer  bie  arttfc 
metifdfje  ©ifferenj  ber  &afytn  ift  welche  bie  Sßunfte  öorfteöen. 

S)ie  ,8ai)lenreii)e  umfaßt  alfo  nid&t  nur  alle  pofi* 
tiöen  unb  negativen  ganjen  QafyUn,  fonbern  audfj 
alle  83rüd&e  unb  gemijd^te  Qafyltn  poftti&er  unb  nega* 
tiber  Strt. 

3n  ber  folgenbeh  Sttbbilbung  finb  einige  Srüdfje  öeran- 
fdf)aulid)t. 

-V,  -i#  -*#     ~i>  H, +*,     +1i,      +L         +*i, 

•  -        •         ••        ••        ••••        •    •         • 

-2,  -1,  0  +1,  +2, 

■  + 


§  59.    Weiterung  be*  8rtt$*egtiffe*. 

3n  §  11  ift  bie  ©infdfjränlung  gemalt  toorben,  bafj  in 
bem  Quotienten  a :  b  ber  SDtoibenb  ein  3$ielfadf)e8  Dom  ©ioifor 
fei,  bamit  ber  SluSbrudt  eine  natürliche  jft&ty  bejetd&ne.  ®ie 
3tedE|engefe|e  über  ben  Quotienten  in  §  13  finb  audfj  nur  unter 
biefer  JBorauSfefeung  betoiefen  toorben.  SBenn  a  unb  b  eine 
natürliche  3^1  bejetd&nen,  fo  geljt  in  feljr  fielen  gäüen  ber 
SMoifor  im  2)foibenben  nid^t  auf,  unb  e$  giebt  alsbann  leine 
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natürliche  ßaljt,  meldte  mit  b  tmtttiptijiert  a  liefert.  Um 
nun  biefe  gälte  nidjt  aus  ber  Slritljmetif  auSfdjtiefjen  ju  muffen 
unb  bie  ©efefce  über  Quotienten  allgemein  benufeen  ju  fönnen, 
ift  eine  ©Weiterung  be3  DuotientenbegriffeS  notoenbig.    9Ran 

nennt  ben  SfoSbrucf  ^,  fatte  er  leine  Qafyt  &er  natürlichen 

Säulenreihe  (§  1)  bejetd^net,  einen  SBrudj;  fein  SJtoibenb  Ijeifjt 
Sanier  unb  fein  2)hrifor  ber  Üftenner  be3  83rud)e$.  S)ie  ^aljlen 
ber  natürlichen  ^aljtenreüje  erhalten  nun  jum  Unterjdjiebe  Don 
ben  gebrochenen  galten  ben  tarnen  „ganje  &afjltn"  ober  furj 
©an je.  9laä)  §  52  bebeutet  ber  33rudj  |  bie  Summe  au§ 
trier  gleiten  Seilen,  öon  wetzen  jeber  btn  fünften  Seil  ber 
©inijeit  beträgt;  alfo: 

*-*  +  *  +  *  +  *• 
$u3  biefem  Segriff  be8  83rud)e3  £  fliegt  aber  unmittelbar  bie 
«ttffaffwtfl:  f  =  4xf 

Sereitö  in  §  53  ift  geometrifd)  unb  aritfjmetifd)  ber  innere 
ßufammenljang  jttnfdjen  SBrudj  unb  Quotienten  an  einzelnen 
SBrüdjen  auä  natürlichen  Qcfyltn  erläutert  toorben.  @8  erübrigt 
nun  nod),  bie  ©lei^eit  jtt>ifd)en  bem  Duotienten  a:b  unb 

bem  S3rud)e  ^  (lieg  a  fctel)  allgemein  ju  betoeifen. 

2)er  allgemeine  83rud)  ^  bejeidjnet  ber  Definition  (§  52) 

gemäß  bie  ©umme  öon  a  gleiten  ©ummanben  ber  in  b  Seile 
jerlegten  ©in^eit,  ober: 

a  1 

b  b 

Uiadj  bem  in  §  11  gegebenen  Segriff  ber  2)toifion  bebeutet 
ber  Quotient  a :  b  junäd)ft,  bie  ßatyl  a  in  b  gleite  Seile  ju 
jerlegen.  35er  S)toibenb  enthält  aber  eine  ©umme  öon  a  (Sin* 
Reiten;  mithin  ift: 

as  6  — (1  +  1  +  1  + +  !):&- 

(a  ©ummanben) 

SBenbet  man  auf  bie  öon  Älammem  eingefd&loffene  ©umme  ben 
erften  Seljrfaj}  in  §  13  an,  fo  entfielen  ©tammbrüdje  mit  bem 
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158  Brütet  «bfdjnitt.    $er  8rud). 

Sienner  b,  bereit  Stnjaljt  gleich  a  ift.     2)ie  ©umme  tiefer 

SSrudjeinljeiten  wirb  aber  !urg  burd)  a  •  ^  ober  |  bargeftellt. 

9ftit!>in  ift  ber  Duotient  a:6  gleich  bem  83rud)e  |.    3eber 

SBrud)  ift  feinem  äBerte  nad)  md>t3  anbereS  als  ein  formeller, 
b.  Ij.  unentttrief elter  ober  unausgeführter  Duotient.  @S  fann 
atfo  aud)  umgefeljrt  ieber  33rud)  atS  ein  Duotient  aufgefaßt 
werben,  ber  burd>  Stttrifion  beS  3ä^erg  &urc30  &ett  9l«iner 
entfteljt.  83ei  ©tammbrüdjen  fliegen  bie  Stuffaffungen  als 
SBrudj  unb  als  Duotienten  in  eine  einjige  jufamuten;  benn 

ber  StuSbrudf  -  bejeidinet  nur  bie  Leitung  ber  (Siuljeit  in  a 

gleite  leite.    3)a  es  für  baS  (Ergebnis  ber  Siedlung  einerlei 

ift,  ob  man  einen  SfaSbrud  t>on  ber  fjorm  |  als  SBrud)  ober 

atS  Duotienten  auffaßt,  fo  werben  in  ber  allgemeinen  Äritlj- 
meti!  oft  beibe  Benennungen  in  bemfelben  Sinne  gebraust 
S)er  S3rud)begriff  ift  für  pofittoe  unb  negattoe  ßa^Ien 
ebenfo  gültig,  wie  für  natürliche.  Seift  man  bie  poftttoe  unb 
bie  negative  (Sütljeit  +  1  in  b  gleite  Seile,  fo  entfielen  bie 

83rud)ein!>eiten  +  j,  —  ^,  unb  wenn  man  üon  ieber  Art  a 

Seile  ju  einer  Qafyl  vereinigt,  fo  erhält  man  bie  Stücke  + 1 

unb  —  j.    SBir  Ijaben  alfo  im  ©egenfafe  jur  pofittoen  unb 

negativen  ©in^eit  bie  pofittoe  unb  negative  33rud)einljeit, 

b  ^b' 
ju  unterfdjeiben.  Sttad)  Kenntnis  ber  algebraifdjen  Qaf)Un 
(§  32)  fann  ein  S3ud)ftabe  a  Jebe  poftttoe  unb  negative  ßaljl 
ber  erweiterten  &afjitnxtity  bejeidjnen.  Sie  SSerbinbung  ber 
erften  unb  jweiten  Erweiterung  beS  3a^*eSriff^  fl^i*  iu 
unausgeführten  Duotienten,  beren  SHmbenb  unb  ©toifor  alge« 

braifdje  &atym  finb,  atfo  ju  Duotienten  t)on  ber  gorm  fp-|- 

S)ie  Söebeutung  biefer  Duotienten  ergiebt  fidj  aus  bem  §au$>t*- 
gefefee  in  §  40;  es  ift  namtid): 
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3Ran  fann  alfo  bcn  Duotienten  jweier  atgebraifd^cn  &afytn 
burd)  cütctt  pofittoen  ober  negativen  83rud)  barfteüett« 

2)ie  ©teidjung  a:b  =  ^  gilt  alfo  aud)  bann,  wenn  a 
nnb  6  beliebige  relative  galten  ber  aCgemeinen  S^Ien  be* 
getanen.    2Bir  Ijaben  alfo  ben 

8e!jrftt$:  ®3  befielt  ©teidjljeit  jwifdjen  einem 
Quotienten  a:b  unb  bemjtenigen  33rudje  |,  beffen 
3&^)Ier  gleid)  beut  S)iöibenben  unb  beffen  SKenner 
betn  ©i&ifor  be3  Duotienten  gleid)  ift 

©er  allgemeine  Duotient  ober  S3ud)ftabenbrud)  ^  ift  in 

einem  Diel  allgemeineren  ©inne  aufjufaffen  afe  ein  gewöhn* 
tidjer  aSrud). 

SKadj  unferen  bis  jefet  gewonnenen  einbegriffen  finb  im 
Duotienten  a :  b  folgenbe  befonbere  S^iformen  enthalten: 

1)  bk  pofitibe  unb  negative  (Sinljeit,  +  1,  wenn 

berfelbe  bie  gorm  fj^  annimmt; 

2)  bejeidjnet  er  bie  öon  1  Derfdjiebene  ganje  ftcfyl  ber 
erweiterten  &oSfivxmf)tf   Wenn  a  ein  SSielf  ad>e3  öon  b  ift, 

3)  bie  gebrochene  Qaty,  wenn  ber  ©toibenb  Meiner  afö 
ber  ®toifor,  alfo  a  <  b  ift;  j.  83.  +  5 :  +  6  =  +  |.  9fatr 
wenn  a  unb  b  natürliche  galten  bejeid)nen,  ift  |  ein  gewöhn* 
lieber  93rud); 

4)  bie  gemifdjte  &a%  Wenn  a>b  ift;  j.  95.: 

±20:±3  =  +  6f; 

5)  fönnen  a  unb  b  aud)  bie  pofittoe  unb  negattoe  ge* 
brodjene  3a!jt  auSbrfiden.  S)er  SBert  be3  Duotienten  ftettt 
bann  eine  ber  unter  1  bis  4  angegebenen  3ö^f°rwie^  &ar- 
Sft   i.  83.  a-|  unb   6  — A,  f°  ift  a:6  — *:A  — t- 
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160  dritter  «bfdjmtt.    3)er  »rudj. 

§  60.    ftortfefcmtö  be*  9lt$utu*  mit  ©tilgen. 

folget  uugöfafc:  8u3  bcm  fieljrfajje  be$  vorigen 
Sßaragra^en  crgicbt  fid&  unmittelbar,  bafe  alle 
SRed&engefefce,  toeld&e  für  ben  urfprüngtidfjen  Duo- 
tieuten  a:b  bettriefen  toorben  finb,  aud)  für  83rüc^e 
©eltung  tyaben. 

9Rau  erhält  bie  befonbem  Sted&engefefce  für  SBrüd&e,  wenn 
man  in  ben  ©efefcen  über  Quotienten  an  ©teCe  fcou  5Dtoibeub 
unb  ®ürifor  bie  SBejeid&nungen  Qtyltx  unb  SJtenner  fefct. 

S)ie  ©runbgefefce  über  ben  33rud)  lauten: 

1)  aJhtltiplijiert  man  einen  SBrud)  mit  feinem  Kenner,  fo 
erhält  man  feinen  3äfcter.    (§  16, 1.) 

2)  SHtribiert  man  ben  &&§Ux  eine«  93rucf)e3  burdf)  ben 
33rud()  felbft,  fo  erhält  man  feinen  SKenner. 

3)  §aben  gleichwertige  33rüdf>e  benfelben  Stylet,  fo  finb 
aud)  ü>re  Sfcenner  gteidf). 

4)  £aben  SSrüdje  mit  bemjelben  SJtenner  gleiten  2Bert, 
fo  finb  aud)  if)re  &&1jlex  etnanber  gteid). 

5)  ©er  Sßert  eines  SBrud)e3  bleibt  ungeänbert,  toenn  man 
feinen  ßäljler  unb  feinen  SRenner  mit  berfelben  &ofyl  mulfe 
plijiert  ober  beibe  burdj  biefelbe  3a^  btoibiert.  (9Ran  öer= 
gleite  §  16  bie  Seljrfäfce  1,  3,  7,  8  unb  10.) 

$ie  t>ier  erften  ^Rechnungsarten  mit  »rücken  finb  bereite 
in  ben  §§  54  big  57  befianbelt  ©iefelben  ©efefce,  toeld&e  bort 
felbftänbig  entttridtelt  toorben  finb,  ergeben  fid)  aufgrunb  beS 
le|ten  golgerungSfafceS  aus  ben  Se^rfä|en  2,  4,  6,  7,  9,  10^ 
11  unb  12  in  §  13. 

2)a3  Sßotenjieren  eines  83rudf)eS  crgicbt  fiel)  aus  bem 
7)  fie^rfafee  in  §  17:  (Sin  33rucf)  ttrirb  potenjiert,  inbem 
man  feinen  Sanier  unb  feinen  SRenner  mit  bem  @g* 
ponenten  potenziert,    ©o  ift  j.  83.: 

~  16  >  W  25  ^  \a  +  b)  a*  +  2ab  +  b2' 

Sebe  (ganje)  Sßotenj  eine«  83rud()eS  ift  ftets  toieber  ein 
Srudf).    2>er  Sßotenjtoert  aller  eckten  SSrttd^e  ift  Meiner  als  1, 
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alfo  toieber  ein  echter  SBrud).    5)ie  ^ßotenjierung  eines  eckten 
SSrudfjeS  liefert  einen  nm  fo  Heineren  8Bert,  je  größer  ber  @g= 

ponent  ift.    2>er  STuSbrucf  Q°°  ijat  ben  SBert  SRutt;  benn 

/i\<X>  iOO  j 

ö      =^5ö  =  i  =  °         ««*§«>■ 


§  61.    2BurjeIou§jie^en  au*  »rüdjen. 

Sufotge  §  26,  3  toirb  ein  SSrudf)  rabijiert,  inbem  man 
fott>of)I  feinen  Q&fytx  aU  feinen  Sfcenner  burdfj  ben  SBurjek 
ejponenten  rabijiert  unb  bie  erfte  SBurjel  burdf)  bie  jtoeite 
bhnbiert,  j.  85.: 

yÖ4         8  >  K  144         12 '  V  n         y  * ' 

3ft  ber  Sftabifanb  ein  unechter  S)ejitnoftm^,  j.  83.  72,25, 
fo  teilt  man  benfelben  junäd^ft  t>om  ©ejimaßornma  ans  nadf) 
linfS  unb  redete  in  stoeijifferige  Stoffen  (§  19).  fjatts  bie 
tefcte  ber  Stbtettungen  recfjtö  öom  Somma  nur  eine  ßiffer 
enthält,  !ann  biefelbe  burd)  eine  9iutt  ergäbt  toerben.  2)a3 
SRed)nung8öerfa$ren  geftattet  fidf)  ganj  auf  biefetbe  SBeife  toie 
bei  ganjen  QafyUn  (§  20)-  ^an  ted^net  o^ne  9iücffid)t  auf 
ba§  ©ejimalfornnta  unb  fefet  in  ber  äBurjet  bagfelbe,  fobatb 
bie  erfte  2)ejimalftetle  junt  Sftefte  hinzugefügt  tüerben  fotl,  5.  83.: 

a+b 


a2  =  3*  = 

2a  2a  =  6  ~^- 

2a6  =  6  •  5  = 

yi2,6736  • 
9 

36 
30 

=  3,56. 

6*  =  53  = 

67 
25 

2a' =70: 
2a  V  =  70  •  6  = 

423 

420 

6'*  =  62  = 

36 
36 

0 

Stattet,  Kttttyaettt 

11 
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162  dritter  «bfd&nitt.    Der  »rudj. 

SBcifpiet  ber  Ouabratwurjel  eine?  eckten  Dejimatbrud&eS: 


V0;00|72|25  =  0,085. 
a*  =  8*  =  64_ 

2a  =  16  :  8  2 

2ab  =  16  •  5  =  80_ 

25 

h*  mm  58  —  25 

0 

3Ron  tarnt  ben  ©ejintatbrudb,  audj  burdj  einen  getoö^n» 
liefen  Sörudj  barftetten,  beffen  Kenner  eine  gerobe  Sßotenj  »on 
10  ift,  unb  tiefen  Sörudj  rabijieren.    @o  i[t.  j.  SB.: 


j/469226         685 


^4X92^  =  ^  =  ^  =  6,85. 

©emäfe  §  26,  3  wirb  aus  einem  gewöhnlichen  83rud)e  bie 
Shibifourjel  gebogen,  inbem  man  bicfclbe  au3  feinem  ßäljler 
unb  feinem  Sftenner  jteljt,  j.  83.: 

l/—  =  -  •  l/?  =  2? 

K  125         5>  K  y  »r-* 

33eim  StuSjieljen  ber  ftubitourget  aus  einem  unedjten 
S)ejimalbrud^e  teile  man  benfelben  Dorn  Dejimallomma  au§ 
naef)  linfö  unb  rechts  in  breijifferige  Abteilungen,  ©in  ed)ter 
5)ejimalbrucf)  toirb  t>om  ßomma  aus  in  klaffen  geteilt.  S)a$ 
ftomina  in  ber  SBurjel  fe|t  man,  fobalb  bie  lefcte  $iffer  ber 
(Sanjen  jum  SRefte  ^injugefügt  werben  ift.  Die  Ausführung 
ber  SRed&nung  gefdjietjt  toie  in  §  247  j.  83.: 
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8 a+6+c 

y401,|947!272  =  7,3  8 
a3  =  78=     343  ^F 

3a2  =  147  -*-       58  9 
3a26  —  147  .  3  —       44  1 

14  84 
3afc2  =  21  •  9  =         1  89 
12  957 
6»  =  38  =  27 

3a'2  «.  15987 -^       12  9302 
3a'26'=  15987  •  8  —       12  789  6 

14067 
3a'6'2  =  3  •  73  •  82  =  14016 


512 

&'»  =  88  =  512 

0. 

§  62.    ftedjnimg  mit  negativen  Jßotenjea. 

Stadj  gormet  II  §  17  bejeidjnet  bic  S)tffcrenjctt*5ßotcnj 
bcn  Quotienten  —  •    SRan  benennt  im  allgemeinen  icbc 

Sßotenj  nacf)  iljren  (Sjcponenten;  Je  nadjbem  bic  Differeuj  ber 
Opponenten  w — n  eine  pojitfoe  ober  negattoe  ganje  3^1  ober 
SKufl  bejeidjnet,  Ijeifet  bie  Sßotenj  fetbft  pofitiö  ober  negatiö 
ober  bie  StuUpotenj.  Die  pofittoe  unb  bie  Stuttpotenj  finb 
in  ben  §§17,  41  unb  42  bejubelt  toorben.  @3  erübrigt 
nun  noef),  bie  9ted)engefejje  für  negattoe  Sßotenjen  auf  aufteilen 
unb  bereu  9tid)tigfeit  ju  betoeifen. 

Die  §  42  (Seite  118)  gegebene  2)eftnition3formet  ber 
negativen  Sßotenj,  nämlicf): 

!ann  nad)  SJenntniS  ber  Sörüd^e  in  folgenber  SBeife  ausgebrochen 
toerben: 

Sebe  negative  Sßotens  ift  gteid)  bem  SBerte  be8  aus 
ber  SBafiS  a  gebilbeten  ©tammbrud)e$  -  potenziert  mit 

bem  pofitiöen  ©jponenten. 

n* 
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164  dritter  Sfofänitt.    $>et  »rudj. 

3n  bieder  Äuffaffung  erfd&eint  audjj  bie  negattoe  Sßotenj 
afö  ein  Sßrobuft  gleitet  gaftoren  (§  14).    @3  ift  nämtidf): 

«^-©"-i-i-i i    (»Salto««). 

3ft  bic  S3afi3  ein  Quotient  (»ruef))  £,  fo  gilt  bie  gönnet: 

©--er- 

2Äan  !ann  alfo  allgemein  ben  (Sjponenten  entgegengefe|t  fefcen, 
toenn  bie  ©runbjaljl  ben  umgelegten  SBert  erhält. 

Äug  ber  2)efinition3formel  arn  =  —  ergiebt  fiel)  burdjj 

OL 

SBertaufdjung  be3  ©toifor«  mit  bem  Quotienten  (§  12,  ©.  41) 
an  =  —  •    ÜRit  $ilf e  biefer  beiben  ©tetd&ungen  !ann  man 

jebe  5ßotenj  au8  bem  Kennet  in  ben  Qü^ttt  (unb  umgefeljrt) 
fdfjaffen,  toenn  man  bem  Opponenten  ba3  entgegengefe$te  33or* 
jeid&en  giefct,  j.  33.: 


£-««-; 

#2 

öa2^-4«-2        6a2csd2 

_  =  ^»tr1; 

c-8d-2              ftV 

©ie  in  ben  §§17  unb  41  für  Sßotenjen  mit  natürlichen  * 
Opponenten  bemefenen  ©efefee  Ijaben  aud}  für  negative 
Sßotenjen  ©ettung.  35ieje  Sßaljtfjeit  geljt  fdjon  barauS  ljert>or, 
bafe  bie  SBebeutung  ber  negativen  Sßotenjform  au3  ber  pofittoen 
Sßotenj  ljert>orgef)t,  toenn  ttrir  gormel  II  §  17  für  alle  ganje 
Ba^temoerte  gelten  taffen  unb  n>m  ift.    SRan  fjat  atöbann: 


ar  :  an  —  ar~n  — 


3Ran  !ann  biefe  SKed&engefefce  aber  auef)  für  negattoe 
^otenjen  auf  ©runblage  i^rer  ©efinitionSformel  nod)  befonberS 
betoeifen.  Die  Setoetfe  werben  in  ber  äßeije  geführt,  bafe  man 
bie  negattoe  Sßoteng  burdf)  bie  gleichwertige  pofittoe  erfefct,  auf 
bieje  bie  Sßotenjgefefce  amoenbet  unb  fd)üefjtid()  ba3  gewonnene 
©rgebntö  in  gorm  einer  negattoen  Motens  auSbrüdt. 

SBtr  taffen  Ijier  bie  gormein  für  bie  9Red()nung  mit  nega- 
tiven Sßotenjen  nebft  ben  83eweifen  folgen: 
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§  62.    föedjnung  mit  negativen  ^otcnjen. 
r  1)     am  •  arn  =  am+^~n>  =  am-n . 


165 


2)    arm  •  a~n  =  a~(m+n) . 


S3ctt>eifc: 


1  am 

1)     aw  •  a-n  ■=*  am  •  —  =  —  =  an 
an        a» 


2)    a-M.a-»  =  —  .-1  * 


aw     an        am+n 


a—{m+n)t 


IL 


1)  am  :  a-~*  =  a™*» . 

2)  a~m  :  an  =  a-<m+n> . 

3)  a~m  :  a~n  =  a~m+n . 

SBctoeijc: 

1)     am  :  a-n  =  am :  —  =  am  •  ~  =  am+n 


2)    a-m  :an  =  —  ;a»  =  — 


am  •  an        am+n 


a_(m+w)  ^ 


3)    a-OT  :  arn  =  —  :  —  =  —  =  a»-™. 

III.  a-».6-n  =  (aft)-n. 

Setoei«: 
SetoeiS: 

(^7  &)*  =  W 


an     6* 


'  1)     (a-n)m  =  a-»"1 . 

2)  (an)-m  =  a-*m. 

3)  (a-tt)-,n  =  anm. 


*)  Ober:        J_ .  i_  ö  &!  ^  AY  _  /aY 
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166  dritter  «bfd&mtt.    2>et  totud). 

33ett>eife: 

J      K       J  \an)  anm 

2)     (a^«^  =  -^==a-- 

3)     (a-)-  _  (i)"*  =  (£)m  **)  =  «,-. 

§  63.    ©nt^otenjen. 

Steuer  fjaben  toir  nn$  mit  Sßotenjen  befdjäftigt,  beten 
(Sjponenten  gonge  3a^en  finb.  iKad)  ber  jtoeiten  (Srtoetternng 
be§  Sa^lenbegriffS  muffen  n>ir  nnä  and)  bie  Sebentnng  t>on 
Sßotenjformen  Hot  legen,  beren  Opponenten  Stücke  finb.  3U 
ber  HI.  ^formet  be«  §  27  ift  (©.  86)  bie  SBemerfnng  gemadjt 
toorben,  bafc  ber  Sßotenjejponent  m:n  eine  natürliche  3a^ 
bejeid)tten  foHe  nnb  baljer  m  ein  SBietfadjeS  öon  n  fein  tnüffe. 
Soffen  ttrir  jefct  biefe  (Sinfdjränfnng  falten  nnb  bie  bezeichnete 
gormel  für  beliebige  pofitfoe  Qa^Untottit  öon  m  nnb  n  gelten, 
fo  fliegen  ans  biefer  ©leidjnng,  toenn  n  in  m  nid^t  aufgebt, 
Sßotenjen  mit  getrogenen  ©gponenten  ober  33  r  n  d)  poten  jen. 
@o  ift  j.  83.  infolge  biefer  gormel: 

^642  =  64*;        ^81»  — 81*;        ^27~2  =  27*; 
allgemein: 


aSrndjpotenjen  entfielen  bnrd)  Sftabijiernng  einer 
^ßotenj,  tt)enn  ber  S33nrjelejponent  im  Sßotenjejcpos 
nenten  nicf)t  aufgebt.  3nr  Unterjd&eibnng  nennen  ttrir  t>on 
jefet  an  jebe  Sßotenj,  beren  ©jponent  eine  ganje  Qafy  ift,  eine 
ganje  Sßotenj.    35a  bie  SSitbnng  eines  SßrobnfteS  an«  \,  \f 

*)  **adj  §  15,  4  unb  §  17,  7. 
**)  dnfotge  ber  gformel: 


©--©■■ 

/Google 


Digitized  by  * 


§  63.    Stu^otenjen.  167 

£,  -  gleiten  Saltoren  leinen  ©imt  giebt,  finnloä  ift,  atfo 
biefe  neue  Sßotenjform  buxä)  ben  urfprüngüdfjen  Sßotensbegriff 
(§  14)  nidljt  gebeutet  »erben  lann,  fo  finb  bie  für  ganje 
Sßotenjen  betriebenen  ©efcfec  auf  SSrud&potenjen  nid^t  oljne 
toeitereä  amoenbbar.  hierin  liegt  nun  no$  lein  ©runb, 
^ßotenjen  mit  a3rudfje£ponenten  au3  ber  allgemeinen  Stritljmetif 
au§jufdf)ttef$en.  SBietmeljr  erforbert  bie  allgemeine  ©ültigfeit 
ber  aritljmetifcf)en  SRed^engefcfee  audf)  bie  S3etradf)tung  biefer 
neuen  Sßotenjform,  ba  bie  obige  SBebingung,  baft  5  eine  natura 
iid^e  3^  bejeidfjnen  fotte,  ben  9tedfjner  bei  Stntoenbung  ber 
Sßotenjgefefee  burcf)  bie  jcbcStnalige  Unter jud^ung ,  ob  ber 
Quotient  m:n  tmrfttdfjv  eine  ganje  3a^  bejeid^ne,  Ijemmen 
ttmrbe.  3nbem  ttrir  aber  bie  je  Sebingung  jefct  aufgeben,  er* 
toeitern  ttrir  ben  Sßotenjbegriff  baf)in,  baft  ber  (Sfponent  jebe 
beliebige  ftofyl  ber  erweiterten  ßa^Ienrei^e  (§  58)  fein  lann. 

a)  ^ßotenjen  mit  pofititjcn  SBrudfjejponenten.  Die 
SSebeutung  einer  Sßotenj  mit  gebrochenen  pofitfoen  (Sjponenten 
tturb  burdfj  bie  Umfeljrung  ber  f5onnet  HI,  atfo  burd)  bie 


Definitionsformet  I:     an  =*y& 

feftgefefct.  Diefetbe  befagt,  bafe  burd^  eine  SBrudfjpotenj  jtoei 
inüerfe  Operationen  britter  ©tufe  angejeigt  toerben,  nämlidfj  bie 
Sßotenjierung  burcf)  itn  Qaf)Ux  m  unb  bie  Stabijierung  burcf) 
ben  Slenner  n  be3  SSrud^eEponenten. 

SSorfte^enbe  ©leid^ung  fpridfjt  folgenbe  Definition  (geft= 
fteQung)  atö:  (Stne  SBrud^potenj  ift  berjenigen  SBurjeU 
gröfte  gleich,  toetdfje  bie  mit  bem  ßäljter  potenjierte 
©runbja^l  jum  SRabifanben  unb  ben  Slenner  beS 
5ßotenjejponenten  jum  SBurjelegponenten  t)at.  Da 
nacf)  Sonnet  IV  §  27 

y^>  =  (ya)m 

ift,  fo  §at  man  ferner  DefimtionSformel  II: 

in  /     _\  _  __ 

an  =  \Ya)m  =  ya-ya Ya  (m  gaftoren). 
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168  dritter  Äbfönitt.    5)er  93ruc^. 

(Sitte  Qafyl  mit  einettfäSrud&e  -  potenzieren  §zi$tt 
btefctbe  burcf)  ben  SKenner  n  rabijieren  unb  bie.  er* 
fjattene  SBurjet  Ya  mit  bem  Sanier  m  potenjieren. 

Äu8  ber  ©eftnitionSformel  I  folgt  für  m  =  1, 

i 

n  .-  - 

ya===an  m 
@S  tft  ba^er  j.  83.: 
64*  =  ]/6l  =  8;      125*  =  |/642  =  (Yuf  =  42  =  16; 

81*  =  V^T3  =  (l/8l)3  =  33  =  27 . 

®a§  ©efefc  über  bie  SBertbeftänbtgfeit  eines  Srud&eS  (§  5ä) 
gilt  audf)  für  bie  83rudt)potenj;  benn  e3  ift: 

mx 
an~x  =y^Tx  =  ^/^      (j^   §  26). 

®a3  Sfted^nen  mit  SBrudfjpotenjen  unterliegt  benfetben 
©efefcen,  toetd&e  für  ganje  Sßotenjen  befielen.  Die  gormetn, 
toetd&e  bie  SRcc^engcfcfee  für  gebrochene  Sßotenjen  au3fpred()enA 
werben  mit  Jptffe  ber  Definitionsformel  I  bettriefen.  SRan 
brüdt  bie  83rudf)potenjen  in  SBurjetgröfeen  atö,  giebt  biefen 
nadfj  §  26  gleite  SBurjelejcponenten,  toenbet  auf  biefe  StuS^ 
brüde  bie  entfpredfjenben  äBurjelgefefce  (§  27)  on  unb  brüdft 
ba§  (SrgebniS  in  SSrud^ejponenten  aus. 

m        p_  m   .p 

I.       an  -  a*  =  an     s. 
S3ett>et3: 

m        p*\  _____ 

m        p  m       p 


*)  2Ran  fann  audj  juerft  bie  33rud)e#>ottentett  gfetdjnamtg  ntad&ett: 

m         p  mg        np 

»_         _  —     -   , —         nq  ng  nq 

an  -a*  =  anq  .  an*  —  yam*  .  )/an*  «  yV^+^    u.  f.  ». 
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SBetoeiä: 

m        p  


mg  —  np  m       p 

=  a    n«     =  an     «. 


m        in 


III.      an  -6n  =  (a&)», 
SBcwci«: 


a»  •  6n  =  Ytf«  •  >/fcm  =  >/(a6)w  =  ab*  . 

IV.      o^  :fc»  =  (£)"• 
SBewei«: 

a-  :  6-  -  ftF:  ^  =  y({)"  (§  27,  4)  -  (j)»  • 

/    m\p  mp^ 

83ett>ei3: 
'  (JY*  =  |/(JF  _  V  (y^)p  =  j/^    (§  27,  7) 

=  *f/5»?  (§  27,  8)  =  a"* . 
SRad)  bcr  II.  $)efmition3formel  bcr  SBrudtfJOtena : 

ift  unter  bem  SfaSbrud  an  ein  $robuft  au8  m  gleiten  galtoren  ju  ber= 

fteljen,  bon  benen  jeber  gletd^  y  a  ift.  Eurd)  biefe  Sfoffaffung  ift  alfo  bie 
gebrochene  $oten&  ber  urforünglidjen  ©rtlärung  (§  17)  unterworfen,  unb 
folglich  muffen  alle  Seljrfftfce  über  ganje  Sßotenjen,  Weiche  ja  auf  tiefer 
Definition  berufen,  aud)  unmittelbar  für  $ru$t>oten$en  gültig  fein. 
SRan  tonn  mit  #ilfe  obiger  3)eftnition8formel  aud)  bie  SRidjtigfeit  biefer 
SBeljauptung  für  jebe  ber  öorljin  betoiefenen  V  gormein  nodj  befonberä 
barlegen,    ©o  ift  5.  ».: 

m        p  mq        np  . 
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ftiefe  betben  ju  multtyliäierenben  2fo3brfi<fe  finb  Sßotenjen,  toeldje  bie 

SBurjcI   ya  jur  ©afiS  Ijaben.    SBcnbet  man  auf  bicfe  SaJjfoerfnityfmtg 
ben  l)  Seljrfafc  §  17  an,  fo  ift: 

np-|-w»g 

gtir  bcn  leiteten  SfeSbruif  aber  lann  man  bic  ©md^^otenj  a    n* 

»  ,  p 
fegen,  toel($e  gleid^  an    9   ift. 


b)  Sßotenjen  mit  negativem  SBrud&ejponenten.    $)ie 

formet:  »•     p        ™__p 

an  :  a5  —  an    * 

füljrt  aufbienegatioegebrodjene  Sßotenj,  toenn  bie  Differenj 
ber  Srudjejponenten  -  —  -  eine  negatioe  ßo^l  giebt.  ©o 
ift  J.  ».:    16i :  iei  _  16-* .        8* :  8*  -  8~i. 

Um  ben  SBert  für  16  ^  ju  beftimmen,  fefcen  toir  nad)  ben 
Seljren  unter  a)  ftatt  ber  33rud)potenjen  16*  unb  16*  bie 
gleichwertigen  Sßurjetn,  bann  ift: 

16-i  =  Vl6:Vl6  =  }. 

SRad)  bem  Segriffe  beS  83rud)e3  ift  —  ±  =  (—  1) :  4  unb 
baljer  nadj  ber  2)efinition3formet  I  unter  a): 


le-^Vie-1. 

(Srfefcen 

toir  ben  Sftabifanben  16  ~  *  nadj  ber  gormel 
„-»  =  ! 

an 

burd)  eine  pofittoe  Qafyl,  fo  ift: 

w-*-^-!:^-*. 

Reifet  ber  ge&rodjene  @£poneitt  — -,  fo  ift  allgemein: 
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X 

3u  berfetben  33ebeutung  ber  $otenjform  a  *  getätigt  man 
burcf)  fotgcnbc  Überlegung.    SRad)  §  62  ift: 

-«       i 

Säfct  man  bieje  (Steigung  aucf)  für  alle  negativen  S3rüd)e  be$ 
(Sjponenten  gelten  unb  fcfet  —  n  —  —  ^  fo  erhält  man  bte 
$>efinition8formet: 

;  u    y? 

3n  SBorten:  3ebe  Sßotenj  mit  negativem  Srud^^ 
ejcponenten  ift  gleich  bem  umgefeljrten  SBert  ber  SBafiS 
potenjiert  mit  pofitiöem  (Sjponenten. 

@8  ift  alfo  j.  83.: 


iKad)  ber  2)efinition8formeI  einer  Sßotenj  mit  negativem 
SBrudjejponenten  !ann  aud)  bicfc  ?ßotenjform  als  ein  Sßrobuft 
im  Sinne  be8  urforüngftdjen  SßotenjbegriffS  aufgefaßt  »erben. 
@3  ift  nämttd): 


a   y 


&-nnt/i--f\  «-»*«-)■ 


gür  ba$  praftifdje  9ted)nen  mit  negativen  SBrud^potenjen 
merle  man  nodj  fotgenbe 


gönnet:    ©"7-©F. 


SRan  fann  alfo  ben  negativen  SBrudjejcponenten  ftete 
pojitit)  fefcen,  toenn  man  bie  ©runbjaljt  in  ben  umgefetyrten 
Safjlentoert  t>ertt>anbett.    ©o  ift  j.  33.: 
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172  dritter  «bfd&mtt.    Der  »rudj. 

-  4*  —  ]/4  —  2; 


®ie  für  Sßotenjen  mit  pofittoen  gebrochenen  Opponenten 
bewiefenen  9tecf)engefefce  Ijaben  auclj  für  Sßotenjen  mit  negativem 
JBrudfjejponenten  ©ülttgfeit.  SGBic  bie  legten  Seityiele  jcigen^ 
!onn  man  im  prafttfd&en  SRedfjnen  burä)  Slnwenbung  ber  öor* 
ftefjenben  gormein  negatfoe  ©jponenten  toermeiben. 

§  64.     äBurjeln  mit  negativen  unb  getni^enen  Giponenten. 

SiSljer  l)aben  wir  nur  SBurjeln  betrachtet ,  beren  @}> 
ponenten  ganje  natürliche  $ofyUn  finb.  (ÜRan  felje  itn 
$bfafc  „©Weiterung  be8  SßuräetbegriffS"  ©.119.)  ÜRad&bem 
ber  Sßotenjbegriff  in  §  63  burdj  bie  Einführung  beliebiger 
ßaljlenwerte  ber  relativen  Säulenreihe  (§  58)  für  ben  5ßotenj= 
ejponenten  eine  (Srweiterung  erfahren  tjat,  muffen  toir  nun 
an6)  bie  unter  VI  (©.  119)  geftettte  SBebingung,  bafc  ber 
2Burjete#)onent  eine  abfotute  8al)i  bejeidfjnen  folle,  fallen 
laffen.  ©a  nämlidj  bag  Sftabijieren  bie  Umfeljrung  be3 
SßoteniierenS  ift,  wobei  ber  5ßotenjejponent  jum  SBurjet 
ejponenten  wirb,  fo  mufc  bie  ©.  120  gegebene  Definition  ber 

Sßurjel  j/p  baljin  erweitert  werben,  bafc  aucf)  ber  äBurjel* 
ejcponent  n  jebc  beliebige  pofitit>e  unb  negative  ganje 
ober   gebrochene   gat)l    ber    erweiterten   Qa^Unxti^t 

bejeidfjnen  !ann.    @3  ift  j.  33.  ~~>/4  =  £,  weil  (ij  *  nadfj 

§  62  ben  Sftabilanben  4  giebt;  ~j/27— i,  weil  Q~8=33=27 

ift;  ferner  ift  faö  — 16*,  benn  16*  mit  bem  aBurjet 
ejponenten    ■£    potenziert    liefert    jufolge    §  62    gormel   V 

(16*)*— 16;  enblid)  ift  ~j/64=64-*,  weil  (64~*)-*  =  64 
liefert. 

SKadfj  bem  t>orf)in  erweiterten  SBurjelbegrtff  bejeid^ttet  ber 
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Slugbrudf  ~^a  biejenige  $afy,  bcrcn  (—  n)tc  ?ßotenj  bcn  Sftabi* 
lanben  a  giebt.  Um  biefc  Sßurjetform  in  einen  gleichwertigen 
Sluäbrucf  mit  pofittöem  äBurjelejponenten  ju  toertoanbeln,  fann 
man  toerfd&iebene  Sßege  einklagen.    (Sin  fefjr  einfaches  SRittel 

jur  SSeftimmung  be3  SBerteS  ber  äBurjet  ~ya  bietet  bie  in 
§  63  gegebene  gormel: 

«/-       i 
T/a  =  -- 

r  n 

Bufotge  biefer  (Steigung  ift: 

y  a  =  a    *  =  — 


a" 


ya 


3u  bemfetben  Ergebnis  gelangt  man  burcl)  folgenbe  @nt= 
toriefetung: 

_         (~n)  (-D  w  «  /?  , 

yä  =  V^  (na$  §  26)  =  i/a-*  =  J/±  =  i- . 
3)ie  Stidfjtigfeit  ber  ©efinitionSformet: 

ergiebt  fidf)  audf)  baraua,  baft  ber  SRabüanb  a  entfielt,  wenn 
man  beibe  SluSbrüdEe  mit  (—  n)  potenziert.  SSorftetyenbe 
©teidfjung  f  priest  folgenbe  Definition  au3: 

3ebe  SBurjel  mit  ganjem  negativem  2Burjel= 
efponenten  ift  gteidfj  bem  umgelegten  SBert  berfelben 
mit  abfolutem  Exponenten. 

©toibiert  man  nadfj  bem  ©efefc  ber  äöertbeftänbigfeit  einer 

SBursel  (§  26)  beibe  Exponenten  be3  SluäbrucfS  }/&  buref)  ben 

Sßotenjesponenten,  fo  entfielt  bie  neue  SBurjelform  ]/8.  Eine 
SBurjel  mit  gebrochenem  äöurjeleEponenten  entfielt 
aus  einer  SBurjel,  bereu  9tabifanb  eine  Sßoteng  ift, 
wenn  man  fotüo^I  ben  äöurjet*  als  ben  Sßotenj* 
ejponenten  burdf)  lefcteren  bit>ibtert  unb  tiefe  35it>ifion 
nid^t  aufgebt  S)ie  SBebeutung  biefer  SBurjelform  fließt  aus 
ber  gormel  III  §  26 ,  wenn  wir  beren  3Kcf)tigfeit  audj  für 
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biefett  gaff  gelten  laffen.    Unter  tiefer  Slnnatyme  ift: 

n 

|/8*  =  ]/8 ,   affgemein  Yar  =  y^ä . 
2)ie  Umfefjrung  tiefet  (Steigung  liefert  bie 

n 

2>eftnition8formel:     ]/ä  =  Y^  —  (v'«)™  • 
@S  ift  bafjer: 

f/8  =  (!/8)4  =  2*  =  16; 
|/l6  =  (yT6)8  =  48  =  64. 

(Sine  3<*fj*  a  buref)  einen  Srnd^  -  rabijieren  f)eifct, 
biefelbe  buref)  ben  ßäljler  n  rabijieren  unb  bie  erhaltene 
Sßurjel  y/ä  mit  bem  Slenner  m  be8  83rud^e8  potenzieren. 

Säfct  man  bie  gormel: 

-n  -  1 

y  a  =  — 

aucij  für  ben  gaff  (Seftung  fiaben,  toenn  ber  SBurjelejponent 
—  n  ben  SBrudj  —  ^  bejetd^net,  fo  ift: 

X 

y/- _1 1_ 

'XX  / — 

3u  bemfelben  Stefuttat  gelangt  jnan  burd^  SBenufcung  ber 
gormel:  n  _         i 

unb  mit  §ilfe  ber  35epnitton3formeI; 

n 

m  ,—  n, 

ya  =  yam , 

X 

toenn  bie  SBurjetform    Vä  btefen  ©teidjungen  unterworfen  ttrirb. 
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2>ie  in  bicfctn  Paragraphen  befprod&enen  SBurjelformcn 
gewähren  inbeS  für  ba3  praftifdje  Stechen  feinen  SBortett.  Sie 
lönnen  audf),  tote  einzelne  33eifpiele  ©eite  172  jetgen,  in  ber 
9tedjnung  ftcts  baburclj  öermieben  werben,  baft  man  ba3 
SJlegattoe  auf  ben  Sßotenjejrponenten  überträgt  unb  an  ©teile 
ber  SBurjel  mit  gebratenem  SBurjeleEponenten  bie  gleichwertige 
Sru^potenj  fefct.    @3  ift  namftdf)  ftetS: 

"~^a  =  a    " ,      }/a  =  ax        unb  j^a  =  a   *  . 

$lnnterfung.  3)ie  Sfoffaffung  ber  SBurjeht  als  ©ru^otenjen 
tüljrt  fcon  ©teöin  (1585)  unb  Sietoton  (1707)  f}er. 
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Vierter  «bfönitt. 

§  65.    äRttft  bcr  Salplen.**) 

1)  Segriff  be3  2Raf$e8.  Unter  „2Rafc"  im  weiteren 
©inne  begreift  man  jcbe  ©röfee,  toeldje  jum  äReffen  einer  mit 
ü)r  gleichartigen  ©röfce  benufct  ttrirb.  2)a3  äReffen  befielt 
barin,  bafc  man  unterfudjt,  tote  oft  bie  atö  SKafc  angenommene 
®xöfy  in  ber  anbern  enthalten  ift,  gteidjtriet  ob  bei  biejem 
SSerfa^ren  ein  SRcft  bleibt  ober  nidjt.  ©ie  ßa^l,  toeldje  bog 
SrgebniS  ber  ÜKeffung  angiebt,  ijeiftt  bie  SRafjjaljI  ber 
gemeffenen  ©röfce  inbejug  auf  ba8  SKafe.***)  3ebe  2Kafoal)t 
ift  tf)rem  ^Begriffe  gemäfc  eine  unbenannte  ßaljL  3m  engeren 
©tnne  nennt  man  eine  ©röfce  ba3  9Raft  einer  anbern  mit  ü)r 
gteief)  benannten,  toenn  bie  9Raftjaljt  eine  ganje  ßa^I  ift,  mit 
anbern  Sßorten,  toenn  bie  ju  meffenbe  ©röfce  ein  ganje«  SJiefc 
fadjeä  öon  iljrem  ÜRafce  ift.  iKacf)  §  14  ift  ba3  Steffen  eine 
bejonbere  gorm  ber  ©ibifion,  bie  ju  meffenbe  ©röfee  ift  ber 
©toibenb  unb  bas  2Rafc  Reifet  ©itrijor.  3ft  a  ein  SMelfadjeS 
t)on  6,  fo  giebt  e3  ftets  eine  ganje  3Ö$  mi  f°  &°&  a  =  6w 
ift,  unb  ber  Quotient  a :  6  bejeidjnet  eine  ganje  ßafjl. 

SJon  ben  beiben  3a^grö§en  12  unb  16  ift  bie  größere 
lein  83ietfad)e3  ber  Heineren,  aber  jebe  oon  ttynen  ljat  biejelbe 

*;  3Ran  ielje  „SBeßriff  ber  2lritijmeti!"  ©.  2. 
**)  3n  biefem  unb  ben  §§  66  unb  67  fott  unter  ftctiji  ftets  bie 
natürliche  Safjl  öerftanben  »erben. 

***)  3m  aflgemetnften  ©tnne  lann  bie  9ttaßjaljl  eine  ganje  galjl,  ein 
getoöfjnftdjer  SBrud),  ein  ^einteiliger  $rud)  unb  eine  Srrationaljafjl  fein. 
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$al)t,  nämttdf)  4,  jum  2Ra§e.  SBenn  jtoei  ober  mehrere  Sagten 
(überhaupt  ©röfjen)  fidE)  gemeinfdf)afttid(}  burdjj  eine  anbete  8^1 
(Oröfce)  tneffen  laffen,  fo  tjeifct  leitete  ba3  „gemein fdEjaft* 
Hdfje  2Wafj"  jener  ©röfjen.  ©inb  bie  gu  nteffenben  ©röfjen 
Sagten,  fo  nennt  man  if)t  gemeinfdjjafttidjeS  2Waf$  audj)  häufig 
ben  „gemeinfrifjafttidEjen  Xeiter"  berfetben.  Die  galten  24 
unb  36  Ijaben  2,  3,  4  unb  12  jum  2Rafce,  12  ift  ba8  gröfcte 
gemeinfdjaftftclje  9Jia&  öon  24  unb  36. 

2)  Seljrfäfce  über  ba3  gemeinfdjjafttidje  3Äa&.  2)ie 
3at)t  6  ift  ein  äRafc  ber  3aljten  30  unb  18;  fie  ift  aud) 
gemeinfdjaftftdfjer  heiler  ber  ©umme  30  +  18  unb  ber 
©ifferenj    30—18. 

$ei&en  bie  Qotyltrt  allgemein  A  unb  B  unb  bejeidfjnet 
man  üjr  gemeinfameS  2Ra&  mit  M,  fo  finb  nadf)  1)  A  unb  B 
JBielfadje  öon  M.    @3  fei: 

A  =  m  •  M     unb      JB  =  w  •  if,  fo  ift: 

4  +  B  =  (m  +  n)  •  -M"     unb      .4  —  B  =  (m  —  n) .  Jf , 
b.  f).  fotooljt  bie  ©umme  atö  bie  ©ifferenj  A  +  B  ift  ein 
JBietfadjeS  öon  M.    äßit^in  befielt  ber 

1)  SelJTfa^:  3ft  eine  3^^  ein  SKafc  öon  jtoei  anbern 
3a^len,  fo  ift  fie  audf)  ein  3Äa§  öon  ber  ©umme  unb 
öon  ber  Differenj  beiber  Qai)Uxt. 

Suffixe:  9tu8  biefem  Sdjrfafce  folgt  unmittelbar:  toenn  M 
ein  äßafc  öon  -4  ift,  fo  ift  biefe  Qaty,  audf)  ein  SÄafc  öon: 

^  +  ^  +  4  +  .-..  +  ^, 
(*) 
b.  i.  öon  x-  A\  in  SBorten:  a)  3ebe3  SDiafc  einer  3a!Jt  ift 
audf)  ein  heiler  öon  einem  beliebigen  SSietfadjen  ber* 
felben.  Folgerung:  b)  3ft  ein  Sßrobult  3tta&  einer  3a^ 
fo  ift  audf)  jeber  $aItor  beSfetben  ein  3Jiafi  biefer  Qaf)t 
@$  täfjt  fidf)  leicht  jetgen,  bafj  M  audf)  ein  2Kag  öon 

w  •  -4  +  n  •  JB 
ift,  b.  t).:  c)  2)a3  gemeinfame  SWafc  jtoeier  &a$Un  ift 
audf)  ein  2ßa§   öon   ber  ©umme   unb   ber   3)ifferenj 
beliebiger  SSietfad^e  biefer  Qaf)Un. 

©füllet,  Hritymetl!.  12 
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Die   3af>l   12   ift   t>a3   größte   2Raß   bet   3aljlen    be* 
Duotienten  84:24.    SÄißt  man  84  burdf)  24,  fo  ergiebt  fid): 
84  —  3  •  24  =  12 

atö  Sfteft;  Don  biefem  ift  12  ebenfalls  ber  größte  teilet. 
Scjetc^net  man  bie  3ot)len  beS  Quotienten  mit  -4  unb  B,  iljr 
gemeinfdfjaftlidjeS  2Raß  mit  M  unb  ift: 

4  =  3.5  +  5,     mithin     A  —  qB  =  R, 

fo  muß  nadf)  Setjrfafc  1)  M  audj  ein  heiler  öon  JS  fein;  in 
Sßorten: 

2)  ßeljrfa^:  3ebe3al)t,  bie  ein9Jiaß  beS  ©iöibenben 
unb  beS  2)ibifor3  ift,  ift  audfj  ein  Xeiter  bom  Stefte. 

3ft  umgefeljrt  M  ein  9Jiaß  beS  2)toifor3  B  unb  be£ 
fftefte«  JS  unb  fteeft  B  qmal  in  A,  fo  ift: 
4  =  ^.  jB  +  R. 

Sfcadf)  bem  1)  SeJjrfafce  muß  M  ein  2Waß  bon  q-B  +  R  ober 
öon  -4  fein.    hieraus  folgt: 

3)  ße^rfa^:  SebeS  gemeinfd&afttid&e  2ttaß  öon  2)i* 
öifor  unb  Sfteft  ift  audf)  ein  Seiler  beS  2)it>ibenben. 

4)  Stufgabe:  2)a3  größte  gemeinfd(}aftlicf)e  2Raß 
ber  galten  1728  unb  6336  ju  ermitteln. 

Sluflöfung:  S)ie  ßa^I  6336  toerbe  burdj  bie  ©tredte  AB 
unb  bie  anbere  burdE)  bie  ©tredte  ab  berftnntidjt.  2Kan  trage 
bie  Heinere  ©tredfe  auf  ber  größeren  fo  oft  als  e8  angebt  öon 

3fifl.  28. 

A  |  ■ __. 1 B 

a\         —\b 


A  aus  ab.    3)a$  lann  breimal  gefd&eljen,  fo  baß 

AC=3xab 
ift.    Den  Sfteft  BC  trage  man  auf  ber  ©tredte  ab  ab,  toaS  nur 
einmal  ausgeführt  »erben  lann;  es  ift: 

ac=l-BC. 
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SKun  trage  man  ben  Steft  bc  fo  oft  ate  e8  ausführbar  ift  auf 
jBC  ab,  ba  bieS  gerabe  jtoeimat  gefjt,  fo  ift: 
BC  =  2bc. 

Darfteilung  beS  SBerfaljrenS: 

ab -±- AB  =  3 

AC 

BC~ab=\ 
ac 
Tc-^-BC=2. 

$>a3  SSerfatjren  mit  QofyUn  ift  genau  baSfetbe. 

1728  -f-  6336  =  3 
5184 

1152  -f- 1728  =  1 
1152 
576  -4-  1152  =  2. 

Siegel:  Um  ba§  größte  gemeinfdjafttidje  SWafj  jfoeier  &o$Un 
ju  ftnben,  btoibiere  man  bie  Heinere  ßa^I  B  in  bie  größere  A. 
©et)t  bie  fctoifion  (3Keffung)  auf,  fo  ift  B  fetbft  ba3  größte 
2Raft  öon  A.  3m  allgemeinen  ttrirb  jcbod^  ein  Steft  i^  bleiben. 
S)iefen  bitribiere  man  in  ben  öorljergeljenben  ©itrifor  B  unb 
fefce  biefeS  SSerfaljren  fo  lange  fort,  bis  ein  Sfteft  entfielt,  ber 
gleidj  9?uÖ  ift.  S)er  le|te  2)toifor  ift  ba3  gefugte  größte 
gemeinfd)aftftctje  3Jia§. 

93etoei8.  S)ie  SBegrünbung  ber  föidjtigfeit  be3  SBerfaljrenS 
tjat  1)  ju  jeigen,  bafc  jber  Icfetc  SHirifor  6c  =  576  ein  2ßa§ 
ber  ©treden  AB  unb  a6,  bejto.  ber  Sohlen  6336  unb  1728 
ift;  2)  ift  ber  9iacf)tt>ei8  ju  führen,  bafc  bc  =  576  ba3  größte 
äRafc  biefer  ©treefen  bejto.  ber  t)on  iljnen  öerfinnlic^ten 
Sagten  ift. 

SluS  ben  burd)  baä  SeredjnungS  ==  ©djema  angejeigten 
©ürifionen  (SKeffungen)  ergeben  ftdj  fotgenbe  (Steigungen: 


1)  AB  =  3ab  +  BC. 

2)  ab  =  l-BC+bc. 

3)  BC  —  2  •  6c. 


1)  6336  =  31728  + 1152. 

2)  1728  =  1-1152  +  576. 

3)  1152  =  2  .  576. 

12* 
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3ufoIge  bcr  (Steigungen  unter  3)  ift  bc  =  576  ein  SDiaft  öon 
50=1152,  unb  baljer  nadf)  bem  1)  Seljrfafc  audj  ein  3Rafc 
öon  BC+bc  ober  bon  a&,  bejto.  öon  1152  +  576 ,  b.  i. 
öon  1728.  SluS  bemfetben  ®runbe  ift  bc  =  576  audj  ein 
SRafetum:  3ab+BC=3. 1728  +  1152,  alfo  tum  ^#=6336. 

S)ie  jtoeite  SSetjauptung,  bafj  6c  =  576  ba3  größte  SDiafc 
öon  -4J5  unb  a&  ift,  betoeife  man  inbireft.  ©efefct,  biefe 
©tredfen  Ratten  ein  größeres  gemeinfdjafttidjeS  SRafc  als  bct 
ettoa  bie  ©treefe  pq  (bie  3^1  5?6  +  w)/  fo  utüfcte  biefeS  audf) 
nadf)  bem  2)  Seljrfafce  ein  3Rafj  Dom  erften  Sftefte  BC  (ber 
3at)t  576)  fem.  Sufotge  beäfelben  SeljrfafceS  mü&te  pq 
(576  +  w)  audf)  ein  Xeiter  be3  jtDeiten  SRefteS,  namtidf)  öon 
bc  (576)  fein.  2)a8  ift  aber  nid^t  möglich,  toeit  eine  größere 
©tredfe  nie  ba8  2Wa&  einer  Heineren,  bejto.  576  +  n  lein 
Xeiter  öon  576  fein  famt.  3Kitljin  ift  bc  ttrirltidf)  ba3  größte 
3Rafj  öon  ben  ©tredfen  .41?  unb  bc,  bejto.  576  ber  größte 
gemeinfd&afttid&e  Seiter  ber  Sagten  6336  unb  1728. 

$)a$  gemeinfdEjafttidje  2tfaf$  bitbet  einen  ©efid&töpunft  jur 
Einteilung  ber  natürlichen  3a^en-  ©rgiebt  ftdf)  burdf)  obigem 
SBerfaljren  als  tefcter  SDfoifor  bie  3a^  1,  fo  ift  biefe  ba8 
größte  gemeinfe^afttic^e  9Jiaf$  ber  gegebenen  QofyUn. 

3toei  ober  mehrere  3a^en/  ^e  au&er  1  feto  gemeinfdjaft* 
lidje«  SJtafc  Ijaben,  tiefen  iu  SBejieljung  ju  einanber  retatibe 
Sßrimjaljten,  Sßrim  jaulen  unter  fidfj,  j.  SB.  9  unb  17,  16  unb  25. 
2Wan  bejeic^uet  3a^en  öon  ^efer  @igeufdjaft  burdf)  9  u  17. 
Stile  Ballen,  bie  fidj  nur  burdj)  1  unb  fidf)  fetbft  meffen  laffen, 
nennt  man  ab  fo  tute  Sßrtmjaljlen,  Sßrim  jagten  an  unb  für  fidO, 
i.  SB.  1,  2,  3,  5,  7  u.  f.  tt>. 

SBon  ben  abfotuten  Sßrimjaljlen  2  unb  3  ift  jcbe  ein  Leiter 
öon  24;  iljr  Sßrobuft  2-3  =  6  ift  ebenfalls  ein  Sßafc  üon 
24.  3ebe  ber  relativen  Sßrimjaljten  5  unb  7  ift  ein  äRafc 
t>on  70;  ba3  Sßrobult  5  -  7  =  35  getjt  audf)  in  70  auf.  hieraus 
folgern  ttrir  ben 

5)  ßelJTfa^:  SBenu  jtoei  (abfotute  ober  retatibe) 
Sßrimjaljten  a  unb  b  einjetn  in  einer  britten  3a^  c 
aufgeben,  fo  ift  audf)  ifjr  Sßrobuft  ab  ein  Leiter  t>on  c. 
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SBetoeiS.    @3  fei  c:a  =  m  unb  c:b  =  n,  atfo  c  = 
unb  c  «■  &#,  fo  ift  am  =  6w.    #ietau3  folgt: 

6 


:am 


am : 


S)a  nun  n  eine  ganje  gatjt  ift  unb  u  unb  6  Sßtintjaljten 

finb,  fo  mufc  in  bem  9lu8btu<l  a  •  ™  bet  Duotient  m :  6  eben= 

falte  eine  ganje  galjt  bejeidjnen.  63  fei  nun  *»:&  =  #, 
olfo  m  =  b$,  fo  ift,  ba  c  =  am,  audj  c  =  a6a?;  mithin 
c:ab  —  xt  b.  Ij.  c  ift  butd)  ba3  Sßtobuft  bet  Sßtimjaljlen 
teilbat,  mit  anbeten  SBotten:  ab  ift  ein  2Rafc  t>on  c. 

3m  ©egenfafc  ju  ben  abfoluten  Sßtimjaljten  Ijeifcen  alle 
übrigen  galten  jufammengefefcte  Sagten,  »eil  fte  fid)  in 
Sßtobufte  jettegen  taffen,  beten  galtoten  Sßtunäaljlen  finb,  j.  85. 
4,  9,  12  u.  f.  to.  Sine  jufammengefe|te  gaf)t  *wrb  to  e*n 
Sßtobuft  aus  Sßtintialjlen  jettegt,  inbem  man  fie  butd}  bie 
fleinfte  Sßtimjaljt,  toetdje  in  il)t  aufgebt,  bfoibiett  unb  bie 
$)foifion  buttf)  Sßtimjaljlen  fo  lange  fottfefct,  bis  bet  Ie|te 
Duotient  felbft  eine  ^ßtimja^l  ift. 

S)ie  gettegung  *n  Sßtimfaftoten  bietet  ein  jtoeiteS  SWittet, 
ba3  gtöfcte  gemeinfdjaftlidje  SRafc  t>on  jtoei  obet  meldeten  galten 
jufinben.  S)aS5ßtobuft  bet  gemeinfd)aftticf)en  gaftoten, 
toetdje  bie  gettegungen  enthalten,  giebt  ben  gtöftten 
leitet  bet  galten.  63  fei  butd)  biefeS  SSetfaljten  bet  größte 
teilet  öon  6336  unb  1728  ju  fud&en. 

©atftettung  be8  SSetfaljtenS: 

6336  1728 


2 

3168 

2 

1584 

2 

792 

2 

396 

2 

198 

2 

99 

3 

33 

3 

11 

11 

1 

2 

864 

2 

432 

2 

216 

2 

108 

2 

54 

2 

27 

3 

9 

3 

3 

3 

1 

esiftaIfo6336  =  26-38-ll. 


1728  —  2«.  38. 
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S)a  in  beiben  gertegungen  ba8  Sßrobult  26  •  32  toorlommt,  fo 

ift  2632  =  576  ba8  gröfcte  2Rafc  bet  galten  6336  unb  1728. 

Um  ba3  größte  gcmcinfd^afttic^c  2Rafc  bon  mehreren  galjlen, 

.4,  J?,  C,  B  u.  f.  to.,  nadf)  ber  erften  äßetljobe  ju  ftnben,  fudfje 

man  sunatjjft  ben  größten  gemeinfamen 

Sifl.  24.  Seiler  toon  A  unb  j?,  er  tjeifce  w; 

BGB     bann  beregnet   man  ttrie  öorljin  baS 

U  größte  gemeinfame  SDiafc  ber  galjlen  w 

unb  C,  u.  f.  f.  $)er  jutefct  gefunbene 
leitet  g  ift  ba3  größte  2Raft  ber  ge- 
gebenen galten  A,  B,  C  unb  D.  — 
2)a8  jtoeite  JBerfatjren  gilt  unmittelbar 
für  eine  beliebige  2fajal)t  t>on  galten. 
Auf  biefe  SBcifc  pnbet  man  j.  85.  aU 
größten  gemeinfdjjjaftüdjen  Seiler  t  ber 
galten  4061,  4619  unb  4867  für  t  ben  SBert  31.  ©toibiert 
man  biefe  galten  burdfj  ifjr  größtes  2Rafc,  fo  finb  bie  Quotienten 
131,  149  unb  157  relatiöe  Sßrtmjaljten. 

3)en  größten  gemeinfdfjaftficljen  Xeiler  ju  atgebraifdfjen 
(Summen  finbet  man  burdj  baSfetbe  ©erfahren,  toetdfjeS  für 
uumerifdfje  galten  angegeben  toorben  ift.  ®8  fei  j.  ©.  ba§ 
größte  SRafj  öon  ben  Summen: 

8s2  +  6z  +  1    unb    16s*  +  14*  +  3 
ju  berechnen. 

8#2  +  6*+l-^16z2  +  14:z+3=2 
16s2  +  12s+2 

2a+l-^-8a2+6a;+l  —  4x 
8x*  +  4x 

2a  +  l-f-2*+l=l 
2x+l 

3)a3  gemeinfd&aftftdEje  SDiafe  ift  2#  +  1.  Um  SSrüd&e  ju  öer* 
meiben,  empftejjtt  e8  fidO  manchmal,  t>or  Ausführung  einer 
S)it)ifion  ben  2)toifor  ober  SHiribenben  mit  einer  galjt  ju 
multiplijieren  ober  ju  btoibieren.    $>urdfj  biefe  JBerünberung 
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barf  itrbcS  fein  gemeinfamer  gaftor  im  ©itrifor  unb  feinem 
Dfoibenben  entfielen. 

2)a3  ©udjen  be§  gemeinfdjaftfidjen  Seilers  toirb  mit  SSor= 
teil  angetoenbet  jum  Äürjen  öon  Quotienten  unb  Stufen 
(§  48,  b).  ©o  ift  j.  85.  ber  Quotient  auä  obigen  algebraifd)en 
©ummen: 

8a;*  +  ßx  +  1    =  (4a;  +  1) •  (Zx  +  1)  =  4a;  +  1 
16a;8  +  14a?  +  3  —  (8a;  +  8)-(2«  +  1)        8a;  +  3 ' 

Den  Quotienten: 

2a;3  +  9a;2  +  10a;  +  3 


4a;3  +  16a;*  +  17a;  +  5 

auf  ben  fürjeften  9tu3bru<f  ju  bringen. 

Stuftöfung:  2ßan  fudje  toie  tootfjm  ben  größten  gemein* 
fdjafttidjen  Leiter  be8  Dilriforä  unb  be3  ©foibenben.  SBejeidjnet 
man  benfetben  mit  t,  fo  etgiebt  fid): 

t 2x2  —  3x—  1. 

@§  ift: 

2a;8  +  9a;2  +  10a; +  3         (—  x  —  3)-(—  2a;8  —  3a;  —  1)  =  x  +  $  ^ 
4x*  +  16a;*  +  17a;  +  5       (—  2a;  —  5).(—  2a;8  —  3a;  —  1)       2a;  +  5  * 

§  66.    85om  fleinflen  genteutfdjaftfidjett  IBielfadpn 
(3>inibenben). 

SBegriff.  2Kan  berfteljt  unter  bem  tteinften  gemeinfdjaft= 
fidjen  SSietfadjen  (©toibenben,  $)it>ibuu3)  jtoeier  ober  mehrerer 
ßa^Ien  a,  b,  c  bie  fleinfte  $a%  in  toetd)e  fämttidje  gegebene 
3a^len  oiEjne  SReft  büribiert  toerben  fitanen.  ©o  ift  j.  33.  ber 
fleinfte  $toibenb  t>on  24  unb  60  bie  3aljl  120.  3n  ber  SBrucfc 
(öuotienten*)9iectjnung  füljrt  ba8  fleinfte  gemeinfame  SSielfadje 
ber  SRenner  (2)toiforen)  ben  tarnen  Hauptnenner  (QanpU 
btoifor).    (2Ran  bergleidje  §  48,  a  unb  §  54.) 

Der  Weinfte  SHtribenb  *on  24  unb  60  ift  120;  biefeS 
Heinfte  SSielfad^e  ift  offenbar  ein  Xeiler  öon: 
2-120,    3- 120-...  w- 120. 
SBejeic^nen  ttrir  ba3  fleinfte  gemeinfame  SBielfadje  ber  3^Ien 
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184  Vierter  SCbfd&nitt.    8ert)ättniffe  unb  Proportionen. 

a,  b,  c  mit  v,  fo  ift  v  ein  Seiler  Don  2  •  v,  3  •  v w  •  v; 

b.  $.: 

1)  SelJTfa^:  ©er  fteinfte  ©iöibenb  bon  jtoei  ober 
meuteren  Sagten  ift  ftetg  ein  Seiler  t>on  beliebigen 
anbem  SHetfadjen  biefer  Sagten. 

S)ie  galten  24,  60  unb  90  Ijaben  720  jum  gemeinfamen 
©toibenben;  bie  einzelnen  Quotienten  au8  720  unb  biefen 
ßcäjltn,  nämßd)  30,  12  unb  8  §aben  ba3  gemeinfame  äRafc  2. 
2)er  Quotient  720:2,  atfo  bie  Qafjt  360,  ift  ebenfalls  ein 
gemeinfameS  SBielfac^ed  t>on  24,  60  unb  90.  S)iefe8  SBcifpicI 
jeigt: 

2)  SelJTfa^:  $aben  bie  Qa^Un  at  &/  c  ba3  gemein- 
f d^af ttid^c  aSicIfad^c  v  unb  bie  Quotienten  v:ar  v:b 
unb  v:c  ein  gemeinfd)aftlid)eS  äKafc  m,  fo  ift  aud)  v:m 
ein  gemetnfd)aftUd)er  ©iöibenb  ber  Säulen  a,  b  unb  c. 

2)a3  fteinfte  gemeinfame  SSietfadje  t>on  24  unb  60  tjeifet 
120;  bie  Quotienten  120:24  unb  120:60,  atfo  bie  ßaljten 
5  unb  2  finb  retatto  prim.    #ierau3  ergiebt  ftdj: 

3)  Sejrfa*:  3ft  bie  3at»t  D  ber  Heinfte  ©iöibenb 
t>on  a,  b  unb  c,  fo  bejeidjnen  bie  Quotienten  aus  D 
unb  ben  gegebenen  Ra^Urt,  atfo  D:a,  D:b  unb  D:c 
retatibe  Sßrimjaljten. 

33etoei3.  (Sefefet,  bie  Quotienten  D:a,  D:b  unb  D:c 
Ratten  einen  öon  1  t>erfd)iebenen  gemeinfd)afttict)en  Seiler  t, 
fo  müßte  vermöge  be3  vorigen  Seljrfa|e3  ber  Quotient  D:t 
ebenfalls  ein  gemeinfamer  SHtribenb  ber  Satyrn  a,  b  unb  c 
fein.  3Äitl)in  toäre  D :  t  ein  f  teinereS  SBictfad^eS,  toaS  gegen 
bie  SSorauSfefcung  ftreitet,  baß  D  ben  fleinften  ©itribenben 
t>on  a,  6  unb  c  bejeic^nen  fott. 

4)  ßeljtfa^:  SBenn  bie  Quotienten  D:a,  D:b  unb 
D:c  retatiöe  ^rimja^Ien  bejeidjnen,  fo  ift  B  ber 
Iteinfte  gemeinfame  SHöibenb  öon  a,  b  unb  c.  (Um- 
feljrung  bom  3)  Setjrfafc.) 

SBetoeiS.  (Sefefet,  nidjt  D  fei  ber  fteinfte  gemeinfdjafttict)e 
S)iöibenb  ber  galten  a,  6  unb  c,  fonbern  eine  anbere  Qa% 
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cttoa  M,  fo  muffte  nad)  beut  1)  Seljrfafce  D  ein  ganjeS  SSiet 
fadjeS  bon  Jf,  alfo  ctoa: 

1)      D  =  Mt 
fein.    iKadj  bem  SBegrtffe  be$  fleinften  gemeinfamen  SSictfac^cn 
müßten  ferner  fotgenbe  (Steigungen  befielen,  mm  m,  n  unb  p 
bie  SBerte  ber  Quotienten  auä  M  unb  ben  gegebenen  8a^e^ 
bejetdjnen: 

2)  M:a  =  m,        M:b  =  n,        M:c—p. 
Vermöge  ber  erften  ©teidjung  muffte: 

3)  D:a  =  mt,        D\b  =  nt,        D:c=pt 

fein,  b.  tj.,  bie  Quotienten  aus  bem  fleinften  ©itribenben  D 
unb  ben  $a$ten  a,  b,  c  Ratten  ben  gemeinfamen  Xeiler  t. 
S)ieS  toiberftmdjt  ber  SSorauSfefcung ,  toetdje  bie  SBebingung 
enthält,  bafe  biefe  Quotienten  relative  Sßrimjaljlen  fein 
foöen. 

3ufa|.  3)er  4)  Seljrfafc  bietet  ein  SRittet,  bie  9ttd>tigfeit 
eine«  burd)  9ted)nung  gefundenen  fleinften  ©toibenben  gegebener 
Sagten  nac^jutoeifen.    (©ielje  unter  6.) 

©üribiert  man  nad)  §  13,  5  baS  Sßrobuft  60  •  24  burdj 
ben  größten  heiler  ber  gaftoren,  alfo  burd)  12,  fo  erhält 
«ton:  ^  =  5-24  =  120, 

alfo  ba8  fteinfte  gemeinfdjafttidjje  SSielfadje  ber  galten  24  unb 
60.    ©iefeS  SBeifpiet  jeigt: 

5)  Selpfafc:  2Ran  erhält  ben  fleinften  gemeinfe^aft- 
üdjen  Siöibenben  jtoeier  &a$Un,  inbem  man  ben 
Quotienten  aus  einer  ber  &af)Un  unb  bem  größten 
Xeiter  beiber  $a$Un  mit  ber  anbern  3^1  mutti* 
püjiert. 

SBetoeiS.  @3  fei  t  ber  größte  gemeinfdjafttidje  Xeiter 
ber  ßatyfen  m  unb  n,  fo  ift  ju  jeigen,  bafj  j  •  w  ober  m  •  * 
ba3  fteinfte  gemeinfame  SSicIfad^c  öon  m  unb  n  giebt.  3)a3 
Sßrobuft  mn  ift  offenbar  ein  gemeinfamer  ©foibenb  ber  QcfyUn 
m  unb  w.    S)a  nun  m  —  —  unb  n  =  — ,  fo  mufi  £  audj 
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186  Vierter  B&fdjnitt.    Serljättniffe  unb  «Proportionen. 

ba3  größte  gemeinfdEjaftficIje  SDiafc  ber  Quotienten  ^—  unb  — 

fein.  SBeit  ferner  nadj  ber  SBorauSfefcung  t  ber  größte  gemein' 
fame  Leiter  Don  m  unb  n  ift,  fo  bejeidfjnen  jufolge  Seljrfafc  3) 
mit  unb  n:£  relative  sßrimjaljlen.    Die  biefen  Quotienten 

gleiten  ÄuäbrüdEe  ^^  unb  ^jp-  bejeidjnen  alfo  gleichfalls 

retattoe  Sßrimjaljlen,  unb  ba  fotooljt  tn  aU  n  in  mn:t  oljne 

Sfteft  entsaften  ift,  fo  mufe  m-n:t  ober  j  •  n  ober  m  •  ?  ben 

Heinften  gemeinfd^aftli^en  Stoibenben  ber  3a^en  m  unb  w 
liefern. 

6)  Seljrfa^:  2Kan  finbet  ben  Heinften  gemeinfdfiaftlidjett 
Stoibenben  Don  brei  unb  mehreren  Qßffitn,  inbem  man  ba3 
unter  5)  angegebene  ©erfahren  juerft  auf  jtoei  ftafytn  a  unb  6 
antoenbet  —  ber  gefugte  3)üribenb  tyeifje  D  —  hierauf  für  D 
unb  bie  britte  QtäjH  c  ba3  gemeinfame  SSietfadjjje  ermittelt,  u.  f.  to. 
S)ie  jutefet  gefunbene  ßa^I  ift  ber  fleinfte  gemeinfdf)aftftd)e  $)toi= 
benb  alter  gegebenen  Qcfylta. 

68  fei  j.  33.  ba3  fleinfte  gemeinfame  SBielfad^e  bon  72, 
120  unb  540  ju  fudjen. 

S)a  24  ba3  größte  gemeinfdfjaftlicije  SRafc  öon  72  unb 
120  ift,  fo  beträgt  iljr  Keinfter  gemeinfdjjjaftfidier  SJtoibuuS 

g  •  120  =  360.      5Wefe   ßo^I   unb   540   §aben   180   jum 

größten  gemeinfamen  heiler;  mithin  ift  iljr  fleinfte«  SSietfadfjeS 

Jgj  •  540  =  1080.    S)er  tefcte  Shribenb  1080  ift  ba3  fleinfte 

gemeinfdjafttidf)e  SBielfadfje  öon  72,  120  unb  540;  benn  nadj) 
Seljrfafc  4)  finb  bie  Quotienten  aus  1080  unb  ben  einjelnen 
gegebenen  Qrfflm,  nämüdj  15,  9  unb  2,  relative  Sßrimjaljten. 

7)  3ur  SSeredjnung  be3  Heinften  gemeinfd)aftKcf)en  Sicfc 
fachen  bebient  man  fidj  audj)  ber  folgenben 

Siegel:  9Jian  jerlege  fämtlic^e  gegebenen  3öt)Ien  in 
iljre  Sßrimfaftoren  unb  fdfjreibe  bie  in  einem  Sßrobuft 
ttrieberljott  öorfommenben  gaftoren  in  5ßotenjform. 
S)ann  ift  ba8  Sßrobuft  au«  ben  tjödfjften  Sßotenjen  aller 
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öerfd)iebenen  galtoren  bet  Iteinfte  gemeinfame  2)it>i* 
buu8  aller  gegebenen  Sagten. 

S3  fei  j.  SB.  nadj  biefer  Siegel  ba3  fleinfte  gemeinfame 
»ietfedje  bon  8,  12,  16,  24,  32,  36  unb  256  ju  fudjen. 


8  =  2 

•  2  •  2  —  28. 

12  =  2 

2  •  3  =  2*  •  3. 

16  =  2 

2.2-2  =  2*. 

24  =  2 

2  •  2  •  3  =  2S  •  3. 

32  =  2 

2  •  2  •  2  •  2  =  25. 

36  =  2 

2  •  3  •  3  —  2*  •  3*. 

256  =  2  ■ 

2- 2-2-2. 2-2- 

2  =  28. 

Äleinfter  gemeinfamer  ©üubenb:  28 .  32  =  256  •  9  =  2304. 

S)ie  praftifdje  Ausrechnung  beg  fleinften  gemeinfdjjaftlidjen 
JBictfac^cn  gejdjieljt  getoöljttlid)  in  folgenber  SJarfteÖung: 
(Begeben:    9,    12,    16,    21,    24,    54,    60,    84. 

Seredjnung: 


0,  a, 

16, 

U, 

24, 

54, 

60, 

84. 

2 

8, 

12, 

27, 

30, 

42. 

2 

4, 

6, 

27, 

15, 

21. 

2 

2, 

3, 

27, 

15, 

21. 

3 

2, 

9, 

5, 

7. 

3 

2, 

3, 

5, 

7. 

3)a3  fleinfte  gemeinfante  JBietfadje  ift: 

2- 2- 2- 2- 3- 3-3- 5- 7  =  2*.  38- 5- 7  =  15120. 

9Jian  berfäljrt  hierbei  nadj  fotgenben 

Weg  ein:  a)  33eim  Silben  beS  Iteinften  gemeinfamen 
2)it>ibuu3  barf  man  alle  QafyUn  *n  e™er  8e^e^  &te  in 
einet  anbern  aufgeben,  {treiben,  ©o  finb  j.  93.  in  ber 
erften  Qtxh  We  3ö^e^  9/  i2  wü)  21  burdjftridjen,  »eil  fie 
bejüglid)  Seiler' üon  54,  24  unb  84  finb. 

b)  £aben  einige  ober  alle  &a$ttn  einen  gemein* 
fdjaftlidjen  Seiler, '  f o  bibibiert  man  biefelben  burd) 
lefeteren  unb  multiplijiert  (jntefct)  ftatt  jener  Qa\)Un 
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188  Eiertet  Bbfdjnitt.    «erijältniffe  unb  Proportionen. 

bie    erhaltenen    Quotienten    mit    beut    gemeinfamen 
Seiler. 

c)  SKan  fefee  bie  QtxUqnnQ  ber  Qai)Un  f°  lange 
als  möglich  fort  unb  fdjeibe  hierbei  nur  abfolute 
tprimja^Ien  aus. 

9tntoenbung  be3  Sorljergeljenben.  35ie  borfteljenben 
Seljren  finben  audf)  auf  algebraifdjjje  SluSbrüdfe  Sntoenbung. 
SSBenn  eine  algebraifdfje  ©umme  fidjj  in  gaftoren  jerlegen  läfct, 
bie  fidj  weiter  nid£)t  jerfäKen  laffen,  fo  fann  man  biefe  galtoren 
bejieljlidj  ate  einfädle  SuSbrüdCe  bejeid^nen.  SJiefer  Srflärung 
gemäfc  jinb  alfo  bie  $a!toren  fa  algebraifd^en  ©umme: 

s2  —  3x  —  6, 
nämlidf)  x  +  2  unb  x  —  3  mit  SBejieljung  auf  iljr  Sßrobuft, 
bejto.  bie  entfpredfjenbe  ©umme,  einfache  galtoren,  obgleidf)  fie 
an  unb  für  fidf)  juf ammengefejjte  SluSbrüde  finb.  S)er  fleinfte 
gemeinfame  2>toibuu8  ju  algebraifdfjen  ©ummen  ttrirb  nadfj  ben* 
felben  äßetfjoben  berechnet,  »eldfje  toorljin  für  mtmertfdje  Qcifjltn 
angegeben  toorben  finb.  ©o  ift  j.  85.  ba$  fleinfte  gemeinfame 
SSielfadjjje  ber  ©ummen: 

x2  +  Ix  +  10    unb    a?  —  6x  -  16 
nadfj  bem  5)  Seljrfafce: 

x'\7*  +  10><(x*-6x--16)  =  (x  +  5).(x*--6x-16). 

SRad)  ber  SÄetljobe  mittete  QttltsartQ  ift: 

x2  +  Ix  +  10  «  (x  +  2)  •  (x  +  5).     . 
tf  _  6x  —  16  =  (x  +  2)  •  (x  —  8). 

Äleinfter  ©toibuuS:  (x  +  2) .  {x  +  5)  •  {x  —  8). 
(SSergleidje  §  48,  a.) 

3)a$  Sluffudjen  be3  fleinften  gemeinfdjjaftlidjen  ©üribuua 
finbet  Smoenbung  bei  ber  Bereinigung  ungleichnamiger  Duo« 
tienten  unb  SBrfidjjje,  um  ben  fleinften  #auptbürifor  ober  §aupt? 
nenner  ju  beregnen. 
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§  67.    Zeilbarfeit  bcr  Qaffitn. 

1)  Unter  ftetfbarfeit  bcr  Satyrn  oerfteljt  man  bie  ©efe|e, 
toetdje  auSforedjen,  unter  toe!d)en  SBebingungen  galten  burdf) 
eine  anbere  teilbar  finb,  atfo  eine  SJitrifion  a:b  oljne  Sfteft 
aufgebt.  SSermöge  be3  §  66  ift  e3  Kar,  bafe  eine  galjt  N, 
toetdfje  ein  gemeinsames  SSictfac^eS  Don  a,  b,  c  •  •  •  ift,  burd) 
biefe  galten  teilbar  ift. 

2)  S)ie  SBetoeife  für  bie  Seljrfäfce  über  bie  Seilbarfeit 
numerifdjer  galjlen  berufen  auf  bem  befabifdjen  gaijtenfoftem. 
Äße  befabifdfjen  galten  laffen  fidf>  burdfj  eine  Summe  barftetten, 
bereu  einjetne  ©ummanben  Sßrobufte  aus  Sßotenjen  ber  ©runb* 
ja^I  10  unb  ben  giffern  (©inteitung  6)  finb.  3)a  teuere 
angeben,  lote  tuet  Sinljeiten  uon  einer  Drbnung  (Sinleituug  7) 
Dorfymben  finb,  fo  fann  man  fie  in  einer  numerifdjen  galjt 
paffenb  mit  bem  tarnen  „Drbnunggfoefftjienten"  bejeic^nen. 
SRadfj  bem  befabifdjen  galjtengefefc  ifc 

79584  =  7  •  104  -f  9  •  108  +  5  •  10*  +  8  •  101  +  4  •  10°. 

SBejeicIjnen  ttrir  bie  „DrbnungSfoefftäienten"  mit  ben  allgemeinen 
geilen  a,  b,  c,  d,  e  •  •  •  unb  bie  befabifdje  galjt  mit  N,  fo 
ift  bie  allgemeine  gorm  einer  galjt  be8  befabifdjen  ©Aftern«: 

N=  • .  •  •  e  •  104  +  d- 108  +  c  •  102  +  6  •  101  +  a. 

Die  ©umme  ber  giffern  einer  galjt  oljne  SRüdfid^t  auf  ben 
Slang  ober  ©tettemoert  ber  galjtäeieljen,  alfo  bie  ©umme  ber 
Drbnunggfoeffijienten  nennt  man  üuerfumme  ber  galjt.  ©o 
ift  j.  SB.  bie  Querfumme  oon: 

79584  =  7  +  9  +  5  +  8  +  4  =  33. 

S)ie  galten: 

2,         4,         6,  8-... 

fönnen  auä)  burdf)  fotgenbe  Sßrobufte  bargeftettt  »erben: 

2-1,      22,     2-3,     24 2  .  n. 

Sitte  galten,  toetdf)e  burdj  ba3  geidjjen  2-n  (unter  »  eine 
beliebige  natürliche  galjt  oerftanben)  auggebrücft  »erben  fönnen, 
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Reißen  gerabe  Ballett.    $)er  tfasbrudf  2  •  w  tft  bie  allgemeine 
gorm  berfetben.    @8  tft: 

[1  =  2-0  +  1;         3  =  2-1  +  1; 

15  =  2-2+1;         7  =  2-3  +  1    u.  f.  f. 

[1=2-1  —  1;         3  =  2-2-1; 


"li 


b)  [5  =  23  —  1;  7  =  2-4—1     u.  f.  to. 

gebe  Qa%  toeldje  bie  $orm  2n  +  1  Ijat,  Reifet  ungerabe. 

3)  1fonti}titiftvi  iier  ÄetUrartait 

a)  fteitbarfeit  burdj  2  uttb  5.  $)a  alle  geraben  3^n 
bie  gorm  2-n  Ijaben,  foift  eä  Kar,  bafc  biefelben  fämtltd) 
buref)  2  teilbar  finb.  3tu8  biefem  ®runbe  »erben  bie  geraben 
3at)Ien  Ijäuftg  als  foldfje  beftniert,  toeldje  fid)  burdf)  2  o^ne 
ffteft  teilen  taffen.  hingegen  erflärt  man  bie  nngeraben  als 
foldje,  bie  burdj  2  bioibiert  1  al8  9teft  geben.  3Rit  SBenufcung 
obiger  allgemeinen  $onn  einer  befabifdjen  ßatjrttrirb  bag  ©efefc 
über  bie  Xeilbarfeit  burdf)  2  nnb  5  in  folgenber  SBeife  ent- 
ttridfelt.  Da  alte  ©nmmanben  t>on  N  mit  SluSnaljme  Don  a 
ben  gaftor  10  §aben  nnb  bie  3a^eK  2  nnb  5  Xeiler  oon  10 
finb,  fo  muffen  festere  aud)  in  aßen  Drbnungäeinljeiten  unb 
beliebigen  SBielfadjen  berfelben  aufgeben  (§  65,  1,  3ufal  a)- 
Offenbar  ttrirb  bie  ganje  3öt)t  N  burdj  2  ober  5  teilbar  fein, 
toenn  bie  Siner  a  eine  burd)  2  ober  5  teilbare  3<*!)t  bejeid^nen. 
83eim  Xeiler  2  muft  alfo  a  eine  ber  $a$(en  2,  4,  6,  8  ober 
Shitt,  beim  ©itrifor  5  enttoeber  0  ober  5  fein,  hieraus  ergiebt 
fief)  ber 

1)  SelJTfa^:  @ine  ßa^I  ift  burdf)  2  ober  5  teilbar, 
toenn  bie  ßiner  burdfj  2  ober  5  teilbar  finb. 

b)  Xeitbarfeit  burdf)  4  ober  25.  Sitte  ©nmmanben 
ber  numerifci)en'$a§t  N  mit  3lu8fd)tufi  ber  beiben  b  •  10  unb  a 
finb  ftetö  burdfj  4  unb  25  teilbar,  toetl  jeber  berfelben  ben 
gaftor  100  enthält,  in  toeldjem  beibe  2)ibiforen  aufgeben.  @8 
fommt  alfo  barauf  an,  bafc  bie  ©umme  b  •  10  +  a  eine  burdfj 
4  ober  25  teilbare  befabifdfje  Qofyl  barfteüt,  toenn  bit  S)ioifion 
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ber  ganjen  ©umme  bcn  SReft  9luÖ  liefern  jott.  2Bir  Ijaben 
alfo  ben 

2)  ßeljrfa^:  (Sine  befabifd)e  3a^  ift  burd)  4  ober 
25  teilbar,  toenn  bie  Seiner  unb  @iner  eine  burd) 
4  ober  25  teilbare  3a!}t  bejeid)nen. 

c)  Xeilbarfeit  burd)  8  ober  125.  ©ieljt  man  tum 
ben  ©ummanben,  tt>eld)e  bie  brei  mebrigften  ßatyforbnungen 
öon  N  Bejeidjnen,  ab,  fo  finb  alle  ©ummanben  t>on  N  fotooljl 
burd)  8>  als  burd)  125  teilbar,  toeil  fte  1000  jum  gaftor 
tyaben,  baä  ein  gemeinfameS  SBielfadjeS  t>on  beiben  Xeilern  ift. 
S)a3  Äennjeidfjen  für  bie  Seilbarfeit  ber  ganjen  ©umme  ift 
alfo  in  bem  MuSbrud  c  •  102  +  6  •  10  +  a  ju  fudfjen.  ©teilt 
lefcterer  eine  burdf)  8  bejto.  125  teilbare  Saljl  bar,  fo  fann 
man  bie  ganje  ©umme  burdf)  biefe  $o&jUy\  bibibieren.  äßitfjin 
befteljt  ber 

3)  ße^rfa^:  @ine  numerifd^e  $a§\  ift  burdf)  8  ober 
125  teilbar,  toenn  bie  niebrigfte  breijifferige  Älaffe 
burdf)  biefe  &a$Un  teilbar  ift. 

d)  Xeilbarfeit  burd)  9  unb  3.    @3  ift: 

101  =  9  +  1 ;        102  —  99  +  1 ;        108  =  999  +  1 ; 

allgemein: 

10«  =  9999 +  1. 

#ierau3  folgt:  S)ie  ©runbja^l  10  be3  befabifdjjeu  ©ijftemS  unb 

il)re  Sßotenjen,  10n,  liefern  bei  ber  ©itrifton  burd)  9  ben 

Sfteft  1.    SJtoibiert  man  bie  Qaf)kn: 

20  =  2  •  10,        200  —  2  •  102,        2000  =  2  .  108  U-  f.  to. 

burd)  9,  fo  entfielt  ftetä  2  als  ffteft.    3)ie  2)totfionen  ber 

3^fen: 

30  =  3  .  10,        300  =  3  .  102,        3000  —  3  •  108    u.  f.  f. 

laffen  ftetS  ben  SReft  3  übrig.  33ejeid)nen  ss  unb  w  beliebige 
natürliche  QofyUn,  fo  ergiebt  fid)  burd)  bie  35toifion  aQer 
3a^len  t>on  ber  fjorm  z  •  10n  burd)  9  berfelbe  SReft,  ber  burdf) 
teilen  öon  *  burdj  9  entfielt,  ©toibiert  man  alfo  jeben 
©ummanben  ber  Qofyl: 
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N= e  .  104  +  d .  103  +  c  .  102  +  b  •  101  +  a 

burdfj  9,  fo  erhält  man  bic  SReftfumme: 

a  +  6  +  c  +  d  +  e--«-, 

b.  i  bic  Querfumme  öon  JT. 

Äug  öorfteljenben  ©ntttridfelungen  folgt  bcr 

4)  ßeljrfa^:  Sebc  3**)*  liefert  bei  ber  Situfton 
burdfj  9  benfelben  SReft,  ben  ba3  Seilen  iljrer  Quer* 
fumme  burdfj  9  crgtcbt,  ober  toa3  baSfelbe  ift:  3ebe  3**)* 
ift  ein  SSielfadfjeS  öon  9  nebft  beut  SRefte,  ber  burdj 
SJitufton  iljrer  Querfumme  burclj  9  übrig  bleibt. 

@3  ift  nun  Mar,  bafe  ber  le|te  SReft  bei  SMmfton  einer 
befabifdfjen  3°*j*  burdfj  9  gleidfj  SRulI  ift,  toenn  iljre  Duerfumme: 
«  +  6  +  c  +  c?+  c  •  •  •  • 

eine  burdfj  9  teilbare  ßa^I  bejeidfjnet.  S)a  nun  bic  3aljl  3  ein 
gaftor  öon  9  ift,  fo  mufe  jebe  burdfj  9  teilbare  3<rfjt  fM)  **"§ 
burdfj  3  oljne  SReft  teilen  laffen  (§  65,  1)  Seljrfal,  3ufa|  b). 
SRit^in  gilt  für  bie  Seilbarfeit  einer  3*1)1  buxty  9  unb  3  ber 

5)  8c!jrfa$:  @ine  3aljl  ift  fotoot)!  burdfj  3  aU  burclj  9 
teilbar,  toenn  iljre  Querfumme  burdfj  biefe  Qai)Un 
teilbar  ift. 

e)  Seilbarfeit  burdfj  11.  Um  ein  ftennjeicljett  für  bie 
Seilbarfett  einer  3°^  burclj  11  ju  finben,  jerlegen  ttrir  bie 
©ummanben  ber  3a*j*  N  auf  eine  foldfje  SBeife,  baft  eine 
möglidfjft  grofte  Slnjaljl  berfelben  ben  Seiler  11  erhalt.  2)a3 
SRerfmal  für  bie  Seilbarfeit  öon  N  liegt  aföbann  in  ber 
©umme  ber  übrigen  ©ummanben.  2)ie  3a^  N  Ijabe  eine 
gerabe  Änjaljl  öon  ©ummanben,  e3  fei  etwa: 

N=  d  •  108  +  c  -  102  +  b  •  101  +  a. 
«»ift:    &.  10  =  6(11  —  1);    c  •  102  =  c(99  +  1); 
<M08  =  <2(1001  —  1). 

©e|en  toir  bie  SBerte  auf  ber  redeten  ©eite  biefer  ©leidfjungen 
in  N,  fo  entfielt: 
N=(d-  1001  +  c  .  99  +  b  -  11)  +  [a  +  e  —  (6  +  d)]. 
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©a  11  ein  gattor  aller  ©ummanben  beä  erften  jufammen- 
gefe|ten  ©liebeä  ift,  fo  ift  biefeS  burdf)  11  teilbar,  ©oll  bie 
ganje  ©umtue  ben  Seiler  11  Ijaben,  muft  ba3  jtoeite  ©lieb 
(a  +  c)  —  (b  +  d)  aud)  burdfj  11  teilbar  fein.  S3a  ber  ?lu3= 
brucf  a  +  c  bie  ©utntne  ber  an  ungeraber  ©teile  fteljenben 
ßiffem,  bagegen  b  +  d  bie  ßiffrotfumtne  ber  geraben  ©teilen 
öon  N  bejeidfjnet,  fo  befielt  ber 

6)  Seljrfa^:  ©ine  belabifd&e  3<*f)l  ift  burdj  11  teil- 
bar,  wenn  bie  S)ifferettj  aus  ben  öuerfummen  ber 
ungeraben  ©teilen  unb  ber  geraben  ©teilen  ben  Seiler 
11  $at.  @o  ift  j.  93.  bie  3a$l  465738  burdj  11  teilbar;  e3 
ift  nämlidf): 

8  +  7  +  6  —  (3  +  5  +  4)  —  11. 

SBei  ber  3aljl  448360  t)at  tnan: 

0  +  3  +  4  —  (6  +  8  +  4) 11, 

biefelbe  ift  alfo  burdf)  11  teilbar. 

7)  8itfii$.  $u3  §  65,  Se^rfa|  5  folgt  unmittelbar:  (Sine 
ßaljt  ift  burdj  6,  12  teilbar,  wenn  fie  fotooljt  burdfj  3  als 
burdf)  2,  bejto.  burdfj  4  unb  3  teilbar  ift;  burd)  15,  wenn  fie 
bie  Seiler  3  unb  5,  burdfj  18,  wenn  fie  bie  Seiler  2  unb  9  l)at. 

§  68.    Safjlentongntenjen. 

1)  SBcgriff  ber  ßo^tenfongruenj.  3ebe  pofittoe  unb 
negative  ganje  3al)l  A  ber  retattoen  Qcfykwctity  (§§  31.  32) 
lann  burdf)  ein  ganjeS  33ielfad()e3  +  Tc  einer  abfotuten  j&täjl  m 
t>ermel)rt  um  eine  3°^  r  buc  fftet^c  0,1,  2,  3  •  •  •  m  —  1 
bargeftettt  werben,  j.  58.: 

5  =  1-5  +  0  45  =  7. 6  +  3 

10  =  2-5  +  0  57  =  9. 6  +  3 

31  =  13  •  2  +  5  —  40  =  -  14  ..  3  +  2 

-29 17-2  +  5  —  43  =  —  15    3  +  2. 

Slttgemein  fann  eine  $a$i  +  A  unter  ber  gorm  h  •  m  +  r 
auSgebrüdt  werben.    Sritt  ju  A  eine  jtoeite  3<rf)*  Bf  toddfje 

©Füller,  «ritymetif.  13 
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bie  (Sigenfdfjaft  &'•  m  +  r  erfüllt,  fo  nennt  man  bie  3^1* 
J.  unb  B  inbejug  auf  ben  fogenannten  SKobut  m  fongruent. 
3n  öorfte^enben  Seifoielen  finb  je  jtoei  untereinanber  fteljenbe 
3a^Ien  fongruent.  ©o  ift  j.  83.  ba3  QafyUrtipaax  45  unb  57 
fongruent  inbejug  auf  6.  3n  ber  33ejeid(jmmg  ber  3a^  A 
burdfj  ben  $u3brucf  k-m  +  r  fjeifct  m  urie  gefagt  ber  äRobul*) 
unb  r  ber  SReft  öon  A  inbejug  auf  ben  SRobuI  m.  2)aS 
3eid^en  ber  Äongruenj  ift  =,  ftatt  SÄobut  f dfjretbt  man  furj 
mod.  2)ie  Äongruenj  t>on  45  unb  57  toirb  „45=47  (mod.  6)" 
allgemein  ber  Qai/itn  ^  ^nb  B  burej)  „ A  =  B  (mod.  m)" 
bejeidfjnet. 

Sitte  mit  A  bejüglidfj  be3  SKobutö  m  fongruenten  £a$Ieti 
Ijaben  bie  gorut  A  +  km,  in  &tid)tn: 
A  =  A-\-km. 
Umgefeljrt:  $at  eine  3*1)1  B  mit  83ejieljung  auf  eine  gegebene 
3afyl  A  bie  gorm  A  +  km ,  fo  befielt  jnrijdfjen  beiben  3°^en 
Äongruenj.  gür  bie  Äongruenj  A  =  J8  (mod.  m)  finbet  als* 
bann  bie  ©leid^ung  ftatt: 

B=  A  +  km. 

Umgefeljrt  fd^lie^t  man  aus  biefer  ©letd&ung  auf  bie  Äongruenj 
A  =  B  (mod.  m).    Sßenn  j.  33.  bie  tSteidfjung: 

63  =  39  +  2  •  12 
vorliegt,  fo  ift: 

63  =  39  (mod.  12) . 
3n  ber  SDjat  ift: 

63  =  5-12  +  3    unb    39  =  3-12  +  3, 
b.  I).  bie  Songruenj  ift  öorfjanben.    S)ie  ßa^Ien: 

45  =  7-6  +  3    unb    58  =  9-6  +  4 

finb  nidfjt  fongruent  (infongruent),  toeil  bie  SBerte  für  r  t>er= 

fdfjieben  finb.    83eftel)t  jtoifd^en  jtoei  QafyUn  bie  33ejief)ung  ber 

$Ktd()tfongruenj,  fo  l)at  bie  eine  3^t  B  ben  SBert  k'm  +  r. 

(Srttantng:  3**^  gcinse  Qaf)Uxt  A  unb  B  Ijetfjen 

*)  fcerfelbe  ift  affo  ftctS  eine  natürliche  &aty,  ebenfo  r. 
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longruent,  wenn  f ie  inbejug  auf  ben  SDlobut  m  ben* 
felben  Steft  r  fjaben. 
$u3  bcn  ©teidjungen: 

45  =  7-6  +  3    unb    57  =  9-6  +  3 
folgt: 

^  =  7  SReft  3    unb    ~  =  9  SReft  3. 

Allgemein  ergiebt  fid)  au3: 

A  =  Tom  +  r    unb     B  =  ~k'm  +  r 

*  =  lc  +  r    unb     ?  =  fc'+r. 

3Ran  fann  baljer  bie  Äongruenj  ftatt  wie  öorljüt  aud)  in  fofc 
genber  Sßetfe  erflären:  ßtoet  3^^Ien  -4  unb  B  fjeifjen 
bejügltd)  einer  britten  #al)t  m  fongruent,  wenn  bie* 
f elften,  burdj  m  biötbiert,  benfelbenSReft  r  übrig  laffen. 
2)  Seljrfäfce  über  Bafjtenfongruenjen.  a)  SBenn 
man  bie  für  bie  Äongruenj  A  =  B  (mod.  m)  befteljenben 
©leidjungen: 

A  =  hm  +  r    unb     B  =  Jc'm  +  r 

fubtraljtert,  fo  entfielt: 

A-B  =  Qc  —  *')mj    mithin    (J.  -  .B) :  m  —  *  —  *', 
in  SBorten: 

1)  ßeljrfa^:  S)ie  S)ifferenj  jtoeier  longruenten 
Sagten  ift  ftets  burdj  ben  äJiobut  berfetben  teilbar*) 

Umgefeljrt  fdjttefet  man: 

2)  8e!>rftt$:  3ft  bie  S)ifferenj  jtoeier  Sagten 
A  unb  B  burdj  m  teilbar,  fo  finb  biefetben  ljtn= 
ftdjttidj   m   fongruent. 

$at  ber  2Robut  m  ber  Äongruenj  A  unb  B  bie  Seiler 
t  unb  a,  fo  baft  alfo  m  — -  fo  ift,  unb  fefct  man  in  bie  obigen 
aus  beut  S3egriffe  ber  Äongruenj  folgenben  ©tetdjungen  tx  an 
©teile  t>on  m,  fo  entfielt: 

A  =  k't-x-\-  r    unb     B  =  7c'- 1-  x  +  r,       b.  f). 

*)  3Kan  fteflt  biefen  ©afc  audj  ate  3)cfittition  auf. 

13* 
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3)  8e!>rfa$:  S)ie  3aljien  A  unb  B  finb  audfj  für 
jebcn  Seiler  be3  SKobutS  m  fongruent. 

b)  %v&  ben  Äongruenjen: 

57  =  45  (mod.  6)    unb     35  =  29  (mod.  6) 
ergeben  fidf)  nadfj  ber  gor^nel   A  =  A  +  hm  (unter  1)   bie 

®leidjungen: 

57  =  45  +  2  -  6 

35  =  29  +  1 .  6 

2)urdfj  Slbbition  unb  ©ubtraftion  berfetben  erhält  man: 

57  +  35  =  45  +  29  +  (2  +  1)6  .*) 
SRun  ift: 

92  =  15-6  +  2    unb    74  =  6-12  +  2, 

mithin  ftnb  bie  QafyUn  92  unb  74  nadfj  beut  2Robul  6  fon- 
gruent.   gerner  ift: 

57  — 35  =  22  =  36  +  4  unb  45  —  29  =  16  =  2.6  +  4, 
b.  I).  bie  Qcfykn  22  unb  16  finb  fongruent  inbejug  auf  ben- 
f elften  SRobuI.    2Kit  SBejeidfjnung  ber  (Sntoridfetung  ift  alfo: 

57  +  35  =  45  +  29  (mod.  6) . 
©inb  allgemein  bie  Songruenjen  A  unb  B,  C  unb  D  nad) 
bemfetben  SWobut  m  gegeben,   fo   Ijeifjt  ba3  ©rgebniS  t>or* 
fteljenber  (Sntttricfelung: 

A  +  C=  (B  +  D)  +  (h  +  Jcf)m 

unb  baljer  ift  nadfj  beut  unter  1)  (Sefagten: 

A  +  C=  (B  +  D)  (mod.  m). 

ßu  bemfetben  SrgebniS  gelangt  man  burdfj  folgenbe  Überlegung: 
ßufolge  be3  1)  2ef>rfa|e8  ift  ber  SRobul  m  ein  Seiler  fotooljt 
oon  A  —  B  als  auclj  öon  C—D.  S)ann  mufc  m  audfj  ein 
gemetnfdfjaftüdfjer  Seiler  t>on  (A  —  B)  +  (C  —  B)  fein  (nadfj 
§  65,  1)  Sefirfafc).    Sßun  ift  aber: 

(A  —  B)  +  (C—D)  =  A  +  C—  (B  +  D), 

*)  9lu8  biefer  ©leidjung  fann  man  au$  birelt  auf  bie  Äongrueitj 
67  ±  35  =  46  ±  29     ^Ucßctt. 
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Mtb  ba  tiefer  ÄuSbrudf  audfj  burdf)  m  teilbar  ift,  fo  tnufe  nadfj 
bem  2)  Seljrfafee    A  +  C=  B  +  D  (mod.  m)    fein, 
hieraus  ergiebt  fidf)  ber 

4)  ßeJjrfd?:  @inb  bie  gatilenpaare  J.  unb  JB,  C 
unb  D  nadfj  bemfelben  SKobul  fongruent,  fo  finb  audfj 
bie  Summen  unb  bie  ftifferenjen  A  +  B  unb  C  +  D 
inbejug  auf  benfelben  SRobul  fongruent. 

c)  @3  ift: 

57  =  45  (mod.  6)    unb    35  =  29  (mod.  6). 

$)a3  Sßrobuft  35  •  57  — 1995,  burdf)  6  btoibiert,  gtebt  r  =  3, 

unb  29  •  45  =  1305,  burdfj  ben  äRobut  bitribiert,  liefert  eben* 

faß«  r  =  3;  mitt)tn  ift  35  .  57  =  29  .  45  (mod.  6).    SBenn 

allgemein: 

i    A  =  5  (mod.  m)     unb 

^1     C7=D(mod.m) 
fo  ift  audf)  2)  .4(7  =  BD  (mod.  m). 

83etoei3.  2Rultiplijiert  man  bie  ben  gegebenen  Äon* 
gruenjen  entfaredjenben  ©leidfjungen: 

A  =  B  +  hm    unb    C=D  +  k'm 
mtteinanber,  fo  entfielt: 

3)    AC=  BD  +  (.B*'  +  D*  +  Jck'm)m; 
folglich:  4)    ^£=  £D(mod.  m). 

hieraus  folgt  ber 

5)  £eljrfa$:  SBenn  jtoet  (ober  mehrere)  ßafjlen* 
paare  A  unb  B,  C  unb  D  bejüglidfj  beSfelben  SKobulS 
fongruent  finb,  fo  finb  audj  bie  Sßrobufte  AG  unb  BD 
nad(j  bemfelben  äRobut  fongruent. 

3ft  im  befonbem  gatte  C=A,  alfo  D=B  unb  k=Jc', 
fo  gel)t  bie  öorfteljenbe  ©leidfjung  unter  3)  in  bie  folgenbe  über: 

A*  —  B2  +  (2J8*  +  &2m)m; 
folgtidfj:  A2  =  U2  (mod.  m) . 

Sßotenjiert  man  bie  ©letdfjung  A  =  B  +  km  mit  bem  (Ep 
ponenten  n,  fo  entfielt: 
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A»  =  (B  +  km)»  =  &  +  S  •  m*) ; 

baljer:  -4»  =  J?»  (mod.  m) . 

6)  8e!>rftt$:  ©inb  gtoei  ßaljten  A  unb  J5  fongruent, 
fo  finb  au$  iljre  Sßotenjen  -4»  unb  #»  inbcjug  auf  ben* 
jelBcn  SWobut  longruent. 

d)  @S  ift:  26  :  7  =  3  SReft  5 

unb        41:7  =  5  Sfteft  6. 

S)ie  ßa^Ien  26  unb  41   finb  alfo  inbejug  auf  ben  SWobul 
(2)ürifor)  7  nidjt  fongruent.    dagegen  ift: 
26-41:7  =  152  SReft  2 
unb        56:7  =  4  Sftcft  2 . 
Somit  befielt  bie  Songruenj: 

26-41  =  5- 6  (mod.  7), 
b.  f>.  ba3  Sßrobuft  26  •  41  ift  nadfj  beut  2)toifor  7  longrucnt 
beut  Sßrobufte  ber  SRefte  feiner  gaftoren. 
@8  ift:  70  =  5  •  13  +  5 

30  =  2- 13  +  4. 

S)ie  SWuItipIifation  biefer  ©leid&ungen  liefert: 

30  •  70  =  (2  •  13  +  4)  •  (5  •  13  +  5). 

Auf  ber  redjten  ©eite  bie  SWuftipftfation  ausgeführt  unb  biefe 
©teidfjung  burdfj  13  btotbiert,  giebt: 

^  =  2.5.13  +  4.5  +  2.5  +  1^. 

3iun  ift: 

30  •  70 :  13  —  161  SReft  7    unb    4  •  5 :  13  —  1  «Reft  7 . 

@8  ift  alfo: 

30  •  70  ==  4  •  5  (mod.  13) . 

2)iefe8  SBeiftriet  jeigt,  bafj  baS  Sßrobuft  30  •  70  fongruent 
ift  betn  Sßrobufte  ber  tßcftc  feiner  gaftoren  inbejug  auf  ben 
3)ioifor  13. 


*)  8  bejeidjnet  bie  Summe  alter  Sßtobulte  mit  bem  galtor  m  (§  49). 


Digitized  by 


Google 


Stttgcmein  fei: 


§  68.    8al)Ien!oitgruen$en.  199 

A  =  lern  +  *" 
B  =  k'm  +  t 


2)iefe  ©leidjungen  muitipüjiert,  gtebt: 

A  •  B  =  Qcm  +  r)  (km  +  r). 
2)urdj  m  btoibiert,  liefert: 

2>iefe  ©feidjung  fann  nur  unter  ber  83ebtngung  befielen,  bafe 
bie  2)toiftonen  AB  :m  unb  rr':m  entoeber  aufgeben  ober 
gleidje  (öon  9^uH  öerfdjtebene)  SRefte  übrig  laffen.  @8  ift 
baf»er  allgemein: 

A  •  B  =  rr'  (mod.  m) . 

2lu3  ben  öorfte^enben  ©ntnncfelungen  unb  ben  barauS 
erhaltenen  Songruenjen  folgern  nur  ben 

7)  ßeljrfa^:  2)a3  Sßrobuft  jtoeter  ober  mehrerer 
3at)ten  ift  inbejug  auf  {eben  Beliebigen  S)iöifor  Ion- 
gruent  bem  Sßrobufte  ber  SRefte  feiner  galtoren. 

3)  Stntoenbung  ber  ßafjlenfongruenjen.  S)er  le|te 
Seljrfafc  bietet  ein  SJiittet,  um  bie  SRidjtigfeit  einer  2ÄutttpIi* 
lation  befabifdjer  &ofyltn  äu  prüfen.    @3  ift  j.  33.: 

67-85  =  5695. 

S)ie  galtoren  i>e3  SßrobufteS  burd)  eine  beliebige  ßaijt,  j.  33.  8, 
btoibiert  gtebt:. 

67  :  8  —    8  Sfteft  3 

85:8  —  10  SReftö. 

£>aS  Sßrobuft  ber  fftefte,  nämlidj  5  •  3  =  15,  burdj  8  btoibiert 
tafct  7  übrig.  3)a8  ©rgebniä  ber  SRedjnung  5695  ift  nadj 
twrfteljenbem  Seljrfafce  ridjtig,  toenn  5695  =  5-3  (mod.  8). 
9hm  ift  5695:8  =  711  Sfteft  7.  2)ie  Äongruenj  ift  alfo 
toirftidj  öor^anben  unb  mithin  ift  bie  ©leidjung:  . 
67  •  85  =  5695  rtdjtig. 
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2)a  bic  2)toifton  einer  befabifdfjen  3a$  torclj  9  benfetöen 
9teft  liefert,  ben  bie  Duerfutnute  übrig  läfjt  (§  67),  fo  benufct 
man  ber  einfachen  unb  fdfjnetten  9ted(jnung  fcegen  in  ber.  SReget 
jur  Prüfung  ber  Sftidfjtigfett  einer  ausgeführten  SRufttyltfation 
ben  JDtoifor  9.  3.  SB.  74  .  58  =  4292. 
S)ie  Duerfutnute  t>on  4292  ift: 

4  +  2  +  9  +  2  =  17*    17:9  =  1  SReft  8. 
S)ie  Duerfutnute  öon  74  ift: 

7  +  4  =  11;    11:9  =  1  SReft  2 . 

2)ie  Duerfumtne  öon  58  ift: 

5  +  8  =  13;    13:9  =  1  3teft4. 
2)aS  Sßrobuft  ber  SRefte  2-4  =  8  burdf)  9  btoibiert  töfct 
8  übrig.    @S  ift  bai»er: 

4292  =  2- 4  (mod.  9). 

SHefeS  unter  beut  SKatnen  „Sfteunerprobe"  aus  beut  SRedjen* 
unterrichte  belaunte  SBerfaljren  ift  nidfjt  juöerfäfftg,  ba  biefe 
Sßrobe  audfj  bann  ftiututt,  tuenn  burdfj  unrichtiges  Untereinanber* 
fe|en  ber  (richtigen)  Setfyrobufte  eine  fatfdfje  Antwort  vorliegt. 
S)ie  3oi)ienfongruenjen  föunen  ferner  baju  Benufct  werben, 
bie  <3efe|e  ber  Seiftarfett  einer  befabifdfjen  3^^I  burclj  9  unb  11 
(§  67)  ju  betoetfen. 

a)  S3etueiS  für  bie  Xeitbarfett  burdfj  9.  2)ie  befabifdfje 
BW  fei: 

N=  .  •  •  •  e  •  104  +  d .  103  +  e  •  102  +  b  .  10  +  a. 

@S  ift:  a  =  a  (mod.  9) 

b  .  10  =  b  (mod.  9) 

c  •  10*  =  c  (mod.  9) 

<M08  =  <2  (mod.  9) 


mithin:    e  .  10  +  ä  •  10  +  c  •  10  +  b .  10  +  a 

=  a  +  5  +  c  +  ^ (mod.  9) . 
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b)  SetoeiS  für  bie  Seübarleit  burdjj  11. 

ßeljrfa^:  3ebe  befabifdfje  3a^I  N  tft  inbejug  auf 
bcn  2)iöifor  11  fongruent  ber  Sifferenj  aus  ben 
Duerfummen  ber  ungeraben  unb  ber  geraben  ©teilen. 

@3  fei  ttrieber: 


2V=- 

•  •  •  d  ■  10s  +  c  •  10*  +  b  ■  10  + 

9hm  ift: 

a^a  (mod.  11) 

&10==  —  6(mod.  11) 

c  •  10*  =  e  (mod.  11) 

flJL. 

d-108^-  d(mod.  11). 

Itd): 

•  d2  •  103  +  e  •  108  +  6  •  10  +  a 

=  a  +  c—(p  +  d)  (moa.  11). 

&nmerfung.  ®au6  (1777—1866),  «ßrofeffor  ber  3Katl)einati!  in 
©öttingen,  Ijat  bie  8e§re  öon  ben  8afjlenfongruen$en  unb  aud^  bie  ©e= 
jeidjnung  ber  Äongruenj  gejdjaffen. 

§  69.    Oegriff  unb  Gigenfdjaften  ber  »erijaltuiffe. 
Stuf  bie  grage:  „SQBie  öerljätt  fidfj  bie  ©tredfe  AB  jur 
©tredfe  MLV4  fann  man  antworten:  1)  bie  ©tredfe  ML  ift 

giß.  «5. 

A\ — I JB 

N 
M\ 1 \L 

P\ 1 1 — \Q 

um  ba3  ©tücf  NL  größer  als  AB,  unb  2)  ©tredfe  .AB  enfc 
f>att  einen  Seit  öon  berfetben  ©röfte,  tote  bie  jioeite  jfoet 
leite  enthält.  Statt  ber  teueren  SRebenäart  fagt  man  audO, 
bie  beiben  ©tredfen  öerljatten  fidfj  ttrie  1  ju  2,  ober  fie  fielen 
im  33erf)ättniffe  1  ju  2.  SBeibe  Äntoorten  brüdfen  btö 
©rgebntö  ber  SSergteid^ung  ber  ©tredfen  AB  unb  ML  bejügtid^ 
itjrer  ©röfce  aus.  3*oei  gletdOarttge  ©röfeen  fönnen  auf  jfoet* 
fadfje  SBeife  öergüdfjen  »erben:  a)  man  ermittelt,  um  nueöiet 
größer  ober  fteiner  bie  eine  ©röfee  ats  bie  anbere  ift;  b)  man 
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unterfudfjt,  toie  oft  bic  Heinere  in  ber  größeren  enthalten,  ober 
toaS  baäfelbe  ift,  man  beftimmt,  toietnel  mal  fo  gro§  bie  eine 
afö  bie  anbere  ift.  JBeibe  33ergtetdf)imgen  futb  offenbar  mdfjts 
anbereS  als  ein  SDteffen  (ogl.  §§11  unb  65).  SBerben  jtoei 
©röfjen  auf  bie  eine  ober  bie  anbere  2lrt  toergftdjen,  fo  fagt 
man,  man  beftimme  baS  SBerljältutä,  in  toetdfjem  biefelben 
fielen.  2)a3  ©rgebniä  ber  SSergteidfjung,  toetdfjeS  ben  Unter« 
fd)teb  beiber  ©röfcen  angiebt,  nennt  man  ein  arttf)metifdfje3 
SßerljältniS.  dagegen  Reifet  baS  (SrgebniS,  toeldfjeä  burd&  bie 
SBergtetdfjung  unter  b)  entfielt,  ba£  geometrifd^e  33erJ)ättni8 
ber  oergftdfjenen  ©röfcen. 

SSerljäftniffe  finb  allgemein  jtoifdOen  gleichartigen  ©röfeen 
mögftcf),  i-  S3-  ätoifd^en  ©treefen,  jtoifdjen  glasen,  jtotf  djen 
Körpern/  jtotfd)en  ßal)ten,  unter  ber  33ebingung,  bafc  bie  beiben 
ju  oergleidfjenben  ©röfjen  mit  bemfetben  9Kafee  gemeffen  finb 
ober  bodf)  gleichnamig  gemalt  toerben  lönnen,  j.  33.  2  hl  ju 
201  gleid)  2001  ju  201.  2)ie  ©trede  ML  befielt  auä  jtoei 
gleiten  teilen  oon  berfelben  Sänge,  tote  bie  ©trede  PQ  bereu 
brei  entptt,  betbe  oerfiatten  fidfj  mithin  tüte  2  ju  3.  §aben 
bie  beiben  ©röfcen  ein  oon  ber  ©in^cit  oerfcfjiebeneS  gemein= 
fcijaftttdfjeä  9ftafj,  fo  fann  man  tf>r  Sßert)ftltni§  burdf)  bie  beiben 
Balten  auäbrüden,  toeldfje  angeben,  tote  oft  jebc  oon  tljnen 
btefeä  äKafe  enthält  ©o  j.  85.  lann  ba3  SBerljättnte  ber 
gtädjeninljafte  jtoeier  SRedfjtede  oon  12qcm  (=3x4qcm) 
unb  16  qcm  (=4x4  qcm)  buref)  „3  ju  4"  bejetdjnet  toerben. 
©anj  auf  biefelbe  Sßeife  toie  SRaumgröfjen  toerben  auä)  jtoei 
Balten  toergüdfjen.  @oQ  man  j.  83.  8  JC  unb  12  JU  Dergleichen, 
fo  ift  12,*  —  %JC  =  4t  Jl  ba3  aritijmetifdje  33erf)ältniS,  unb 
ba  8  Mt  2x4J  unb  12  JC,  SxiJC  enthalten,  fo  Reifet 
ba3  geometrifdje  SSerljättniS  biefer  Qa^Un  „2  ju  3".  S3ie 
Sagten  20  unb  25  toerljalten  ftdf)  toie  4  ju  5;  benn  bie 
ßa^i  20  entpft  ba3  gröfete  äRafc  4mal  unb  bie  3a$t  25 
baSfetbe  SWafj  5  mal. 

2)a8  arit^mettfd^e  83erljättniS  jtoeier  S^fen  a  unb  b 
toirb  burclj  tfjre  2)iffereuj  a  —  b  bargefteöt,  ba3  geometrifd^e 
SBerljältniS   berfelben   bejeidfjuet   man   burdj)    ben   Quotienten 


Digitized  by 


Google 


§  69.    Begriff  rotb  (gigenfdjaften  ber  «erljftttmffe.  203 

a:b,  gelefen:  „a  toertjält  fidf)  ju  6",  ober  furj  „a  ju  6". 
2)ie  Sagten,  toeldfje  ein  SSer^ältni^  büben,  toerben  ©lieber 
beSfelben  genannt.  S)er  ©toibenb  a  erhält  nun  ben  9iamen 
SSorberglieb  unb  ber  2)imfor  b  Reifet  $interglieb.  2)a 
bie  ©lieber  eines  geotnetrifdjen  aScr^ältniffeS  aud)  benannte 
Qafykn  fein  fönnen,  j.  85.  5m:  25  cm,  fo  muft  ber  SluSbrucf 
a:b  fonfequent  als  Steffen  (§  11)  aufgefaßt  toerben,  mit 
anberen  SBorten,  ba3  33erf)ältni3  a :  b  giebt  Slntttjort  auf  bie 
fjrage,  toie  oft  ba3  §interglieb  im  SSorberglieb  enthalten  ift. 
%xlx  baä  Ergebnis  ber  Stedjnung  ift  c3  aUerbmgS  gleichgültig, 
ob  man  ben  StuSbrud  als  S3erf)ältni3  ober  „a  bitubiert  burclj 
b"  lieft. 

93ei  bem  aritljmetifdfjen  SSerljältmS  nennt  man  btejenige 
Sab/l,  toeldfje  jum  $interglteb  hinzugefügt  ba3  Sßorberglieb 
giebt,  bie  SJifferenj  be§  SSerljältniffeS.  S)ie  Sa^/  toeldfje 
angiebt,  toie  oft  ba3  §intergüeb  in  bem  SSorberglieb  eine« 
geometrifd^en  33ert)ältniffe3  enthalten  ift,  Reifet  Seiger  ober  @e* 
ponent.  5£)crfcIBe  ift  feinem  Segriffe  gemäft  ftetö  eine  reine 
Saljl,  gleidjtriel,  ob  bie  beiben  ©lieber  be3  SBcr^ftltntffeö  benannt 
ober  unbenannt  finb,  j.  83.: 

15:5,    ßeiger  3, 

12oM:8J(,    3eiger  f, 

4iu:6m,    Seiger  $, 

a:b,     8«8«?' 

$)a3  geometrifdfje  33erf)ältni3  a:b  Reifet  fteigenb,  toenn 
a<6,  bagegen  fattenb,  toenn  a>b  ift.  SJerfjältmffe,  toeldfje 
benfelben  Opponenten  fjaben,  finb  gleidfj,  j.  33.  8:4  unb  10:5. 
9lur  ätoifd^en  gleichartigen  33erf}ältniffen  lann  ©leidjjljett 
befielen,  alfo  fann  niemals  ein  fieigenbeS  33erf)ältni3  einem 
fallenben  gletdfj  fein.  S3ei  SSergletdfjung  oon  brei  Sagten, 
j.  83.  18,  24  unb  30,  lann  man  brei  geometrifdfje  S3erf)ältniffe 
bilben,  nämlidfj  18  :  24,  18  :  30  unb  24 :  30  ober  3 :  4,  3  :  5 
unb  4:5.  3n  ber  Siegel  »erben  biefe  einzelnen  SSerljältniffe 
burdf)  ein  33erf>ältni3  bargeftettt,  inbem  man  fdfjreibt  3:4:5. 
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2)er  «uSbrudf  5:6:7  befielt  atfo  aus  ben  S3erf)ältniffen  5:6, 
5:7  unb  6:7. 

S)a  baS  aritymetifdfje  33erf)ältniS  feinen  ÄuSbrucf  in  ber 
SHfferenj  a  — 6  ftnbct  unb  baS  geometrifdjje  33etf>ättni3  burd) 
ben  Quotienten  a:b  bargeftettt  n>irb  unb  beibe  Äuffaffungen 
badfelbe  SRefuftat  liefern,  fo  muffen  alle  ®efe|e  über 
SHfferenjen  unb  Quotienten  aud^  für  SSerljättntffe 
gültig  fein. 

2)en  SeJjrfäfcen  2)  unb  5)  in  §  5  entfrredfjen  folgenbe 
Sßaljrljeiten  über  baS  aritljmetifdfje  SBerljäftniS. 

1)  Seljrfat:  2)aS  SSorberglieb  eines  arttljmetifdfjett 
3Serf)ättntffeS  ift  gteiclj  ber  ©umtue  aus  bem  §tnter= 
güeb  unb  ber  SHfferenj. 

3n  Seiten: 

SBenn    a  —  b  =  c,    fo  ift    a  =  6  +  c. 

2)  ßeljrfa^:  S)er  28ert  eines  arttJjmettfd&en  33er = 
IjättniffeS  änbert  ftdf)  nid&t,  toenn  man  fotooi)!  jum 
SSorbergüeb  als  jum^interglieb  biefelbeßö^I  abbiert, 
ober  öon  beiben  biefetbe  ga^I  fubtraljiert. 

Über  baS  geometrifdfje  SSerfjältniS  befielen  nadjj  §  12 
folgenbe  ©efe|e. 

3)  ßeljrfa^:  S)aS  Sßorberglieb  eines  geometrifdfjen 
SSerljattniffeS  ift  gleich  §intergtieb  mal  (Sjponenten. 

3n  Beiden:        a  =  j.c  =  c.j. 

4)  ßeljrfai?:  S3aS  £tntergtieb  ift  gtetdfj  bem  Duo* 
tienten  aus  bem  SSorberglieb  unb  bem  ©j^anenten. 

3n  Seiten:  b  =  a:c. 

5)  ßeljrfa^:  S)er  SBert  eines  geometrifd^en  33er* 
IjältniffeS  bleibt  ungeänbert,  toenn  man  beibe  ©lieber 
mit  berfelben  ßaljt  muttipUjiert  ober  burdf)  biefetbe 
ßaljt  biöibiert. 

3n  ßeid^en: 

•L  -L  a         1> 

a:o  =  am :  om  =  — :  —  • 
m    m 
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S5iefe  8Baf>rljeit  fatm  audf)  nodf)  befonberS  auf  fotgenbe 
SBeife  bettriefen  »erben. 

2)er  ©jponent  be3  SSer^ältniffc«  a :  b  fei  # ,  fo  ift: 
1)    a  =  x  -bf 

b.  Ij.  a  ift  baS  afaclje  öon  b. 

©teidfjung  1)  mit  m  multiplijtert  gtebt: 
•  2)  am  =  x  •  6  •  m ; 
am  ift  baS  zfadfje  Don  bm. 

S)urd^  Stttrifion  ber  ©leicljung  1)  burdfj  m  entfielt: 

3)    ^-*.±, 

b.  b.  -  ift  ba$  zfacße  öon  -• 

3)itribiert  man  ©teidfjung  2)  burd)  6m  unb  3)  burdfj  -, 
fo  ergiebt  fidfj:  4)    am  :  6m  =  x 

unb    5)    -:-  =  s. 
SRtt^intft:  «:i_««.:&»_±:i. 

tn    m 

SWan  benu|t  biefen  2eljrfa|,  um  ein  SSerljättmä,  ba3  burdfj 
33rüdje  bejeicljnet  ift,  burdfj  ganje  Qafylm  auSjubrücfen  unb 
um  SSerljältmffe  jtotfdfjen  größeren  3^**  w  Heineren  ju 
geben,  j.  83.: 

*:£  gWdj  6.^:6-^  =  3:2;    60:45  gleich  4:3. 

3n  praftifdfjen  gätten  bringt  man  häufig  baS  SSorberglieb  eine» 
93erf)äftniffe3  auf  1  unb  auf  100,  »eil  man  mit  biefer  gorm 
bequem  rennen  fann  unb  fidfj  ber  SBert  eine»  folgen  SSerljätt* 
niffeS  leidet  überfdfjauen  läftt.  ©o  fagt  man:  SDaS  33erf)ättni3 
be3  S5urdfjmeffer3  jum  Äreife  ift  1 :  3|  ober  1 : 3,14.  ©in 
§eltar  öerpit  fidfj  jum  preufeifdfjen  SWorgen  annä^ernb  ttrie 
100 :  25. 

6)  ßeljrfa^:  §aben  jtoei  gleite  83erf)ättniffe  gleite 
§interglieber,  fo  finb  audfj  tljre  SSorbergUeber  gleidfj. 
©teidfje  SSerljättniffe  mit  gteidjen  SSorbergliebern  Ijaben 
audfj  gleite  £intergtieber.    (SSergleidEje  §  12,  7  unb  8.) 
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§  70.    2>u  aritljmcttfdjett  ^mportionen. 

S)ic  33erbinbung  jtüeier  gleiten  33erljältniffe  burdf)  ba3 
©leidjljeitSäeidfjen  nennt  man  eine  Proportion.  3e  nadf)  ber 
Slrt  ber  SBerfjältniffe,  bie  in  einer  Proportion  öorfommen,  nennt 
man  biefelbe  eine  aritl)metifdf)e  ober  eine  geometrische.  (Sine 
aritljmetifdfje  Proportion  entfielt  burdf)  bie  ©leidig 
fteltung  jtoeier  gleiten  arit§mettfdE}en  SBerljaltntffe. 
2)iefelbe  tt)irb  audfj  tooljl  „2)ifferenägletdf)ung"  genannt. 
SSerbinbet  man  bie  aritl)metifd)en  SBer^ältntffe  12  —  8  nnb 
10  —  6  burdjj  ba3  ©leid^iieitSjeid^en,  fo  ift: 

12  -  8  —  10  -  6 
eine  aritljmetifdfje  Proportion;  toenn: 

a  —  b  =  c  —  dt 
fo  ift  biefe  ©leidfjung  bie  allgemeine  gorm  berfelben.  2)iefe 
Proportion  toirb  getefen:  a  oerplt  ftdf)  aritljmetifdf)  ju  b,  tote 
c  jn  d.  2)a  bie  SHfferenj  t>on  jtoet  ungleich  benannten  3a^e^ 
nadjj  §  5,  1  finnlos  ift ,  fo  muffen  fämttidfje  ©lieber  einer 
aritljmetifdfjen  Proportion  gleidf) artig  fein,  bejto.  in  gleich- 
namige bertoanbelt  werben  fönnen.  SSerbinbungen  tote: 
12^  — 8^  =  10  hl  — 6hl 

iiaben  feine  ©eltung.  2)ie  trier  Sagten  einer  Proportion  Ijeifcen 
(toie  bei  ben  SSerljältmffen)  ©lieber  berfelben  nnb  fie  »erben 
in  SSorber=  nnb  £interglieber  unterfd&ieben.  2>te  SSorberglieber 
a  nnb  c,  bejto.  bie  hinter  glieber  b  unb  d,  Ijeifjen  homologe, 
ferner  bejeidfjnet  man  ba3  erfte  unb  öierte  ©lieb  mit  bem 
gemeinfdfjaftlidfjen  Flamen  Stußengtteber,  toäljrenb  ba3  jtoeite 
unb  britte  ©lieb  jufammen  3nnenglieber  genannt  toerben. 
©inb  in  einer  Proportion  bie  Snnenglteber  ober  bie  Stuften* 
gtieber  gleidfj,  toie  j.  83.  in  ben  Proportionen: 

a  —  b  —  b  —  c     unb     a  —  b  =  c  —  af 

fo  f>eiftt  biefelbe  eine  ftetige.  S)ie  ßaljl  b  ober  a,  toetöje 
jtoeimal  atö  ©lieb  öorfommt,  toirb  „mittlere  aritljmetifdfje  Sßro* 
portionale"  genannt. 


Digitized  by 


Google 


§  70.    SHe  aritljmettföen  Proportionen.  207 

Sßenn  man  auf  beiben  ©eiten  ber  Proportion: 
12  —  8  =  10  —  6 
bie  ©umme  8  +  6  abbiert,  fo  entfielt: 

12  +  6=  10  +  8, 
unb  abbiert  man  in  bcr  allgemeinen  Proportion: 

a  —  b  =  c  —  d 
beiberfeitä  b  +  d,  fo  ergiebt  fidfj: 

a  +  d  =  c  +  d, 
b.  Ij.  in  SBorten: 

Scljrfa^:  Sn  jeber  aritljmetifdfjen  Proportion  ift 
bie  ©umme  ber  Stuftengüeber  gleidfj  ber  Summe  ber 
Snnengüeber. 

3ft  biefe  33ebingung  erfüllt,  fo  ift  bie  Proportion  richtig, 
im  anbem  gatte  unrichtig.  Diefer  Seljrfafc  giebt  un§  alfo 
ein  ÜKittel  an  bie  §anb,  bie  SRidfjtigfeit  einer  aritfjmetij^en 
Proportion  ju  prüfen. 

SJtadf)  bem  erften  Seljrfafce  folgt  au8  ber  ftetigen  antt)* 
metifdfjen  Proportion    a  —  b  =  b  —  c: 

26==a  +  c;    mithin    &  — i±«. 

Den  SBert  für  b  nennt  man  ba§  aritljmetifdfje  SRittel  ber 
Sagten  a  unb  b.  Definition:  Sag  aritl)metifd(je  ÜKittel 
jtoeier  ßaljlen  ift  bie  §älfte  t>on  itjrer  ©umme.  ÜKan 
beljnt  biefe  Definition  auf  eine  Beliebige  Slnja^I  Säulen  au% 
unb  üerftefjt  unter  bem  aritljmetifdfjen  ÜKittel  x  öon  n  galten 

a,  b,  c,  d m  bie  ©umme  berfelben,  btoibiert  burdf)  tljre 

Sfajalji  n,  alfo: 

x  = • 

n 

Slntoenbung  be3  aritfimetifdjen  SRittelS.  Die  93c* 
redfjnung  be8  arttljmetifdfjen  ÜKittelS  finbet  im  praftifdfjen  Seben 
trietfadf)e  Slntoenbung.  ©o  j.  83.  um  bie  burdOfdfjnittlidjen  (Sin- 
nahmen  unb  SluSgaben  in  einem  Dage,  in  einer  Sßodje,  in 
einem  äRonat,  in  einem  Quartale  ju  erfahren;  bei  ©rmittelung 
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208  Vierter  &Dfd>nttt.    SerWUtoiffe  unb  Proportionen. 

beS  ®urdf)fdf)nitt3äin3fufce3  gleitet  Kapitalien,  bic  ju  öcrfd&ic* 
bcncui  ßinSfufee  au8geüel)en  finb;  jur  SBeftimmung  be$  mittleren 
3aljiung§termine$  t>on  gleiten  Kapitalien,  bie  ju  gleichem  ßinS* 
fu§  auäfteljen  unb  ju  berfdfjiebenen  Terminen  fällig  finb;  ferner 
in  ber  äRijdf)ung$redf)nung,  um  ben  ®urc§fc§nitt&prö8  gleicher 
Quantitäten  ju  fud&en;  bei  33eredf)nung  be$  2)urd^fc§nittSertrage§ 
Don  ©runbftücfen.  S5ei  ftatiftifd&en  ^Berechnungen  ttrirb  baS 
aritljmetijdfje  SKittel  gejuxt,  um  bie  burdjfdjnittftdfje  Änjafjl  ber 
£obe8fätte  ober  ©eburten  innerhalb  eines  beftimmten  3eifc= 
raumeä  feftjuftetten.  Sudf)  bie  ©eometrie  unb  bie  Statur- 
ttuffenfeijaft  bebienen  fidf)  melfadf)  be§  aritljmetifdfjen  SRittelS 
bei  SReffungen,  ©df)äfcungen  unb  ^Berechnungen.  SBirb  j.  33. 
bei  SSermeffung  einer  gelbmarf  eine  $auptlinie  breimal  gemeffen 
unb  erhält  man  bie  9tefultate: 

168,80  m,     168,70  m,     168,30  m, 
fo  nimmt  man  als  äRafc  berfelben: 

£(168,80  +  168,70  +  168,30)  m  =  168,60  m 

an.  @tf(ält  man  burd)  trier  ©df)äfeungen  eines  SBinfelS  bie 
SBerte:  46^;    470^    45^o    unb    45o^ 

fo  betrachtet  man: 

i.(46^  +  470  +  45^0  +  45o)  =  46o 

al8  bie  ttrirflidfje  ©röfee  be8  SBinlctS.  gur  geftftettung  ber 
mittleren  Xage8=  unb  SKonatötemperatur,  be§  mittleren  93aro* 
meterftanbeS  eines  Drte8  auf  ber  ©rboberflädfje  ttrirb  ebenfalls 
baS  aritljmetifdfje  SRittet  genommen. 

Wxt  $tmttx\fätn  fltopflrttatnt* 
§  71.    Segriff  ber  geometrifdjeu  Proportion. 

2)ie  SSerbinbung  jtoeier  gleiten  geometrifdfjen  SBerijältniffe 
(§  69)  burdf)  baS  ©leid^eitSjetcljen  nennt  man  eine  geometrif  dfje 
Proportion,  j.  SB.  2:3  =  10 :  15.    Sljre  allgemeine  gorm  ift: 

a:  b  =  cid, 
gelefen:  „a  (öerljält  fidjj)  ju  6  ttrie  c  ju  d".    Der  SRame  geo* 
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metrifdfje  Proportion  rüljrt  ba^cr,  toeit  tiefe  %xt  Proportion 
in  ber  ©eometrie  eine  bebeutenbe  Äntoenbung  finbet.  Statt 
obiger  2)arftettnng  ber  Proportion  fdfjreibt  man  andf)  trielfadf) 
bie  Duotientengleidijung: 

a  c 

b  ~~~d' 

toeldfje  Sluffaffung  für  bie  9ted&nung  feinen  Unterfdjieb  mad&t. 
S)ie  in  §  69  für  bie  ©lieber  einer  aritf)metifd(jen  Proportion 
erläuterten  Flamen  gelten  andfj  für  bie  geometrifdfje  Proportion, 
©inb  in  einer  geometrifdfjen  Proportion  bie  3nnen*  ober  bie 
Stuftenglieber  gleidf),  fo  fjeifct  biefelbe  eine  ftetige,  j.  S5.: 

a  :  x  =  x  :  b. 

3Ran  nennt  bie  ©rö&e  x  bie  „mittlere  geometrifdfje  pro- 
portionale" ober  ba§  geometrifd&e  äRittel  jtmfd&en  ben 
Sagten  a  unb  b.  3ßäf)renb  fämtlidfje  ©lieber  einer  aritf)= 
metifdjen  Proportion  burd&auS  gleichartig  fein  muffen,  fönnen 
in  einer  geometrifdfjen  Proportion  bie  ©lieber  be§  einen  33er= 
IjältniffeS  inbejng  auf  bie  ©lieber  be3  anbem  ungleichnamig 
fein.  @benfo  fann  ein  3Serljältni§  benannt,  ba$  anbere  un= 
benannt  fein,    ©o  ift  j.  93.: 

5c^:15c^  =  8m:24m 

eine  richtige  Proportion  (üergl.  §  69).  SBejeidfjnet  man  jioei 
berfdjiebene  Quantitäten  allgemein  mit  qx  unb  g2,  fo  ift: 

aqx  :  bqt  =  cq2  :  dq2 
ööQig  übereinftimmenb  mit: 

a  :  b  =  c  :  d. 

§  72.    Scfjrfäijc  über  gemnetrifdje  Proportionen. 

SBenn  man  beibe  SSerljältmffe  ber  geometrifdfjen  Proportion 
a :  b  =  c  :  d  mit  bd  multiplijiert  (§  69),  fo  entfielt: 

ad  =  bc. 
Diefelbe  Sßrobuftengleidfjung  fann  aus  ber  gegebenen  Proportion 
mit  §ilfe  be§  (Sjponenten  abgeleitet  toerben. 


©füllet,  «rit^metit  14 
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210           Vierter  «bfdjmtt.  Serljättmffe  unb  Proportionen. 

(£8  fei: 

a:6  =  e-,  alfo       2)        a  =  be, 

fo  ift  audf):     c :  d  =  e;  mithin     3)  d  •  e  =  c. 


Die  3Kultipüfation  toon  2)  mit  3)  liefert:     ade  =  bce; 
alfo  ad  =  6c.    $ierau§  folgt  baS 

1)  £att|>tBcfc$:  Stt  jeber  geometrifd&en  Proportion 
(aus  reinen  Sagten)  ift  ba§  Sßrobuft  ber  Stuftengtieber 
gleidfj  bem  Sßrobuft  ber  Snnenglieber. 

2)iefer  ßeljrfafc  bietet  ein  SRittet  jur  Prüfung  ber  9li^tig= 
feit  einer  jeben  vorgelegten  geometrifdjeu  Proportion,  ©o  ift 
j.  S5.  bie  Proportion: 

8  :  15  =  24  :  45  < 

ridfjttg  nnb  bie  Proportion: 

a  +  b  :  a  —  b  —  a*  +  62 :  a2  —  fc2 

unridfjtig;  e8  ift  ndmftclj: 

(a  +  6)2>a2  +  62. 

2)  ßcljrfai?:  ©ine  geometrifdfje  Proportion  ift  ftet§ 
ridjtig,  toenn  bai  Sßrobuft  ber  inneren  ©Heber  bem 
Sßrobuft  ber  Slufeenglieber  gleidfj  ift.  (Umfeljrung  öon  1.) 

SluS  ber  Sßrobultengleidfjung  ad  =  bc  fonn  man  mit  Sin- 
toenbung  bon  §  12,  6  bie  folgenben  richtigen  ©leidfjungen  ab* 
leiten:  ^  6^ 4  ,  =  b^_c  , 

d    *  =     a     * 

=  — —    unb    C  =  —j-  • 
2Ran  finbet  au§: 

a :  6  =  c :  #      unb      a :  y  =  c  :  d 

für  bie  unbelannten  Sö^en  x  utt&  y  We  ©teidfjungen: 

b  -  c      4   c  a • d 

x  = unb    y  — 

Äu8  tiefen  ®leidf)ungen  folgt  ber 

3)  ßcljrfafc:  2Kan  erhält  ben  SBert  für  ein  Stufeen* 
gtieb  einer  Proportion,  wenn  man  ba%  Sßrobult  ber 
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inneren  ©lieber  burd)  ba3  anbere  äußere  ©lieb  bitu= 
biert  (Sin  (unbelannteS)  inneres  ©lieb  ift  gleid)  bem 
Sßrobnfte  ber  Änfcenglieber,  bitribiert  bnrd>  baä  be* 
lannte  innere  ©lieb. 

3*f*$:  ©inb  in  jttei  Proportionen  brei  gleidjftettige 
©lieber  bejüglid)  gleidj,  fo  finb  and)  bie  vierten  ©lieber  ein* 
anber  gleidj.     &u%    a:b  =  c:x    unb    a:b  =  c:y    folgt: 

b  .  c 

3Kit  Slntoenbung  be3  £auptgefe|e3  ergiebt  fidj  aus  ber  ftettgen 
Proportion: 

4:x  =  x:9,    ^2  =  36;      mithin      s  =  )/36  =  6. 
SBenn  allgemein: 

a  :  x  =  x  =  b ,    fo  ift    x  =  Yab ; 
in  SBorten: 

4)  ßcljrfa^:  2)ie  mittlere  geometrifdje  Sßroportio* 
nale  ju  jtoei  gegebenen  $aljlen  a  unb  b  ift  gleid)  ber 
Duabrattourjel  aus  bem  Sßrobufte  a&. 

§  73.    JBcranbcrungcn  einer  geometrifdjen  Proportion. 
2Ran  lann  mit  einer  Proportion,  unbefdjabet  iljrer  Sftidjtig* 
leit,  mannigfache  SSeränberungen  öorne^men. 

a)  (S$  fei  bie  Proportion    a:b  =  c:d    gegeben,  fo  ift: 


ma :  mb 

= 

wc:nd 

a  ,  b 
m    tn 

— 

1.* 

n  *  n 

ma :  b 

= 

mc:  d 

a :  nb 

= 

c:  nd 

ma :  nb 

= 

mc :  nd 

m 

= 

±:d 
m 

b 
a :  — 

n 

= 

d 

c  #  d  # 
m    n 

14* 
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212  Werter  Ä&fd&mtt.    ©erljäftmffe  unb  Proportionen. 

2)iefe  fämttidfjen  aus  a:b  =  c:d  abgeleiteten  Proportionen 
finb  jufotge  beS  §auptgefe$e8  ridfjtig.  33ei  allen  Umformnngen 
einer  Proportion  adfjte  man  barauf,  baft  biefelbe  ba8  fyaupU 
gefe|  erfüllt. 

b)  ©efet  man  an  ©teile  obiger  Proportion  bie  gleidfj* 
toertige  Duotientengleidjung: 

x'     b       d 
nnb  potenjiert  beibe  Duotienten  nadf)  §  68  mit  n,  fo  entfielt: 

2)    *_*, 

in  SßroportionSform: 

3)  a»  :  b»  =  cn  :  dn . 

Sftabijiert  man  bie  ©teic^ung  1)  bnrd)  w,  fo  erhält  man  jufolge 
§  26  nnb  §  27,  3: 

4)  ]/ä:}/b  =  Yc:}/d. 

Sie  ©letdjungen  nnter  a),  fomie  bie  ©leidjungen  3)  unb  4) 
unter  b)  fpredfjen  folgenbe  SBaljrljeit  au%: 

1)  ßc^rfa^:  a)  2)ie  Sftidjtigfeit  einer  Proportion 
bleibt  ungeänbert,  toenn  man  iljre  ijomologen  ©lieber 
mit  berfelben  3al(l  muttiplijiert  ober  beibe  burd) 
biefelbe  galjt  biöibiert.  b)  ®ine  Proportion  bleibt 
richtig,  wenn  man  alle  ©lieber  mit  berfelben  3^1 
potenziert  ober  burdfj  biefelbe  3^^  rabijiert. 

SBerfefcungen  ber  Proportion.  Slu§  bem  1)  Seljrfafce 
§  72  folgt:  ©inb  jtoei  gleidje  Sßrobufte  aus  je  jtoei  gaftoren 
gegeben,  fo  !ann  man  aus  ber  Sßrobuftengleidjung  eine  richtige 
Proportion  ableiten,  in  toetdfjer  bie  galtoren  beS  einen  Sßro* 
bufteä  bie  inneren,  unb  bie  gaftoren  be$  anbem  bie  äußeren 
©lieber  bilben.  SSei  SSilbung  einer  Proportion  aus  einer 
gegebenen  Sßrobuftengleidjung  fange  man  mit  einem  beliebigen 
gaftor  an,  laffe  bie  gaftoren  be8  anbem  SßrobufteS  folgen  unb 
fefee  fdjliefeltdf)  ben  anbem  gaftor  be3  erften  ^robulte».  $)a 
man  mit  jebem  gaftor  jmeimal  beginnen  !ann,  fo  laffe?  fid) 
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aus  einer  Sßrobuftengleidjung  ad  —  6c  adjt  Proportionen  auf0 
ftetten: 

©egeben:        ad  =  bc. 


t: 

4  •  9  =  3  •  12 

i) 

4 :  3  =  12 :  9 

2) 

4  :  12  —  3  :  9 

3) 

9  :  3  —  12  :  4 

4) 

9  :  12  —  3  : 4 

5) 

3  :  4  —  9  :  12 

6) 

3:9  =  4:12 

7) 

12  :  4  —  9  :  3 

8) 

12:9  =  4:3. 

1) 

a :  b  =  c  :  d 

2) 

a :  c  =  b  :  d 

3) 

b:a  =  d:  c 

4) 

b  :  d  =  a:  c 

5) 

c:a  =  d:b 

6) 

c:d =  a:b 

7)  d :  b  =  c :  a 

8)  d:c  =  b:a. 

5)iefelben  Proportionen  lönnen  aud)  au8  ber  Quotienten- 

gleidjung  |  =  ~  gebitbet  toerben.    S)ie  9tid)tigfeit  ber  öor* 

fteljenben  ac^t  Proportionen  folgt  aus  beut  2)  Seljrfafce  §  71, 
bie  Sßrobuftengtetdjungen  finb  nämtidj  fämttid)  ad=bc.  2Ran 
nennt  bie  Proportionen  2)  bis  8)  „3Serfe|ungen"  ber  erften 
Proportion,  toeil  fie  burd)  SSerfefcen  ber  ©lieber  ber  Proportion 
a:6=c:d  entftanben  finb.    2tu8  SSorfteljenbetn  ergiebt  fidj  ber 

2)  Öcljrfafc:  &u8  jtoei  gleiten  Sßrobulten  mit  je 
jtoei    gaftoren    ober    au$    ber    Duottentengteidjung 

|-  =  ^    lönnen    adjt    richtige   Proportionen    gebitbet 

»erben.  —  3n  jeber  Proportion  !ann  man  bie  inneren 
fotoie  bie  äußeren  ©lieber  beliebig  bertaufdjen  unb 
aud)  bie  äußeren  ©lieber  ju  inneren  utadjen  unb  um* 
gelehrt. 

§  74.    Sie  «Summen*  unb  Sifferettjenfa^e  fiter  ^rn^nrtionen. 

S3  fei  bie  Proportion  15 :  9  =  10  :  6  gegeben.  $ierau« 
lann  man  burdj  Slbbition  ober  ©ubtraftion  ber  ©lieber  beS 
erften  SBerf(ättniffe$  unb  burdj  biefelbe  aritlimetifdje  JBerbinbung 
ber  ©lieber  be8  jtoeiten  SSerljättniffeS  bie  folgenbe  richtige 
Proportion  ableiten: 
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214  Vierter  TOfönitt.    Serljftitntffe  unb  Proportionen. 

15  +  9:  10  +  6  =  15: 10  =  9:  6. 
3)er  Proportion  a:b  =  c:d  entfpridfjt  bie  Duotientengleidfjung: 

L)    b       d 
SBcnn  man  auf  beiben  Seiten  +  1  abbiert,  fo  entfielt: 

9*     a±b        c±d 
V      ~b  ~dT' 

SHefe  ©leid&ung  in  SßroportionSform  bargefteöt,  gtebt: 

3)  a±b:b  =  c±d:d. 
2)urdfj  S3ertaufdf)ung  ber  3nnenglieber  erhält  man: 

4)  a  +  b  :  c  +  d  —  b  :  d,  in  SBorten: 

1)  Seljrfa^:  3n  jeber  Proportion  toerljält  jidf)  bie 
©umme  (S)ifferenj)  ber  ©lieber  be$  erften  JBer^ält^ 
nijfeS  jur  ©umme  (Differenj)  ber  ©lieber  be3  jtoeiten 
S3erl>ältntffe3,  wie  bie  SBorberglieber  ober  toie  bie 
$tnterglieber. 

8uja^:    SBerbinbet   man   bie  Quotienten  beiberjeitS  mit 
+  n,  fo  erhält  man  burdfj  bie  oorige  (Sntoicfelung: 
a  +  nb  :  c  +  nd  =  a  :  c  =  b  :  d. 

2)ie  Proportion  unter  4)  umfaßt  bie  beiben  Proportionen: 

1)  a  +  6:c  +  d  =  6:d 

2)  a  —  b:c  —  d  =  6:d. 

SBegen   @letd$eit  be§  93erf(ältniffe8   b :  d  folgt  tjterauä  un* 
mittelbar: 

3)  a-\-b:c  +  d  =  a  —  b:c  —  d 

ober  mit  SSertaufdSjung  ber  inneren  ©lieber: 

4)  a-\-b  :a  —  b  =  c  +  d:  c  —  d. 
5)iefe  Proportion  fpridf)t  folgenbe  SBaljrljeit  au8: 

2)  Scljrfa^:  3n  jeber  Proportion  öerljält  fidf)  bie 
©umme  ber  ©lieber  be§  erften  3Serf(ältniffe8  jur 
©ifferenj  berjelben  tote  bie  ©umme  ber  ©lieber  be3 
jtoeiten  SSerljältniffeS  ju  iljrer  S)ifferenj. 
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®ic  öorfteljenben  beiben  Se^rfafee  fönnen  in  eine  2ßa!jr= 
Ijeit  jufammengefafet  werben.  2)ie  gormel,  toeldje  biejen  alt 
gemeinen  8ef)rfafc  au^jprid^t,  finbet  man  anf  folgenbem  Sßege: 

2Rit  33enu|ung  öon  §  73,  1)  Sefjrfafc  erfjält  man  ans 
a :  b  =  c:  d: 

I)    ma:  nb  =  mc:  wdf. 

1)    #a:  g&  =  pc:  gd. 

9tadj  §  74,  1)  Seljrfafc  ift: 

II)    ma  +  n&  :  mc  +  wdf  =  ma  :  mc ; 
2)    pa  +  qb  ; pc  +  qd  =  pa ; pc; 
ober:  III)    ma  +  nb  :  mc  +  nd  =  a  :  c . 

3)    iJa  +  ^:iJc  +  ^  — ö^' 

3fo8  ben  Proportionen  unter  III)  unb  3)  ergiebt  fid) 
toegen  ©leidfjtjeit  be8  jtoeiten  3Serf)äftniffe8: 

ma  +  nb  :  mc  +  ndf  =pa  +  g&  :#£  +  grf 

ober  burdj  SSertaufdjung  ber  3nnengtteber: 

ma  +  w&  :  pa  +  qb  =  mc  +  wei  :pc+qd. 

2)iefe  allgemeine  formet  fpridfjt  folgenbe»  aritljmetifdfje 
©efefc  auS: 

3)  fieljrfa$:  3n  jeber  ^ßroportiort  bertjätt  fidfj  eine 
beliebige  arittymetifdje  SSerbinbung  ber  ©lieber  be$ 
erften  aSerpttnijfeS  ju  einer  beliebigen  anbern  93er* 
binbung  ber Jelben  ©lieber  tote  biejelben  SSerbinbungen 
ber  ©lieber  be§  jtoeiten  SSer^altniffeS  fidf)  Debatten. 

2)iefer  Seljrfafc  toirb  nad)  Sarbety  ,,©a$  tum  ber  tom* 
tyotibicrcnbcn  Sbbition  unb  SuMraltum"  genannt.  SBor* 
ftef)cnbc  allgemeine  gormel  enthält  triele  Befonbere  gäöe,  ba 
bie  gaftoren  m,  n,  p  unb  q  beliebige  pofitioe  unb  negatioe 
Sagten,  bie  SJtoÖ  eingejdfjloffen,  bejeidfjnen  lönnen.  ©o  j.  85. 
fliegt  bie  Proportion  be§  2)  SefjrfafceS  au3  ber  allgemeinen 
gönnet,  toenn  man: 

m  =  n=p  =  q*=l 
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fefct.    3ft   i>  =  0    unb    2=1,    fo  entfielt: 

ma  +  w6  :  fc  =  mc  +  nd :  d. 

SBenn    w  —  1    unb    n  =  0,    fo  erhält  man: 

a  :  pa  +  g6  —  c :  cp  +  qd    u.  f.  f. 

SBertaufd&t  man  in  ber  Proportion  a:b=c:d  bic  inneren 
©lieber  unb  toenbet  auf  biefe  Proportion  ben  1)  2ef(rfa|  an, 
fo  erhält  man: 

1)    a  +  c:b  +  d l  =  a:b  =  c:  d. 

$ierau3  jufolge  be8  2)  2ef(rfafce8: 

2)    a  +  c:  a  —  c  =  6  +  df:6  —  d. 
Die  Sßroportron  1)  lautet  in  Sßorten: 

4)  ßclprfa^:  3n  jcber  Proportion  öerl)ält  fidfj  bie 
©umme  (S)ifferenj)  ber  SSorbergüeber  jur  Summe 
(Differenj)  ber  £interglieber  toie  ein  Sorberglieb  ju 
feinem  §interglieb. 

3tu3  Proportion  2)  folgt: 

5)  Seljrfa^:  2)ie  ©umme  ber  JBorberglieber  öerljält 
fidfj  ju  itjrer  SHfferenj,  wie  biefelben  aritljmetifdfjen 
SSerbinbungen  ber  $interglieber  fidf)  öerfjalten. 

2)er  4)  Sefjrfafc.täfet  eine  SSerattgemeinerung  ju.  ßufolge 
be3  1)  SeljrfafceS  §  73  folgt  aus    a :  b  =  c :  d: 

ma  :  mb  =  ncind. 
5)urdfj  SSertaufdfjung  ber  Snnenglieber: 

ma  :  nc  =  mb  :  nd. 
ÜKit  SSenufcung  be8  3)  SefjrfafceS  tjat  man: 

ma  +  nc:mb  +  nd  =  ma  :  mb ,  mithin: 

a  :  b  =  c:  d  =  ma  +  nc  :  mb  +  nd;       b.  lj.: 

6)  fieljrfa^:  Sn  jeber  Proportion  toerljalt  fidij  eine 
beliebige  aritljmetifdOe  SBerbinbung  ber  SSorberglieber 
ju  berfelben  arittimetifdfjen  SBerbinbung  ber  hinter* 
glieber  toie  ein  SSorberglieb  ju  feinem  §interglieb. 
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3ufa$:  2)ie  tefete  Proportion  ift  ein  befonberer  gatt  bcr 
folgenben: 

ma  +  nc:mb  +  nd  =  pa  +  qc:pb  +  qd. 

ßefctere  geljt  in  bie  toorfteljenbe  Proportion  über,  toenn  p  =  1 
unb  q  =  0,  ober  #  —  0  unb  g  =  1  gefegt  wirb. 

ftnmerfung.  $ie  Seljrfftfce  in  biefem  Paragraphen  bieten  ein 
toorjfigltd)e&  SJttttel  jur  Seretnfadjung  öon  (Steigungen,  in  toeldjen 
Duotienten  algebratfdjer  Summen  öorlommen.  @o  5.  58.  Ijat  man  mit 
»enufcung  be$  2)  ße^rjafces  au3: 

X  +  4:         11      .  .     .      x         7 
-_1«y     fofort     j-j; 

mithin  #  —  4.    gufolge  be3  5)  Setjrfafceä  erhalt  man  au$: 

x  +  a  :b  **=  x  —  a  :  c     fofort     -  =-  — -J —  ♦ 
1  a        b  —  c* 

b  4-  c 
folglidj    #  ■=»  a  •     ~      nad^  §  12,  l).     &u3  ber  Ouotientengletd)ung: 

0  "—~  c 

<cl  +  ö#  +  12         <cJ  +  hx  —  4 


<c*  +  9x  —  4         #*  +  9x  —  20 

folgt  nad&  6)  bire!t:  x*  +  bx  +  12  _ 

#l  +  9#  —  4  ~~ 

gfür  bie  im  folgenben  ttbfönitt  beljanbelte  Sfoflöfung&leljre  ber 
©leidjungen  merfe  man  noc§  folgenben :  9lu3  ber  Proportion  x:yr=a:b 
folgt,  toenn  man  bie  inneren  ©lieber  oertaufdjt  unb  ben  ©jponenten  ber 
SBerljaitntffe  biefer  Proportion  mit  t  bejeid&net: 

x  =  at    unb    y  =  bt . 

3ft  alfo  &.  ©.    x  :  y  «=  7  :  6    gegeben,  fo  lann  man 

x  «  7$    unb    y  =*  ö*  fefcen. 

§  75.    Sujammcnfe^cn  ber  Proportionen. 

Sßenn  man  bie  gletd^fteUigen  ©lieber  ber  Proportionen: 

1)  9  :  6  =  18  :  12 ,    Sjponent  f , 

2)  4:5=    8:10,    ©jponent  i , 

nmitiplijiert,  fo  entfielt: 

3)    36:30=144:120,    Sjponent  \  •  \  =  \ . 
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2)a  beibe  ä?erl)ältniffe  biefer  neuen  Proportion  benfelben  Sjc* 
ponenten  $  fjaben,  fo  ift  biefelbe  ridfjtig.  ©toibiert  man  bie 
©lieber  ber  erften  Proportion  burdj  bie  entfpred&enben  ©lieber 
ber  jtoeiten,  fo  erhält  man: 

4)    f:*— V:H/    @tf>onent  f:*=  V 
S)ie   3Jert)ältniffe   biefer   abgeleiteten   Proportion   Ijaben    ben 
gleiten  (Sjponenten  V;  mitlitt  ift  audfj  bie  4)  Proportion 
ridjtig. 

<£r!lärung:  Su$  jtoei  ober  mehreren  borgelegten 
Proportionen  burdfj  SRultiplifation  ober  5)ibifion  ber 
gleichzeitigen  ©lieber  eine  einjige  Proportion  ab* 
leiten  fjetftt,  „Proportionen  jufammenfefcen". 

Silbet  man  au8  jtoei  gegebenen  Proportionen  mit  ben 
©Eponenten  ^  unb  e2  burdfj  SKultiplifation  eine  britte,  fo  f(at 
biefe  jufammengefe|te  Proportion  ben  Opponenten  et  •  e2.  $)ie 
aus  benfelben  Proportionen  burdf)  2)toifion  abgeleitete  l(at  ben 

Sjponenten  -,  bejto.  ^> 

©inb  allgemein  bie  gleidfjjeitig  beftefjenben  Proportionen: 
a :  b  =  c  :  d 

ai:  \  =  ci  :  A 

gegeben,  fo  ift:       1)    aax :  bbt  =  cc± :  dd± 

33etoei8.    iKadfji  bem  #auptgefe$e  (§  72)  ergeben  fidf)  au8 
ben  gegebenen  Proportionen  bie  ©leidfjungen: 
3)    ad  =  bc 
4)    atdx  =  b^. 
2)urd0  2ßultiplifation  öon  3)  unb  4)  entfielt: 
ad  •  a^di  =  bc  •  bxcx , 

toetdfje  Sßrobultengleidfjung  fidfj  mit  ber  abgeleiteten  Proportion 
unter  1)  bedft.    Die  2)tmfion  ber  3)  ©leidjung  burdfj  4)  liefert: 
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uttb  bicfe  Duotientengfeidjung  ftimmt  mit  ber  5ßrobuften- 
gleidjung  ber  Proportion  unter  2)  überein.  hieraus  ergiebt 
fiel)  ber 

Seljrfa^:  SBenn  man  bie  gleidjftelügen  ©lieber  *on 
jtoei  (ober,  mehreren)  Proportionen  multiplijiert  ober 
bitribiert,  fo  erhält  man  eine  neue  richtige  Proportion. 

Sufolge  biefcö  ©efefeeS  fann  man  aus  ben  Proportionen: 
x :  y  =  5  :  8    uttb    z :  u  =  4  :  15 

burdj  SÄuttipIilation 

xz  :  yu  =  20 :  120  =  1 :  6        unb 
tia? :  yz  =  75  :  32  jufammenfefcen. 

2)  SluS  ber  9teilje  üon  Proportionen: 

1)  A:B  =  f:g 

2)  B:C  =  h:h 

3)  C:D  =  m:n 

4)  D:E=p:q 

erhält  man  burd)  3Kultiplifation  t>on: 

1)  unb  2)    A:C  =  fh:gk 
1)  bi*  3)    A:D  =  fhm:gTcn 
1)  big  4)    .4  :  E  «  /"Awjp  : #ing. 

®a  ba§  S3erl)ältm3  -4 :  J£  bem  <ßrobuft  ber  SScr Ijättnif f c : 

f:gt    h:Jc,    m:n    unb    p:q 

gleid)  ift,  jo  fagt  man,  A :  E  fei  au8  tiefen  SBer^ältttiffen 
jujammengefe|t 

§  76.    gnrttaufcnbe  ^rnpnrtinuen. 

@inb  Proportionen  t>on  ber  gorm  gegeben,  baft  bie  hinter* 
güeber  mit  ben  folgenben  SBorbergtiebern  übereinftimmen,  j.  93.: 

a  :  b  =  at :  b± 

1)      b  :  c  =  tx :  c± 
c :  d  =  cti  dlf 
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a :  b  =  ax :  bx 

a : Oi  =  6:  6X 

a:c  =  ax :  Cj 

3) 

a :  Ojl  ■»  c  :  ct 

a  :  d  =  a,  :  dt 

a :  a1=d:d1 

220  Vierter  Hbfdjnitt.    »erljaitniffe  rotb  $roportumen. 

fo  fann  man  barauS  auf  bicfclbe  2lrt  nrie  t>orl(tn  (§  75,  2) 
ableiten: 


2) 


S)ie  Proportionen  unter  3)  folgen  au8  2)  burdfj  SSertaufdfjung 
ber  3nnengüeber.    2lu8  3)  folgt: 

4)    a  :  ax  =  b  :  6j  =  c :  ox  =  d :  d^ 
ober  in  33rudf)fornt: 

-V       a  &  e  d 

'      a1~ b1~cl~~d[* 

S)ie  Proportion  unter  4)  umfaßt  bie  fämtlidfjen  Proportionen 
unter  1)  unb  2),  fonrie  bie  gleiten  Duotienten  unter  5).  ©te 
ift  aus  mehreren  gleiten  SBcrl»ättmffcn  jufammengefe|t  unb 
füfjrt  ben  Stauten  fortlaufenbe  Proportion.  Sn  ber  Siegel 
bebient  man  fidfj  jur  S)arfteQung  biefer  Proportion  folgenber 
lürjeren  ©dfjreibart: 

6)    a :  b  :  c :  d  —  ax :  bx :  cx :  dx , 

gelefen:  a  (öertjält  fidf))  ju  b  ju  c  ju  d  tüte  ax  ju  bt  p  cx 
ju  rfj.  Sebe  ©eite  biefer  ?ßroportion$art  nennt  man  ein  fort« 
laufenbeS  Servitute.  2)ie  ßaljlen  ünfS  t>om  ©leidfjlieitSjeidjen 
finb,  toie  bie  Proportion  unter  4)  beutlidf}  jetgt,  bie  85 or ber- 
glieber, bie  anbern  bie  §interglieber.  StuS  ber  (Sntfteljung 
ber  f ortlauf enben  Proportion  6)  bejto.  aus  4)  ergiebt  fidf)  j.  83.: 
a:c  =^  al:cl    ober    b:d  =  bl:dlt        b.  !).: 

1)  ßcljrfa^:  ßtoei  beliebige  SSorberglieber  oer* 
galten  fidfj  wie  bie  gleichzeitigen  §interglieber. 

@§  ift  femer: 

a ;  b  :  c :  d  =  w^  :  n6x :  ncx :  nc^ ,     in  SBorten: 

2)  Seljrfa^:  3ebe  fortlaufenbe  Proportion  bleibt 
ridfjtig,  toenn  man  fämtlidSje  §interglieber  (ober  audfj 
alle  SJorberglieber)  mit  berfelben  ßaljl  multipliziert 
ober  burdfj  bie  nämlidfje  &a$l  bitribiert.    (SSergl.  §  73,1.) 
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5)er  4)  ßeljrfafc  §  74  gilt  audfj  für  bic  fortlaufenbe 
Proportion.  8Bir  tooöen  btefe  SBaljrljeit  junädfjft  an  einem 
beftimmten  SSeifpiele  nadfjtoeifen.    S8  fei  bie  Proportion: 

5 :  3  =  10  :  6  =  15  :  9,    Sjponent  | 

ober  5  :  10  :  15  =  3  :  6  :  9  gegeben. 

äRan  Ijat: 

5+10+15:3  +  6  +  9  =  5:3 

30:18  =  5:3. 

Sft  allgemein  bie  f ortlauf enbe  Sßroportion: 

a  :  b  :  c :  d  =  ax :  \  :  cv :  dt 

gegeben,  fo  f djreibe  man  biefelbe  in  ber  gorm  unter  4)  oben 
unb  fe|e  ben  ©jponenten  a:a1  =  t,  fo  entfielen  folgenbe 
©leidfjungen: 

a  =  <&!  *  t 

b  =  K't 

c  =  cx  -  t 

d  =  dt  •  t. 

SSerbtnbet  man  biefelben  burdfj  +  ,  fo  entfielt: 

2)     a  +  b  +  c  +  d  =  (Oi  +  \  +  cx  +  dt)  .  t, 
folglid): 

3)    a  +  6  +  c  +  d :  ax  +  61  +  cx  +  dx  =  £  =  a  :  ax , 

b.  f).: 

3)  ßcljrfafc:  Sn  jeber  fortlaufenben  Proportion 
toertjätt  ftdfj  bie  ©umme  aller  SBorberglieber  jur 
(Summe  fämtlidfjer  §intergtieber  tote  ein  SSorber= 
glieb  ju  feinem  §interglieb. 

3n  ber  öorfteljenben  gormel  lönnen  bie  SSorjeidfjen  beliebig 
gewählt  toerben,  toenn  man  nur  beamtet,  ba§  bie  gleidfjftettigen 
©lieber  baSfetbc  SBorjeidfjen  erhalten.  Die  Proportion  bleibt 
audfj  richtig,  wenn  man  bie  entfpredfjenben  ©lieber  mit  ber= 


Digitized  by 


Google 


222  Vierter  2Übfdjnitt.    SSer^ältntffe  unb  Proportionen. 

fetben  Sa£)t  muttipttaiert.  (9Kan  fcergteidje  §  74,  4)  ßeJjrfafc.) 
Sittgemein  ift: 

na   ±  mb   +  pc   +  qd  a 

nax  +  mbt  +  jjct  +  qdx        ax 

Sttfa^:  ©inb  Beliebig  riete  gleiche  SSrüc^e  gegeben,  fo  Jjat 
ein  33rudj,  beffen  ßäljler  0^$  &er  Summe  ber  3äf)ler  unb 
beffen  Kenner  ber  Summe  ber  Slennet  jener  Stücke  gleidj  ift, 
ben  SBert  eine«  gegebenen  SBrudfjeS.    ©o  ift  j.  83.: 

3_6__j^ 16  _   3  +  6  +  9  +  15   _  33  3 

4  —  8  "~~"  12  —  20  —  4  +  8  +  12  + 20  —  44         4* 

8lumerlung.  Sffir  bic  SCuflöfung  ber  S3eftimtnung$gleid)ungen 
nterle  man  fid)  bie  au3  ber  Proportion: 

aib  \  ci  d  *=*  at  :\  :  cx  :  ä\ 

fofort  tjert-orgeijenben  ©letdjungen  unter  l):  a  =  ^  .  t ,  u.  f.  tt>.  <So 
ergiebt  fid)  j.  SB.  aus  ber  Proportion    x  :  y  :  z  —  a  :  6  :  c    btreft: 

53=0-*,     y  =  &  .  $     unb     *  «  c  •  t . 

§  77.    ©Übung  fortlaufenber  Proportionen. 

Aufgabe:  3)ie  forttaufenbe  Proportion  jttrifdfjen 
n  3a^en  ju  büben,  toenn  w  —  1  tooneinanber  unab- 
hängige Proportionen  gegeben  finb. 

SSeifpiet  1):  @8  feien  jttrifdfjen  ben  6  StuSbrücfen  a,  b, 
c,  d,  e  unb  f  bie  folgenben  Proportionen  gegeben: 

1)  a:d  =  4:5 

2)  f:  e  —  3  :  8 

3)  6:c  =  2:3 

4)  d:/-  =  7:4 

5)  <,:  6  =  8:5. 

®a  leine  ber  torfteljenben  Proportionen  aus  anbern  abgeleitet 
toerben  fann,  fo  fielen  fie  unabhängig  toneinanber.  Um 
bie  gefudfjte  Proportion  ju  ermatten,  fefce  man  nadfj  §  75  aus 
ben  gegebenen  Proportionen  junädfjft  fotdfje  jufammen,  in 
toetdfjen  bag  33erf)ältni£  einer  ©röfce  ju  allen  übrigen  tor* 
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fommt.     2Ran  Bitte  j.  83.  awtädjft  5  Proportionen  mit  je 
einem  ber  S$erf)ältniffe 

a:bf    a:c,    a:d,    a:e    unb    a:f. 


I)    a:d  = 

4:   5 

4)    d:f- 

7:    4 

11)    «:/•  = 

7:    5. 

2)     f:e- 

3:    8 

III)    a:e  = 

21:40. 

5)     e  :  6  = 

8:    5 

IV)    a:fe  = 

21:25. 

3)     6 :  c  — 

2:    3 

V)    a : c  = 

14:25. 

9iun  fteUen  hrir  bie  unter  I)  bis 

V)  fteljenben  Proportionen 

juf  anraten: 

a :  b  =  21 

:25 

a :  c  =  14 

:25 

a:  d  =   4 

:   5 

a:e  =  21 

:40 

a:f  =    7 

:    5. 

SKadjt  man  burdj  2Jcuttiplifation 

mit  geeigneten  gaftoren  bie 

SSorbergtieber  recjjtö  gleidj  (§  73, 

1)  Seljrfafc  a),  fo  entfielt: 

a :  6  =  84  : 

100 

o :  c  =  84 : 

150 

a :  d  =  84 : 

105 

o  :  e  =  84  : 

160 

a:f=84: 

60. 

hieraus  ergiebt  ftdj  bie  f orttauf enbe  Proportion: 

a:6:c:<Z:e:/"=84: 100 

-.150:105:160:60. 

Seifptel  2):  ©egeben  feien 

bie  ^Proportionen: 
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1) 

a:b  =  l:    2 

2) 

c:c  =  3:    4 

3) 

i:f=5:    6 

4) 

/":e-=3:    8 

5) 

d:c  =  7:12. 

»t 


SlnbereS  83erfaf)ren:  3Ran  brücfe  bic  n  gegebenen 
®rö|en  burdfj  eine  Beliebige  berfelben,  j.  83.  a,  au8.  Sejeidfjnet 
man  bie  gefudfjten  ßoeffijienten  mit  *,  #lf  z2  u.  f.  to.,  fo  finb 
Ijier  folgenbe  ®teid(jungen  ju  bitben: 

a=l-.a,      b  =  z*a,      c  =  #1-a,      d  =  z2-at 

e  =  £3  •  a ,      f  =  js4  *  a. 
©8  ift  jufolge  Proportion: 
=  la 
2-a 

3)  /-  =  |.2.a=V« 

4)  6-f.V'«-¥« 
2)     c_j.Va-V« 

5)  d  =  A.V-a  =  V«. 

9fa3  t>orftef)enben  ©leidfjungen  ergiebt  fidfj  aU  bie  gefugte 
f orttauf enbe  Proportion: 

a :  6  :  c :  tf :  e :  f—  1  ■:  2  :  V  :  ¥  :  V  :  V  • 
Ober,    toenn    man    alle    §interglieber    mit    5    muttiplijiert 
(2.  ßeijrfafe): 

a :  6  :  c :  d :  e :  f  =  5  :  10  :  24  :  14  :  32  :  12 . 

33eim  praftifdjen  9iedfjnen  lann  man  bie§  SSerfaljren  in 
folgenber  fürjeren  SBeife  antoenben.  SJtan  fd&reibe  bie  %n& 
brücfe,  toetd^e  bie  SSorberglieber  ber  gefudfjten  Proportion  bilben, 
nebeneinanber,  fefce  über  ben  33udfjftaben,  mit  toeldfjem  bie  übrigen 
toerglidfjen  toerben  foöen,  j.  83.  über  a  eine  S$erf)äftni8äaljl, 
ettoa  1,  bitbe  ttrie  fcorljin  bie  SSer^ältniSja^ten  ber  anbern 
33ud(jftaben  mit  S3ejie^ung   auf  a  (im  fiopfe)   unb  fefec  bie 
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erhaltenen  SEßcrtc  über  bie  besügltdjen  ®röfc 

en.   Sur  Srfäuterung 

mögen  folgenbe  SBeityiele  bienen. 

SSeifpiet  3):  ©egeben  fei: 

x :  z  =  4  :    5 

y:v  =  8:   7 

*:u  =  3:    2 

v:a?  =  7: 12. 

Äuflöjung: 

11** 

Ä 

x,      y,       0,       u, 

V. 

a; :  y : * :  m  :  v  —  1 :  $  :  £ :  £ :  -& . 
©ätntftdje  $tntergtteber  mit  12  mufttylijiett,  liefert: 
a; :  y :  * : w :  t>  •=  12 :  8  :  15 :  10 :  7 . 
SSeifptel  4):  Oegefeen: 

a:c  =  12:  7 
f:g—  5:9 
d :  b  =  16  : 5 
^ :  c  =  18  :  7 
<*:/•=    8:5. 


Äuflöfung: 

1 

A 

tV 

* 

t 

* 

a, 

», 

c, 

<*, 

f, 

9- 

Proportion: 

a:b:c: 

«*:/?:£< 

=  12: 

:5:7: 

:16: 

10:18. 

§  78.    &armonifrf)c  Proportionen. 

fftftanmg:  SBenn  brei  fcerfdjiebene  QafyUn  a>b>c 
bie  ©igenfdjaft  erfüllen,  baft  bie  3)ifferenj  ber  erften 
unb  jtoeiten  ftdj  jnr  ©ifferenj  ber  jtoeiten  unb  brüten 
t>erf)ält  toie  bie  erfte  jur  brüten  ßa^I,  fo  fagt  man, 
bie  gegebenen  Sagten  fielen  in  „ljarmonifrf)cr  $ro* 
jwrtton". 

Stfuiler,  «tii&mettf.  15 
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226  Vierter  OTfönttt.    »crpititiffe  unb  «Proportionen. 

@o  j.  83.  Buben  bie  Sagten  12,  12  unb  10  bic  Ijar* 
monifdje  Proportion : 

15—12:12  —  10  =  15:10. 
gerner  Ijeijjen  bie  Sagten  30>  24  unb  20  Ijarmonifdj  pro* 
portionat,  toetl: 

30  —  24 :  24  —  20  —  30  :  20. 
allgemein  bilben  bie  Qafyltn  a,  6,  c  eine  jjarmonifdje  Sßro* 
portion,  toenn: 

a  —  6:6  —  c  =  a:c. 

SRan  nennt  bie  8a^Örö§e  &  We  „mittlere  Ijarmonifdje 
proportionale"  ober  baS  „Ijarmontfdje  SRittel"  ber 
Sagten  a  unb  c.    ®ie  Proportion: 

a  —  x:x  —  6  =  a  :  6 
Jjeifct  eine  ftetige  f)armonifdje  jtirifdjen  a,  #  unb  6  unb  a  ift 
ba8  Ijarmonifdje  SWittel  t>on  a  unb  6.  ffiiefe  SßroportionSart 
fü^rt  ben  Stauten  Ijarmonifdje,  toegen  ber  SSejieljung  tfjrer 
Sagten  jur  Harmonie  ber  mufifattfdjen  Xöne.  ©ie  Saiten- 
längen,  toetdje  bie  Xöne  beS  SßforbeS:  ©runbton,  Keine  £erj, 
Duinte  unb  Dfta&e  Ijer&orBringen,  fielen  in  beut  SSerljäftntffe 
1:i:i:ii  mithin  bilben  bie  ©aitenl&ngen  ber  Xöne  beS 
©urbreiflang»  ba3  SSerpttni»  1  :|:1,  welche«  mit  beut  83er* 
I)ältni8  obiger  Sagten,  nämlidj  15 :  12 :  10,  gleichwertig  ift. 
ferner  ift  ba3  geometrifdfje  3$erljäftni8  6:4:3  mit  bem  SSer* 
ljättni8  ber  ©aitenlängen  für  bie  ©rjeugung  t>on  ©ruubton, 
Meine  %t%i  unb  Dftatoe  übereinftimmenb.  SBemt  man  in  einer 
Ijarmonijdjen  Proportion  bie  ©lieber  be8  jtoeiten  33erf)ättniffe3 
toertaufdfjt,  fo  Reifet  biefe  Proportion  eine  fontraljarmouifdje, 
5-  ®-:  a  —  6  :  6  —  c  «  c :  a . 

SBübung  be8  fiarmontfdjen  aRUtelS.  Um  ba3  §ar* 
mouifdje  SKittel  jtoeier  galten  a  unb  6  burdj  SRedjnung  ju 
ftnben,  Bttbe  man  bie  ftetige  Proportion: 

a  —  x:  x  —  6«=a:6. 
hieraus  folgt  nadj   bem  §auptgefefc  (§  72)  bie  Sßrobuften* 
gleidjung: 
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(a  —  x)b  «  (x  —  b)a  ober 

a6  —  bx  =  ax  —  ab } 

#(a  —  6)  =  2a6; 

tnitljin:  2a6  .    ^ 

x  =  — -r-j- ,       tn  SBorten: 

1)  Scljrfa^:  2)a8  Ijarmonifdje  SRittcl  jtueier  ^a^Uxt 
a  unb  b  ift  gleid^  bctn  boppetten  Sßrobuft  beiber  Sagten 
biöibtert  burdj  tljre  Summe. 

2fa3  ber  ©leidjung  x  —  ^-^  laffcn  fidj  leidet  bte  fol* 
genben  ableiten: 

a?  ab  2  a  +  6 

2=ä~+~6'  S  — ~2a5~' 

?=1  +  1  1.1(1  +  1) 

x        a    '    fc'  a        2\a    '    6/' 

ober  in  gebräudjttdjerer  gorm: 

1       l       x       l         x  *♦ 
a        <c        a?        o'  v 

2)  ßc^rfa^:  35er  umgefefjrte  SBScrt  be2  Ijarmonifdjen 
SRittelS  jtoeier  Qa^Un  a  unb  6  ift  gleidj  bem  arül)* 
metifdfjen  SRittel  ber  reeiprofen  SBerte  biefer  beiben 
Mtin. 

8ttfa$:  ®a»  geometrifd)e  2»ittet  ber  Safjten  a  nnb  b  ift 
bie  mittlere  geometrifdje  proportionale  jttrifdjeu  bem  arit^* 
metifdjen  unb  bem  Ijarmonifdfjen  SRittel  berfelben  Sagten. 

3n  Seidjen: 

\ia  +  b):Vab-Vab:~ 

®ie  Safjten  a,  b  unb  c  fteljeu 
in  aritfjmetifdjer  Proportion,  toenn: 

a  —  b  «=  b  —  cf 
in  geometrifdjer  Proportion,  toenn: 

a  —  6:6  —  c  =  a :  6, 
in  fymnonifdfjer  Proportion,  toenn: 

a  —  6 : 6  —  c  —  a :  c  ift. 

16* 
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228  Giertet  Hbfd&nitt.    SSerljaltmffe  unb  Proportionen. 

©efd&idljtlidfje  Söemerlung.  5)ie  brei  Sitten  jtetiger  «Proportionen, 
ber  arittymetif  djen,  geometrtfd&en  unb  ljarmonifdjen,  waren  fcfyon  in  ber 
(Sdfjule  ber  ^fytljagoreer  befannt,  in  Weldfjer  bie  Proportionen  überhaupt 
eine  Ijerborragenbe  SRotte  fpielten.  2>er  p)tijagoreer  8rd&tyta3  Don 
Xarent  fpridljt  <m$brüc!lid)  bom  aritfjmetifd&en,  geometrifd&en  unb  tyar* 
monifd()en  SKittel,  unb  er  erllftrt  bie  beiben  erfteren  in  ber  Ijeute  fiblid&en 
SBeife.    2>ann  fftijrt  er  fort:  gn  tinem  !)armonifd&en  SSerljaltniffe  überfteigt 

ba3  erfte  ©lieb  a  btö  jweite  b  van  benfelben  Xeil  fetner  felbft,  -,  wie 

biefeö  mittlere  ©lieb  btö  britte  c  um  benfelben  Seil  be$  leiteten,  alfo 

um  -  •    3n 

unb  c,  wenn: 


um  -•    3n  geilen:  2>ie  galjl  5  ift  Ijarmonifd&eS  ÜÄittel  swtfd&en  a 


1)    a«&  +  -        unb        2)    5  =  0  +  -- 

ftud  biefen  beiben  ©letdfjungen  tann  man  bie  tyarmonifdfje  Proportion 
jwifd&en  a,  b  unb  c  leidet  ableiten.    Stöan  Ijat  nantlidf*  au3: 

1) :    a  —  6  =  a  :  n       unb  au&        2) :    b  —  c  «  c  :  n . 
2>urd&  2>tbifion  biefer  ©letd&ungen  entfielt: 

a  —  5:6  —  c  =  a  :  c. 

2>ie  Proportion: 

-^  =  ^6:&  <*»•  •'  —  •:*> 
war  naä)  2lnfid&t  be3  $tjtI)agora3  bie  bolllommenfte  unb  fie  würbe  bie 
„mufilalijd&e  Proportion"  genannt.  Sfcadfj  Samblid&uS  („Intro- 
ductio  in  Nikomachi  arithmeticam",  &mljeim  1688)  ift  bie  mufitoltfdfje 
Proportion  in  Söabtylon  erfunben  unb  bon  SßtytljagoraS  ben  ©rieben  übers 
mittelt  worben,  Wa3  aber  natürlich  wenig  glaublidfj  ift. 

ÄmMitirnng  htx  fxftytnt\tm$lt\ixt  auf  ixt  bfirgerüripu 
Itej&unnpwrttft* 

§  79.    dinfüljrung  in  bie  «ntocnbung  ber  Proportionen  auf 

®ttytn. 

1)  3)ie  t>orf)ergefjenben  Seljrfäfce  über  geontetrijdje  Sßro* 
Portionen  gelten  junädjft  für  Proportionen  aus  reinen  Qafyzn. 
SBir  tootten  nun  bie  tmdjtigften  Stntoenbungen  ber  Proportionen 
in  ber  allgemeinen  ©röfcenteljre  be^anbeln.  3n  ber  ©inteitung 
ift  unter  1)  bereit»  bie  ©röfte  erflärt  toorben.  Sufotge  biefer 
Definition  lönnen  alle  ©röfcen  gemeffen  unb  bur#  benannte 


Digitized  by 


Google 


§  79.  (ginfüljtMtQ  in  bie  Mmoenbung  ber  Proportionen  auf  ©röfcen.    229 

Sagten  au8gebrücft  »erben,  ©ine  Benannte  ßaljl,  }.  SB.  5m, 
umfaßt  jtoet  ©tüdfe,  nämliclj  bie  äRafjetnljeit,  toomit  biefelbe 
gemeffen  ift  nnb  bie  reine  galjl,  bie  9Raf$jaf)l,  toeldfje  ba3 
@rgebni8  ber  SReffung  bejetdfjnet  (§  65).  Um  ftetige  ®röf$en 
überhaupt,  j.  SB.  Staunt*,  QtiU,  ftrafk  nnb  äßaffengröfcen,  ben 
aritfftnetifdjen  ®efefcen  unterwerfen  ju  föunen,  ift  t>or  allem 
nötig,  bie  ©röfjen  burdfj  benannte  3^ten  ju  bejeidjnen.  @o 
mufj  man  j.  SB.  Sinien  burd)  SBielfadfje  eine«  ßäugenmafje8, 
glasen  burdfj  SBielfadfje  einer  glädfjeneinljeit  auäbrüdfen.  3n 
ben  folgenben  ©rörterungen  brüdfen  bie  Keinen  lateinifdjen 
SBudfjftaben  reine  Saljlen  aus,  toäljrenb  bie  großen  S8udfj= 
ftaben  A,  B  u.  f.  tu.  ©röfjen  barfteöen. 

©röfjen  feigen  gleichartig,  toeuu  fte  entoeber  fdfjon 
burdfj  biefelbe  SRafjetnljeit  gemeffen  finb,  ober  fidfj  auf  gleidfje 
^Benennung  jurüdffttljren  laffen.  3m  erfteren  gälte  »erben  bie 
®röfjen  audfj  f)äufig  gleidfjbenannte  ober  gleichnamige  ge* 
nannt.  ©o  j.  33.  finb  bie  ßeitgröfjett  3  3af)re  nnb  60  SKonate, 
bie  SRünjen  10  JC  nnb  8  %x&.  gleichartige,  4JC  unb  10  JC 
finb  audfj  gleichnamige  ®röf$en. 

©rmtbgcfc^:  Um  ba3  geometrifc^e  SBerljältni»  jtoeier 
gleichartigen  ©röfjen  ju  finben,  mifjt  man  beibe  burdfj 
ein  gemeinfameS  SRafj.  S)ie  ©röfjen  fcerljatten  fiel)  als* 
bann  tote  i^re  gleichnamigen  äRafjjaljlen. 

3ft  j.  SB.  bie  glädfjeneinljeit  1  qcm  in  bem  9tecijted{  Bx 
amal,  in  bem  SRedfjtedf  B^  fcmal  enthalten,  atfo: 

B1  =  a-1  qcm     unb     B2  =  6  •  1  qcm , 
fo  mufj:  B1:B2  =  a:b 

fein.  SRifjt  man  jtoei  gleichartige  ©röfjen  A  unb  B  burdfj 
biefelbe  ©in^eit  JE  unb  erhält: 

4  =  n-JB    unb    B  =  mEt 
fo  ift  ftet8:      A:B  =  nE:mE  =  m:n. 

®a3  geometrifdfje  SBerf)ftltni8  jtoeier  gleichartigen 
©röfjen  A  unb  B  ift  bemnadfj  ba8  (SrgebniS  iljrer  SBer* 
gteidfjung  mittels  ber  gleichnamigen  SWafjjaljlen  ber 
©röfjen.   (SBergleidfje  §  69.)    ®er  SBert  biefe»  SBerfjdliniffeS 
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Sterter  tübfänitt    »ertyKtmffe  unb  Proportionen. 


Sifl.  «« 


bleibt  für  alle  SKafiemljeiten  ber  ©röfteu  berfelbe,  mit  anberen 
SBorten:  ba£  8Serijätini8  jtoeier  ©röfcen  ift  öon  ber  getollten 
äßafjeütljeit  burd(jau8  unabhängig.  Stimmt  man  3.  85.  bie  SRafc 
eütfjeit  E1^^qE,  fo  ift  im  öorigeu  S3eif fnel : 

A  =  nqE    unb    B=*mqE; 
folglich 

-4  :  2?  —  nqE :  mgJS  =  nq:mq  =  n:m      (§  69). 

2)  Srrattonale  SSerljältniffe.  S3i8  jefct  Ijaben  wir 
DorauSgefefct,  bafc  bie  2ßaf$ jaulen  jtoeier  gleichartigen  ©röfcen 
fidO  ftetö  burdfj  eine  ber  un8  big  jefct  belannten  3a§tformen, 
nämliclj  ber  gaujen  natürlichen  3af)t  ober  einen  getoöf)nlid(jen 
ober  ^einteiligen  83rud(j  angeben  laffen.  3n  ber  5Raumlel)re 
fommen  aber  Ijäuftg  ©röfcen  t>or,  meiere  burefy  bie  SReffung 
feine  biefer  3af)lformen  als  äRafjjafit  ergeben.  ®iu  einfädle« 
Seifotel  für  baS  SSorljanbenfein  foldfjer  ©röfcen  bietet  unter 

ben  ©tredfen  bie  geometrifdje  33er* 
gteidfjung  ber  Diagonale  eine» 
DuabrateS  mit  feiner  Seite.  Wtan 
finbet  bie  3Rafföaijl  ber  Diagonale 
inbejug  auf  eine  Duabratfeite  aritfc 
metifdE)  auf  folgenbem  einfachen 
SBege.  Stadfj  bem  pljtljagoreifd&en 
Seljrfafce  ift: 

BD*  =  2-  23?;    mithin 

BD  =  V2-AB       ober 

AB:BD=1:V2. 

SBenbet  man  Ijter  jur  ©rmittetung  ber  3Rafoaf)l  für  bie  ®ia* 
gonale  iubejug  auf  ba8  äßafe  AB  baS  in  §  65  unter  4) 
erläuterte  SSerfaljren  an,  fo  bleibt  ftet»  ein  SReft  übrig,  man 
mag  bie  STOeffung  mittel«  abtragen  fo  lange  fortfefcen,  al8  man 
toiU.  3Ritljm  fann  bie  ©tredte  AD  toeber  burdfj  AB  felbft 
nodfj  burdfj  einen  Srudfjteil  be3  2Rafce8  genau  mefcbar  fein. 
ßief)t  man  au»  2  bie  Duabratttmrjet,  fo  erhält  man  einen 
mtettbtidfjen  unperiobifdfjen  ©ejimalbrudj  1,4142 ,  welchen 
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man  Srrationaljaljl*)  nennt.  3ft  bie  äßafcjaljl  einer 
©röfce  A  inBejug  auf  eine  anbere  B  eine  Srrationaljaljl,  fo 
nennt  man  baS  SSer^äftniS  ber  ©röfceu  ein  irrationales  unb 
bie  ©röfcen  felbft  infommenfurable.  ©agegen  Ijeifeen  bie 
©röfcen,  toeldje  ganje  ober  Sru^Sa^Ien  als  aRafjjafjlen  Mafien, 
lommeufurable  ©röfcen,  unb  tfjr  SerljäliniS  ttrirb  ein  ratio- 
na  leg  genannt.  ®a  audfj  infommenfurable  ©röfjen  eine  SSer* 
gleid^ung  forbem  unb  bie  atitlimetifdjen  Segriffe  möglidfjft  aü- 
gemeine  ©eltung  verlangen,  fo  muffen  ttrir  nun  ben  Segriff 
„33erf)ältniS"  ertoeitern  unb  ityn  auf  tnfommenfurable  ©röfjen 
auSbefjnen.  Qn  bem  @nbe  erfefct  man  bie  SBur jelform  ber  STOafc 
jaf)l  burclj  eine  numerifd^e  Qofyl,  meift  in  gorm  eines  ©ejiutak 
brudjeS,  ber  bem  wahren  SEBertc  ber  Srrationaljaljl  fo  naf>e 
liegt,  bafc  ber  %tf)Ux,  als  öerfc^toinbenb  Kein,  gleid)  9lutt  be* 
trautet  werben  fann.  SKan  fann  nämtidj  jebe  Srrationaljafjl 
in  stoei  ©renjen  einfd()lief}en,  bie  gefdfjloffene  JBräc^e  barftellen, 
unb  biefe  ©renjen  beliebig  naf)e  aneinanber  rüden,  fo  bafc  bie 
©ifferenj  ber  ©renjtoerte  immer  Meiner  ttrirb  unb  fiel)  unauf- 
Ijörlidfj  ber  9luU  nähert,  ©o  liegt  j.  83.  ber  3Bert  Don  iß 
jtoifdfjen  1,41421  •  •  •  unb  1,41422,  toeldje  ©renjtoerte  nur  um 
100  000  abweichen,  unb  es  vxvfy  baS  Servituts  1 :  ]/2  t>on 
jeber  berfelben  um  weniger  als  0,00001  t>erfdfjieben  fein;  bajjer 

fefet  man  }/2  =  1,41421 S)a  bie  2el>rfä&e  ber  Stritfc 

metif  allgemeine  ©ülttgfeit  fjaben,  fo  unterliegen  bie  irra= 
tionalen  Serljältniffe  allen  ©efefcen  über  rationale  83er* 
^ältniffe.  SKan  fefct  irrationale  SSer^ältniffe  gleid),  toenn  fie 
ftets  jttrifd()en  benfelben  ©renjen  liegen. 

3)  SBenn  jtoei  gleichartige  ©röfeen  A  unb  B  in  einer 
folgen  83ejief)ung  ju  einanber  fielen,  bafc  baS  nfadfje  ber  einen 
bem  wfadfjen  ber  anbern  gleich,  alfo  An  —  Bm  ift,  fo  befteljt 
bie  Proportion:  a  :  B  —  m :  n , 

fo  j.  83.  folgt  aus  ben  Sßertgleidfjungen  4<^  =  5grS.  unb 
1  hl  =  ^  £>f,m: 

*)  $ie  irrationalen  S^len  lonmten  befonberS  in  ber  SBnr jelredjnung 
t>or.    Mtyxa  über  biefe  S^ta*  bringt  ber  fed&fte  Hbfdjnitt. 
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\JC  :lgr8.  =5:4, 
lhl:löf)m  =  8:ll. 

3»ifc^ctt  ©röfcen  fönnen  brei  Sitten  öon  einfachen  Sßro* 
Portionen  befielen: 

a)  bie  ©lieber  eine»  Serf)ciltniffe3  finb  gleidj* 
benannte,  bie  be8  anbern  reine  QafyUn,  j.  85.: 

akg : 6  kg  =  c:x, 

b)  fämtlidje  ©lieber  ber  Proportion  Ijaben  gleidje 
SSenennung,  j.  93.: 

a  qin  :  b  qm  =  c  qm  :  x  qm . 

c)  bie  ©lieber  je  eines  S3erf)ältniffe8  finb  gleidj* 
namig,  j.  83.: 

a  hl :  6  hl  =  CtAC  :x  jft. 

®ine  Proportion,  beren  ©lieber  fämtlidj  ©röfcen  (benannte 
Säulen)  finb,  ffifjrt  ben  Tanten  „©röfcenprop  ortton".  SKadj 
§  75  !ann  jebe  ©röfjenproportion  burdj  bie  gafitenproportion 
aus  ben  gleichnamigen  2Raf$jaf)len  je  jtoeier  gleichartigen 
©röfcen  erfefct  toerben.  Stehen  jtoei  ©röfcen  A  unb  Ax  im 
SSer^ältniffe  a :  b ,  unb  t>erf)alten  fidj  jtoei  anbere  B  unb  Bt 
toie  ax :  bt ,  fo  bilbet  man  unter  ber  83ebingung,  bafc  beibe 
8Serl)äitniffe  gleid)  finb,  bie  allgemeine  ©röfcenproportion: 

1)    A:A1  =  B:B1, 
toeldje  ftdj  mit: 

2)    a :  b  =  ax :  bt 

öööig  beeft;  benn  ba3  geometrifdje  SSerljältnia  jtoeier  gleich- 
artigen ©röfcen  ift  ftetö  bem  83erf)ältniffe  i^rer  gleichnamigen 
aRafoaljien  gleich  (§  79, 1).  SSerfte^t  man  unter  ber  ©röfjen* 
Proportion  unter  1)  bie  reine  ga^lenproportion  unter  2),  fo 
finben  natürlich  alle  ©efefce  über  ßa^lenproportionen  auf  1) 
Slmoenbung.  3m  praftifdjen  Steinen  toirb  man  in  allen  brei 
eben  unterfdjtebenen  gäHen  burdfjgängig  bie  reine  Sa^lenpro* 
portion  jum  Operieren  benufcen.  SBill  man  bie  allgemeine 
©röfcenproportion  ben  ©efefcen  über  ga^lenproportionen  unter* 
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werfen,  fo  tnufj  man  fid^  ftatt  ber  ©röfcen  bie  SRafea^Ien  ber* 
felben  benfen.  Stuf  bie  ©röfceuproportion  fetbft  fann  baS  §aupt= 
gefe^  §  76  nidjt  angetoenbet  toerben,  toeil  Sßrobufte  atö  ©röfjen 
arit^tnetifdö  unjutäffig  finb.  Anbete  ße^rfäfce  über  Säulen' 
Proportionen  f)aben  nur  für  fotdje  ©röfcenproportionen  ©ettung, 
bereu  ©lieber  fämttt$  gleichartig  ftnb.  @o  ift  j.  33.  bie  aus 
ber  richtigen  Proportion: 

5m:12m  =  10c^:24c^ 
abgeleitete: 

5m:10Jt  =  12m:24Jt 

ungereimt,  toeil  S3erf)ättniffe  jttrifdjen  ungleichartigen  ©röfjen 
leinen  ©hm  ijaben. 

§  80.    Sortierung:  gerabeS  unb  umgefeljrtcg  ©er^öltnis. 

©teilen  jtoei  ungleichartige  toeranberüdje  ©röfjen  A  unb  B 
in  einer  foldjen  S3ejiel)Mtg  ju  einanber,  baf$  mit  einer  Änberung 
(SBadjfen,  abnehmen)  ber  einen  ©röfje  gleichzeitig  eine  Änberung 
ber  anbern  ©röfte  toerfnüpft  ift,  fo  fagt  man:  bie  ©röfjen 
finb  abhängig  tooneinanber.  @o  j.  85.  finb  ©ettndjte  öon 
SBaren  unb  bie  zugehörigen  greife,  Gräfte  unb  Sßirfungen  t>on= 
einanber  abhängige  ©röfjen.  ®ie  Äbf)ängigfeit  jtoeier  toeränber* 
liefen  ©röfjen  fann  eine  trietfadfje  fein.  SBenn  eine  SMtipK* 
fation  ober  2)toifion  ber  einen  ©röfje  A  biefetbe  aritfjmetifdje 
SSeränberung  ber  anbern  B  bebingt,  fo  fielen  bie  ©röfjen  in 
gerabem  ober  bireftem  SSertjättniffe.  SBirb  aus  B  bie 
©röfje  Bx  =  n-Bf  toenn  A  in  Ax  =  n  A  übergebt,  fo 
befielt  bie  Proportion: 

A:A1^B:B1    j.  83.:    3  m  :  8m  =  6J(:  16  Jt, 
toofür  man  aud)  fdjreiben  fann: 

A:nA  =  B:nB     ober     A:-  =  B:-> 

n  n 

§at  hingegen  eine  SMtipüfation  t>on  A  mit  einer  3af)l  n 
bie  ©toifion  ber  ©röfje  B  burdj  n  jur  5°^9e/  f°  fas*  vian: 
bie  ©röfjen  fielen  im  umgefe^rten  ober  inbireften  33er* 
f)ältniffe.   SBenn  j.  83.  2  Arbeiter  einen  Stder  t>on  beftimmter 
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©röfce  in  3  Sagen  umgraben,  fo  müfcte  1  Arbeiter  ju  beut* 
felben  SBerle  2  -  3  2age  brausen,  ©teljt  eine  ©röfcenart  B 
unb  Bx  ju  einer  anbem  A  unb  Ax  im  umgefeljrten  8Serfjältni$, 
fo  Ijat  man  bie  Proportion: 

A:A1  =  B1:B 

ober        A :  Ax  —  ^  :  -g-  • 

3n  beiben  Sftßen  Ijeifcen  -4  unb  B  proportionale  ©röfcen, 
unb  jtoar  im  erften  %afit  gerabe  (btreft),  im  jtoeiten  bagegen 
umgefe^rt  (inbireft)  proportional 

A)  ©röfcen,  bie  in  gerabem  33erf)ättuiffe  ju  einanber 

fielen,  finb: 

1)  ba8  ©enridjt  einer  SBare  unb  iljr  SßreiS; 

2)  bie  Anjaljl  ber  ©tüde  unb  ber  SßreiS  eine»  ©tücfe8; 

3)  §ölje  ber  ©tnlage  (Kapital)  unb  SCnteil  am  ©etoinne; 

4)  ©efdjnrinbigfeit  unb  bur  erlauf  euer  SBeg; 

5)  bie   Spalte   t>on   glasen    unb   Körpern    bei   gleicher 
©runbfeite,  bejto.  ©runbflädje  unb  öerfdjiebenen  $ö^en; 

6)  bie  Anjaljl  ber  Arbeiter  unb  bie  ßeiftungeu; 

7)  bie  Anjaf)t  ber  Arbeiter  unb  ber  Arbeitslohn; 

8)  Arbeitzeit  unb  Arbeitslohn; 

9)  Kapital  unb  ginfen;  SütSfufc  unb  Sinfen;  &ü  «nb 
S^fen; 

10)  allgemein:  bie  gutenfität  einer  Kraft  unb  i^re  SBirfungen; 
bie  ßeitbauer  einer  örirfenben  Kraft  unb  bie  ©röfje  ber 
SBirfung. 

B)  Qu  ben  ©röfcen,  bie  umgefeljrt  proportional  finb, 

gehören: 

1)  bie.  Anjaf)t  ber  Arbeiter  unb  bie  ju  einem  beftimmten 
SBerf  erforbertidje  Arbeitzeit; 

2)  bie  Anjaf)t  ber  SSerjefirer  unb  bie  Seit,  in  welcher  ein 
beftimmter  SSorrat  toerbraudjt  toirb; 

3)  bie  Anjaf)!  ber  JBerjefirer  unb  bie  Quantität  für  jebe 
?ßerfon  bei  einer  beftimmten  SKenge  SebenSmittel; 
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4)  (Setreibepreis  unb  ©enridjt  eine«   immer  in  bemfelben 
greife  bleibenben  83acfroerfS; 

5)  bie  2fajal)l  ber  ÄletbungSftficfe  unb  bie  für  baS  einzelne 
©tiief  ju  toertoenbenbe  ©toffmenge; 

6)  ©runbfeite  unb  #öl>e  t>on  Parallelogrammen  unb  Drei* 
eclen  Bei  gleidj  großen  fjlädjenräumen; 

7)  Äapitat  unb  Seit,  Kapital  unb  SinSfufc,  Qtit  unb  ßinS* 
fufc  bei  gleiten  Stof^; 

8)  ber  ©toifor  unb  ber  Duotient; 

9)  ber  Umfang  eine«  Stabes  unb  bie  Änjaljl  ber  Umläufe 
bei  gleidjer  SEBegftrccfe; 

10)  bie  ®efd(ttwtbigfeit  eine«  betoegten  ÄörperS  unb  bie  &tit 
bei  gleicher  ©ntfemung. 

JBeim  Stnfefcen  einer  Proportion  rnufc  ber  3ted)ner  beurteilen, 
ob  bie  in  einer  Aufgabe  öorlommenben  ®röfcen  gerabe  ober  um* 
gelehrt  proportional  finb.  ®ie  Slrt  beS  33erf)ältmffeS  erfennt 
man  leicht  burdj  bie  Sßrfifung  mittels  ber  Sftebetoenbungen  je 
meljr  —  befto  meljr  (gerabe);  je  me^r  —  befto  weniger,  zc. 
(umgefel)rte8  33erf)ältniS);  folgt  auf  beibe  SBinbetoörter  eine 
Steigerung,  fo  fielen  bie  ©röfcen  in  gerabem  83erf)ftltm8, 
in  iebem  anbem  gälte  liegt  ein  umgefeljrteS  SSerljältniS  toor. 

Äntoenbung  ber  Proportionen  auf  Aufgaben  ber 
Siegel  be  tri. 

©inb  jtoei  ungleichartige,  toeränberlidfje  ©röfcen  A  unb  B 
proportional,  unb  geljt  eine  berfelben  in  eine  größere  ober 
Heinere  (berfelben  Slrt)  über,  fo  fann  man  bie  ©röfce  x  be* 
redjnen,  in  meldte  bie  anbere  übergeben  muft.  Stufgaben  biefer 
Art  finb  bie  aus  bem  Stedfjnen  befannten  Aufgaben  ber  Kegel 
be  tri  ober  beS  ©reifafceS.*) 

JBeifpiel  1):  Sin  Arbeiter  toerbient  in  a  =  16Xagen  fo 
öiet  als  ein  anberer  in  b  —  20  Sagen.  SBenn  nun  ber  SSer* 
bienft  beS  erfteren  toöd)entlidj  c  — 15  JC  beträgt,  toeldjeS  ift 
bann  ber  SBodjenlofin  beS  lefcteren? 

*)  $on  neueren  föedjenlefyrern  mit  Vorliebe  „bie  einfache  (Sdjlufj* 
red&nung"  genannt. 
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Äuflöfutig:  ®ie  Seiftungen  ber  arbeitet  unb  mithin  audj 
iljre  Söfjue  öerljalten  ftdj  bei  gleichen  Seiten  wngefeljrt  toie 
bie  ©röfcen  16  Sage  unb  20  Sage.  SRan  Ijat  baijer  bie 
©röfeeuproportion: 

20%$.:lQ%&=*lbJC:xJC. 
hieraus  folgt:  20 :  16  —  15 :  x, 

mithin:  x  _  "i«  _  12(c^). 

SSeifpiel  2):  SBenn  17cbm  JBirlcnliotg .f o  tuet  $ifcfraft 
ate  20cbm  SSudjeuljolä  fjaben  unb  lebm  SSirfenfjotj  9,bOJC 
foftet,  toie  oiet  ift  banu  1  cbm  83u#enljotj  toert? 

Sluflöfung:  Äu8  ber  erften  Angabe  ber  Aufgabe  folgt, 
bafj  bie  $ifefraft  be8  93irfenfjolje8  fidj  jur  $ifetraft  beS  SSudjen* 
jjotjeS  tote  20 :  17  oerf)ält.    SRan  jjat  alfo  bie  Sßroportiou: 
20:17  =  9,50  JC:xJC, 

tnit^in:  x  _  n^ü?  =  7,175(<^). 

83eifpiet  3):  SBenu  ein  SRaurer  bei  gleichem  gteifje  bei 
gunbameutmauern  tägüd)  500,  bei  ©etoölbemauern  bagegen 
nur  320  ©teiue  tegt,  unb  lcbm  beS  erften  SRauertoerfS  2JC 
an  Arbeitslohn  fommt,  toaS  foftet  bann  1  cbm  ©etoölbemauer? 

Auf  töf  ung:       500 :  320  —  x :  2 . 

a-^8 -1-3,125 MO. 

§  81.  Sttfammengefe^te  »e^filtniffe. 
1)  SSegriff.  S)ie  3uf)alte  jtoeier  JRedjtecfe  öerljatten  fid) 
in  einer  §ütfidjt  toie  i£)re  ©runbfeiteu  unb  in  einer  auberu  toie 
it)re  $öf)en.  Angenommen,  ein  SRedjtecf  B  f>abe  eine  ©runb* 
feite  oon  g  —  3cm  unb  eine  £ölje  oou  A  =  2cm;  bie  ÄuS* 
beljuungeu  eines  anbern  5ftedfjte<i8  JBX  feieu  gx  =  7  cm  unb 
Äj  —  5  cm.  ÄtSbann  oerljält  fidj: 
HiHi  in  einer  33ejief)ung  toie  2:7,  allgemein  toie  g  :glf 

in  einer  anbern  SSejieljuug  tote  3:5,  allgemein  tote  h:\. 
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®ie  2Berte  bcr  ©röften  B  unb  Bx  finb  alfo  öon  jtoei  anbcrn 
©röften,  bejto.  öon  bcn  SKaft  jagten  berfetben,  abhängig.  SKan 
jagt  ba^er:  ba$  S3erl)ättni3  ü :  Bx  fte^t  mit  bcn  ©röfeen  G  unb 
G1;  JET  unb  Hx  (bcn  ©runbfeiten  unb  #öf)cn)  int  jufammen* 
gefegten  SBerfjältniffe. 

Um  bcn  2Bert  be*  ©erf)ättniffe$  B:BX  burdfj  3tedfjnung 
ju  finben,  jeidfjne  man  ein  $itf§redf)tecf  B%,  ba8  mit  B  in  ber 
^öfje,  unb  mit  Bl  in  ber  ©runbfeite  übereinfttmmt.  Sftedfjtecfe 
üon  gleicher  ©runbfeite  (#öf|e)  üer^alten  fidf)  toie  ifpre  #ö§en 
(©runbfeiten),  unb  man  f)at  baljer  fotgenbe  Proportionen: 


mithin: 
allgemein: 

mithin: 

in  SBorten:  Sie  Statte  jtoeier  Sftedfjtecfe  üer^alten  fidfj  tote  bie 
^robufte  aus  ben  gleichnamigen  SKafjjaljten  ifjrer  ©runbfeiten 
unb  fcityen.  S)a3  Servitute  ber  Statte  ber  3ted)tecfe  B:BX 
ift  alfo  aus  ben  S3erf)ättntffen  i^rer  ©runbfeiten  g:gx  unb 
i^rer  #öf)en  h:hx  jufammengefe^t.  ®er  burdfjlaufene  SBeg  W 
eines  betoegten  ftörperS  ift  t)on  jtoei  ©tüden  abhängig, 
nämtidfj  üon  ber  ©efdfjttrinbigfeit  g  unb  ber  ßeitbauer  t 
ber  83ett>egung.  SScjcid^nct  Wx  bie  SBegtänge,  toetdfje  t>on  einem 
anbem  Körper  in  ber  Seit  tx  mit  ber  @efcf)ttmtbigfeit  gx  jurüdf* 
gelegt  toirb,  fo  befielt  bie  Proportion: 

WiW^t-giti.gt, 

b.  I).  bie  burdfjeitten  SBege  Debatten  fidfj  tote  bie  ^robufte  aus 
ben  Qtittn  unb  ben  ©efdjtoinbigfeiten;  ba3  S3erl)ättni8  W:WX 
ift  alfo  aus  ben  Ser^ättniffen  g:gx  unb  t:tx  jufammen* 
gefegt. 

ffirltärung:  Qmi  gleichartige  ©röfeen  A  unb  Ax  fielen 
mit  ben  ©röfeenpaaren  B  unb  BXI  C  unb  Cx  im  jufammen* 
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gefegten  JBerljältniffe,  toenn  J.:^  gteidj  bem  Sßrobuft 
ber  S3erl>ältniffe  au*  bett  SRaftjaljlen  biefer  ©röfeenpaare,  alfo: 

^^-(B:^)  .((7:Cl)-^    £        ift 

Sffir  ba$  gufammenfefeen  üon  ©röfeenproportionen  gilt  ber 
folgenbe 

Setyrft^:  SBejeidjnen  A,  B,  C  gleichartige  ©röften 
unb  bie  Qtitytn  rn,  n,  p,  q,  r  unb  5  if)re  jugeljörigen 
äRaftjaijlen,  unb  Ijat  man  bie  Proportionen: 

1)  A:B  =m:n 

2)  B :  C   —  jp  :  2 

3)  C :  -4X  =  r  :  s 

f  0  ift:  4)    A:  At  =  mpr :  wgs . 

S)a  ©röfeen  mit  ©röfcen  nidjt  multiplijiert  toerben  föunen, 
fo  fann  ber  in  §  75  für  reine  galjlenproportionen  geführte 
93ett)et§  ijier  nidjt  benufct  toerben.  Um  bie  ©filtigfeit  biefeS 
2ef|rfafceS  für  ©röfcenproportionen  felbftänbig  barjutl)un,  fann 
man  auf  folgenbe  SBeife  öerfaljren. 

Äu3  ben  gegebenen  Proportionen  folgt: 

A  =  -B;     £  =  ?(?;     C=-Ax. 

©efct  man  ben  Sßert  für  G  aus  ber  legten  ©leidjung  in  bie 
jtoeite,  fo  entfielt: 

B  =  *.r-Ak. 

q     8     l 

liefen  SBert  ftatt  B  in  bie  erfte  ©leidjung  eingefefct,  giebt: 
A  =  -  •  -  •  -A1: 

folglid):  A:  At  =  mpr :  nqs . 

S)ie3  SSerfa^ren,  ©röfcenproportionen  jufammenjufefcen,  f>at 
ftctö  ©eltung,  toenn  ba$  jtoeite  ©lieb  jcber  Proportion  mit 
bem  erften  ©liebe  ber  nadjfolgenben  Proportion  fibereinftimmt. 
Übrigen*  fann  man  baS  in  §  75  gelehrte  33 erfahren,  ßa^Ien^ 
Proportionen  jufammenjufe^en,  audj  auf  ©röfcenproportionen 
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übertragen,  ttenn  bie  großen  33ud(jftaben  als  2Raft  jaulen  ber 
©röften  aufgefaßt  toerben. 

S)er  üorfte^enbe  »tätige  Sefjrfafc  nrirb  benufct,  um  ba$ 
SSerl)ältni3  jtocter  ©röften  mittete  Einführung  öon  Qmifäta? 
grölen  (©ilfSgröfecn)  ju  beregnen,  gur  Erläuterung  mögen 
ttod^  folgenbe  Seiftriele  btenen. 

Aufgabe.  S3on  jtoei  Sdfern  A  unb  ^  fei  ber  erfte  50  a, 
ber  jtoeite  75  a  grofc,  ber  erftere  liefere  SBeijen  2.  Dualität,  ber 
jtoeite  nur  5.  Dualität,  unb  ber  erftere  trage  f o  oft  15  JC  Un* 
foften  jur  83efteHung  afe  ber  anbere  25«^  SBie  öerljalten  fidfj 
bie  tdEer  §infidfjtlidf)  tyre*  83erte3? 

Sluflöfung. 

A :  A±  in  ber  erften  83ejie^ung  toie  50 :  75 , 

in  ber  jtoeiten  §infidfjt  toie  5 : 2  (inbirelt), 

in  ber  brüten  S3ejief)uug  toie  25 :  15  (inbireft). 

S)urdfj  (Sinfdfjaltung  üon  ßtoifdfjengliebern,  toeld&e  unter  fidfj  unb 
mit  ben  gegebenen  ßa^ten  in  einfachen  SSerljältniffen  fielen, 
brüdEen  toir  ba3  gefugte  3Jerl)ältni3  A:At  in  brei  einfadfjen 
SSer^ältnijfen  aus.    ®ann  ermatten  toir  folgenbe  Proportionen: 

A  :  B  =  50 :  75 

B:G  =    5:   2 

(7:^  =  25:15. 

$ierau$  folgt  burdfj  Sufammenfefcen: 

so  ■  5  :  25  _  25 . 9 

A'Al         75- 2-  IS-  Jö*y- 

Stodfj  in  ber  ©eometrie  mad&t  man  oft  tum  obigem  Sefjr* 
fafce  Sfotoenbung.  ®ie  Sörperinljalte  jtoeier  red&ttoinleligen, 
geraben  Sßrtemen  »erhalten  fidfj  wie  bie  Sßrobufte  aus  ben 
gleichnamigen  3Ka§ jaulen  öon  Sänge,  83reite  unb  #ö§e,  in 
geilen:  p:  pt  =  a  •  b  .  c :  ^  .  bx  •  cx. 

Um  ba$  8er$äftni8  P:PX  su  finben,  füljrt  man  ein  $ilf$s 
prtema  P2  ein,  toetdpg  fotooljl  ju  P  atö  ju  Pj  in  einem 
befannten  einfachen  SSer^ältniffe  ftef)t.    3Kan  §at: 
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P  :  P2  =  a  •  b  :  Oj  •  bt 

P2 :  ^  =       c:  cx 

P  :  Px  =  a  •  b  •  c :  a^  •  6X  •  ^ . 

@oö  ba3  SBert)&ltni3  jtoeier  S)reiecfe  D  unb  Dj  ermittelt 
»erben,  fo  ben!t  man  fidj  ein  $itf3breiecf,  ba3  einerfeits  mit  D 
unb  in  einer  anbern  Sejie^ung  mit  Dx  proportional  ift.  3ft 
etoo:  1)  :D2  =  g:gi 

fo  ift:  D  :D1=g-h : &  •  \ . 

Rängen  jtoei  ©röfeen  A  unb  ^  üon  jtoei  ober  brei 
gleiten  SSer^ältniffen  ab,  fo  fielen  A  nnb  Ax  in  bireftem 
quabratifdjen  ober  im  lubifdjen  S3erf)attniffe.  @o  5.  95. 
Debatten  fief)  bie  Statte  jtoeier  SreiSflädjen  toie  bie  Duabrate 
iljrer  ®urdjs  ober  #albmeffer,  in  Qtifyn: 
2T:Z1  =  2J2:r2. 

®ie  gtädjeninfialte  äljnlidjer  giguren  fielen  im  quabratiföen 
83ert)ättniffe  jtoeier  gleicfyliegenber  ©eiten.  S)er  SBert  ber  ®ia* 
manten  unb  tf)re  ©ett)id)te  fielen  ebenfalls  im  quabratijdjen 
SBer^ättniffe,  e3  loftet  j.  83.  ein  S)iamant  öon  4  Karat  ©emidjt 
16  mal  fo  triet  atö  ein  fotdjer,  ber  1  Äarat  toiegt.  3n  lubifcfyem 
Serljättniffe  fielen:  Äante  eines  SßürfetS  unb  fein  3nf)att;  ber 
®urdjmeffer  einer  Äuget  unb  if|r  Snljalt. 

ßufammengefe^te  SBert)ältmffe  lommen  ferner  in  ben  Auf* 
gaben  ber  jufammengefe$ten  Sieget  be  tri,  be3  jufammengefefcten 
®reifa$e3*)  unb  ber  Kettenregel  oor. 

©eifpiet  eines  jufammengefefcten  ®reifafce3. 
18  Arbeiter  Wunen  einen  ©raben  oon  50  m  Sänge,  3  m  SBreite 
unb  2  m  5£icfc  in  64  Xagen  juftanbe  bringen.  SBie  triel  Arbeiter 
finb  unter  gleiten  Umftänben  nötig,  um  einen  (Sraben,  ber  75  m 
lang,  4m  breit  unb  2£m  tief  ift,  in  4  SKonaten  fertig  ju  fteöen? 

*)  Statt  biefer  SBe$eidjnungen  nrirb  in  neuerer  3eit  mit  Vorliebe 
ber  Sfcame  „gufammengefe&te  ©djlufiredjnung"  gebraust.  Sttefer 
3fo8bm<f  lommt  übrigen»  fd&on  in  ber  „Äritijmetif  beä  $erfe$r3teben3" 
t>on  S.  6djmibt  (1862)  an  mehreren  ©teilen  t>or. 
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STuflöfuttjj.  S)ie  gefugte  Stu^af)!  Arbeiter  ift  toon  trier 
(großen  abhängig,  Don  ber  Sänge,  ber  33reite,  bet  5£iefc  be3 
©rabenS  unb  ber  Slrbeitöjeit.  2Kan  fteQe  junädfjft  folgenben 
Stnfafc  auf: 

50  m  Sänge  3  m  S3r.  2  m  SHefe  64  %  beb.  18  2trb. 

75  m      „       4  m    „     2£m     „    120    „       „      x     „ 

güljrt  man  bie  trfer  ©röfeen  ber  erften  SRei^e  burd)  (Sinffitjrung 
ber  Sttrifdfjengröften  xn  x%  wnb  x9  nadf)  unb  nadfj  in  bie  gleidfc 
artigen  ©röfcen  ber  jtoeiten  SReilje  über,  fo  entfielt: 

50  m  Sänge  3  m  S3r.  2  m  Siefe  64  £g.  18  Arbeiter 

75  m      „       3  m    „  2   m     „      64    „  xx       „ 

75  m      „       4  m    „  2   m     „      64    „  x2       „ 

75m      „       4m    „  2£m     „      64    „  xs       „ 

75  m      „       4  m    „  2^-m     „     120    „  x         „ 

®a  nun  je  jttjei  aufeinanber  folgenbe  Steigen  nur  in  jtoei 
3af)tengröf$en  üerf Rieben  ftnb,  fo  erhält  man  bie  folgenben 
Proportionen: 

18  :  xx  =    50  :  75 

x1:x2=      3 :    4 

•^2  ♦  *^8  ===         "  *      "i 

x3:x  =  120 :  64  (inbirelt). 

§tu3  biefen  Proportionen  ergiebt  fidfj  burd)  3ufammenfe^en: 
18  :  x  =  50  •  3  .  2  .  120  :  75  .  4  .  2\  •  64; 

3ut  praftifdfjen  SRedfjnen  bebient  man  fid)  irielfad)  be3  fol* 
genben  ffirjeren  2lnfa$e3,  ber  fogenannten  Söafeb  otogen*) 
Siegel: 


*)  $en  grrtum  mehrerer  ©efdjidjtf djreiber  ber  Sßäbagogil,  bafi  ber 

berühmte  5)effauer  Sßäbagoge  (1723—1790)  nur  ein  „§albgeleljrter"  getoefen 

fei,  l)at  $rof.  ©untrer  in  feiner  ©djrift:  „©in  bergeffeneS  ®runb* 

gefefc  ber  9Jledjanit;  ba8  ÄofinuSgefefc  bon  SBafeboto"  berichtigt 

Sd&fiUer,  «rittynetif.  16 


Digitized  by 


Google 


242 


Sterter  «bfönttt.    Setljältmffe  unb  Proportionen. 


50:  75 

$:«  = 

3  :    4 
2:    2* 

120  :  64 

18  •  76  •  4  •  2£  •  64  _ 

60-  3  • 

2  •  120 

®ie  Kettenregel  gehört  ebenfalls  ju  ben  juf anraten* 
gefegten  SBerljältniffen  unb  bient  baju,  mit  £ilfe  belannter  SJer* 
Ijältniffe  bie  SBertgleidfjuug  ober  ba3  SBerljättniS  jttrifdfjen  einer 
gegebenen  unb  einer  unbelannten  ©röfte  burdfj  Sftedfjnung  ju 
finben.  SBeil  bie  ©röften  in  ber  gebräudfjlid&en  ®arfteöung 
jur  Seredfjnung  ber  gefugten  Qdfyt  gleidjfam  ttrie  bie  ©lieber 
einer  Kette  jufammenijSngen,  fo  fffl&rt.  bie  SRedfjnungSart  ben 
Flamen  „Kettenregel".  S)iefelbe  grünbet  fidf)  auf  eine  befonbere 
Umformung  ber  Serljältniffe  mehrerer  ©röften. 

Aufgabe  1):  SBie  Diel  JC  ift  ein  ®oüar  toert,  toenn  fidf> 
öerpit:  1  JC  :  1  3fr3.  =  5  :  4,  1  ftrS.  :  1  Sßfb.  Sterling  — 
4  :  101  unb  1  Sßfb.  ©terl. :  1  ®ollar  =  101  :  21? 

Auflösung: 


SBerIjätt  fidf)  allgemein: 
A :  B  =  m :  n 
B:C 
C  :D 


p:q 


r  :s 


3n  öorliegenber  Aufgabe: 
1  JC :  1  gr3.  =  5:4 
lgr8.:l$ßfb.@terl.  =  4:101 
1  $fb.  ©terl. :  1  Soll.  — 101 :  21 
fo  bilbet  man  bie  SBertgteidfjungeu: 

nA  =  mB  4JC  =  5%x%. 

qB  =  pC  101  gr«.  =  4  Sßfb.  ©terl. 

sC  =  rD  21 Sßfb.  ©terl.  =  101  ®oöar. 

lS)oflar  =  xJC. 

$)enft  man  fidfj  bie  gleichartigen  ©röfcen  A,  B,  C,  D 
burdj  biefetbe  (Sin^eit  gemeffen  unb  unter  ben  großen  Sudfj* 
ftaben  bie  2Kaf$ jaulen  ber  ©röfcen,  fo  ergiebt  fidfj  burdf) 
SRuttiplifatton  öorfteljenber  ©leidfjungen  unb  burdfj  2>foifion 
ber  neuen  ©teietyung  burdfj  B  •  C: 
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nqs  •  A  =  mpr  •  D, 
folgte  *  =  ~»       ««* 

mpr 

3n  bcr  vorgelegten  Aufgabe  ift  atfo: 

»eifpiel  2): 

1  $oü.  ©Ib.  :  1  Sßfb.  ©tert.  =  17  :  202 
1  Sßfb.  ©tert.  :  1  öfter.  ©Ib.  —  202  :  20 
1  öfter.  ©Ib. :  1  grancS  =  5:2 
1  grancS  :  1 JC  =  4  :  5 . 
2Bie  triet  JC  finb  10  $oü.  ©nlben? 

Stnftöfung:  Serroanbelt  man  bie  gegebenen  Proportionen 
in  SBertgteidjmtgen  unb  fefet  10  $o&  ©ib.  =  xJC,  fo  erhält 
»an:  xjc  =  io  $oK.  ©Ib. 

202  $ott.  ©Ib.  —  17  Sßfb.  ©tert. 

1  $fb.  ©tert.  —  10,10  öfter.  ©Ib. 

2  öfter.  ©Ib.  =  5  granc«. 
5  grancä  =  ±JL 

10  ■  17  .  10,10  »5-4         17/^ 
* 202-2-5 IHcM). 

Um  $u  bereuten,  bafi  bcr  ßettenfafc  in  gebanlenlofen  aRedjaniatmtS 
ausarte,  muß  berfelbe  fo  gelefett  »erben,  bafe  ber  bem  8lnfa&e  jugrunbe 
liegenbe  fcauptfdjlufj  Mar  auSgebrfitft  nrirb. 

©efdjidjtlidje  Slnnterlung.  2)ie  Kettenregel  ftnbet  fidj  in  ber 
@d)rift  öon  Slbam  Sliefe,  „töedjnung  auf  ber  hinten  unb  gebern",  1525. 
Um  bie  SRitte  beS  vorigen  Jgaljrljunbertö  fcr)rieb  ber  #ottänber  t>an  SReeS 
über  biefed  SRedjnungSberfaljren,  unb  nadj  tym  totrb  ber  ßettenfafc  audj 
bie  föeefifdje  Siegel  genannt. 


16" 


Digitized  by 


Google 


244  Vierter  $6fd)nttt.    »ertjaltniffe  unb  Proportionen. 

§  82.    tßrujentre^ttttttgen  mit  SerutffUfjtigung  ber  Seit. 

A)  ßinSredinung.  1)  3n  bicfcr  bürgerlichen  SRedjnunggs 
art  fommen  Dier  ©röfeen  inbetradjt,  ba3  Kapital  K,  ber  3in3fuf$ 
p,  bie  ßeit  tf  unb  bie  ßinfen  0.  ®er  ßinSfuft  bejie^t  fid),  tote 
aus  bem  Steinen  befannt  tft,  ftctö  auf  100  JC  Kapital  unb 
1  3aljr.  3ur  33ered)nung  ber  einjährigen  ßinfen  bient  bie 
Proportion:  100:X=p:*. 

®a  bie  &in\tn  eines  Sapital«  in  gerabent  SBerljältniffe  jur  ßeit 
fielen,  alfo  Je  100  JC  in  t  3atjren: 
t-p  =  ptJC 

ginfen  bringen,  fo  Ijat  man  jur  93ered)nung  ber  &\y\\t\t  für 
mehrere  Satjre  bie  Proportion: 

100:  K=  pt:s. 
§ierauä  folgt: 

Kp  -t  100  .  z 

Z~      100      >  P  ~   K .  *  > 

jT 100  •  Z  ,  , 100  »  Z 

Jy  — — —  *  %  — — .  — — • 

p  •  *    '  ^.^) 

©inb  alfo  Don  ben  in  ber  ßütöredjnung  oorfommenben  ©röfjen 
brei  beliebige  belannt,  fo  !ann  man  bie  vierte  ftetö  mit  £ilfe 
toorfteljenber  gormein  bireft  beregnen. 

Seifpiel.  SBie  oiel  ßinfen  bringen  720  JC  ju  4£  Sßrojent 
in  3  Sauren? 

Sinfafe:  100:  720  =  3  •  4£:s. 

8tu8  ber  ©leidjung  für  z,  namlidj: 

Kp .  t 


0  =  . 


100 


in  toelcfyer  t  bie  Slnjaljt  ber  3aljre  ber  SSerjinfung  bejeid&net, 
lönnen  nodj  befonbere  gormein  abgeleitet  toerben,  toeld&e  als 
©runblage  einer  bei  Äaufleuten  üblichen  Strt  ber  ,8in3beredjnung 
in  ben  fogenannten  „Conto  correnten"  bienen.    S)amit  obige 
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gönnet  fidj  für  beftimmte  3Berte  für  p  Dereinfadjen  täfet,  rennet 
man  ba3  3a§r  in  ©eutfdjtanb  ju  360  5Eagen.*)  SBejeidjnet 
nun  t  bic  Änja^l  ber  Sage  ber  83erjinfung,  fo  ift: 

K-p-  t 

Z  ~  100  .  360 ' 


©e$i  man  i>  =  3£  ^rojent,  fo  nrirb  z  = 


10800 

3ft  p  =  4        „        „     „     z  =  ~ 

K-  t 
8000* 

K  -t 
7200* 

K-t 
6000* 


SBcnn  p  =  4£      „         „     „     0  = 

n        P  =  5  n  tf       n        *  = 

tt        P  =  6  //  //       //       0  = 


S)a3  Sßrobuft  aus  Äapitat  unb  ber  Sfaja^l  ber  S^^tage  Reifet 
bei  ben  Äaufteuten  „8in3  jaljt"  ober  Kummer  unb  bie  ftcfyUn 
10800,  9000  u.  f.  tt).  toerben  „feftftet)enbe  SHtoiforen"  ge= 
nannt.    2Bie  tauten  öorfteljenbe  befonbere  gormetn  in  SBorten? 

Seifpiet.  2Bie  üiet  &in\tn  bringen  81 JC  ju  4  Sßrojent 
in  234  lagen? 

Stnttoort: 


81  •  234 
9000 

M        9-284 
^""    1000 

c^ 

i 

i,mjc 

@8  uer^ätt  fidj 

offenbor: 

1).   * 

:gl  =  Kp 

t: 

K, 

Pi-ti- 

«Berat  t  =  tlf 

fo  ift: 

2) 

«:«!  =  £■ 

p: 

*i 

•a« 

SBenn  p  =  jPi  , 

fo  ift: 

3) 

e:zl  =  K 

•  t: 

X 

•k- 

Sft  jp  =  j»!  unb  <==<!,  fo 

Ijat 

man: 

4)    *:*!  = 

^ 

iE, 

• 

*)  3n  ©ropritannien  unb  jftorbamerifa  rennet  man  jeben  SRonat 
nadj  leinen  Äalenber=  unb  baS  JJaljr  ju  365  £agen. 
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3)iefe  gformeln  brütfen  aritl)metifdfje  3Ba§rl)eiten  über  ba3 
SBerljättniS  ber  ßinfen  Derfd(jiebener  Kapitalien  aus.  ©o  5.  33. 
lautet  gormel  3)  in  SBorten:  ®ie  ßtnfen  fcerfdfjiebener 
Kapitalien,  bie  ju  gleichem  ßinSfufe  ungleiche  ßeiten 
ausfielen,  Debatten  fidj  toie  bie  Sßrobulte  aus  ben 
Kapitalien  unb  ben  juge^örigen  Seiten.  Sßetdje  ©efefee 
fpredfjen  bie  anbern  gormeln  aus? 

2)  SBeredfjnung  eines  burdfj  einfache  SSerjinfung 
angetoadfjfenen  Kapitale  ©oö  bie  ©umnte  Kx  beregnet 
toerben,  ju  toeld&er  ein  Kapital  K  in  einer  gegebenen  Qtit, 
t  Sauren,  ju  p  Sßrojent  mit  bm  Qin'itn  antoäd(jft,  fo  Ijat  man 
bie  Proportion: 

100: 100  +  pt  =  K:Kl. 

hieraus  folgt: 

2)  jc—^.——^. 

SSeifpiel.  (Sin  ju  4  Sßrojent  DerjinfteS  Kapital  tourbe, 
nadfjbem  es  2  Sa^re  ausgeliehen  toar,  nebft  ben  ginfen  mit 
486  JC  jurücf  gejault.    SBie  grofe  toar  ba3  Kapital? 

Sluflöfung.  33eseid(jnet  man  baS  gefugte  Kapital  mit  %, 
fo  ift:  100: 108  =  s: 486, 

mithin:  „  _  ±86  •  100  _  »_ 

x —  40U. 

B)  ©ic  faufmännifdlje  S)i3fontredfjnung.  ®er  3)i3* 
lont  in  100  ift  eine  bei  Kaufleuten  übtidfje  Vergütung  für  Dor 
ber  &erfatfejeit  abgetragene  unöerjinSlidje  Kapitalien.  SBirb 
j.  95.  eine  nadfj  3  SKonaten  fällige  SBarenred^nung  im  SSetrage 
üon  340  JC  mit  2  ^rojent  SDigfont  bar  au3gejal)lt,  fo  toerben 
an  je  100  JC  ©d^ulbfumme  2JC  nad&gelaffen.  beträgt  ber 
©iSfontfufc  p  Sßrojent,  fo  Reifet  ba8:  ftatt  je  100  JC  ©dfjulb- 
fumme  toerben  100  —  pJC  bar  gejault.  $)er  SHSfontfuft 
begießt  fidf)  (tote  ber  3in3fufc)  ftetS  auf  bie  3al)t  100 
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unb  toirb  burd&gängig  für  eine  beftimmte  ßeit  feft* 
gefegt,  er  ift  alfo  ein  Don  bcr  ßeit  abhängiges  9Raf$. 
2)ie  SJtormaljeit  für  bic  geftfefcung  beS  S)iSfontfuf$eS  ift  im 
Sßarengejdjäft  Derfdfjieben,  bodf)  toirb  er  meiftenS  pro  SKonat, 
in  einjelnen  gälten  audfj  für  bic  fogenannte  ßicljcit  (3^Iung8- 
frift)  beftimmt. 

Setfpiel:  2)er  Äaufmann  A  erhalt  eine  SRedfjnung  über 
belogene  SBaren  im  SSetrage  toon  580  J6,  ßiet  3  SKonate;  bei 
barer  Ballung  £  Sßtojent  S)iSlont  pro  SRonat. 

3n  2Bed)fetgefd(jäften  gilt  ber  S)i8lontfuf$  öielfadj  für 
1  3af|r.  $ier  f)at  ber  ©isfont  audf)  meljr  bie  (Sigenfdfjaft 
öorauS  gejagter  3inf^^/  befonberS  bei  ber  SHSfontierung 
Don  fogenannten  Pa|tt)cd^fetn. 

S)ie  JBegriffc  Swäfufe  unb  S)iSfont  toerben  manchmal  mit= 
einanber  öertoedfjfelt  5  Sßrojent  3w3  wib  5  Sßrojent  SHSlont 
finb  jtoar  gleiche  Quantitäten  (infofern  nämlidfj  bic  gormeln 
für  bie  33ered(jnung  beiber  ©röfeen  übereinftimmen),  aber  üer- 
fdfjiebene  Dualitäten.  SBä^renb  ber  ßinS  eine  Vergütung 
für  bie  9fcu$ung  eines  ÄapitalS  ift,  bie  am  (Snbe  eines 
beftimmten  3eitraumeS  (in  ber  9tegcl  eines  Sa^reS)  bem 
©täubiger  ju  gute  fommt,  bejeidfjnet  ©islont  ben  SBert 
einer  Äapitatnufcung  am  Slnfang  eines  Qtüab\äpnttti ,  bie 
bem  ©dfjutbner  jufäflt.  gür  baS  (SrgebniS  ber  Vergütung  ift, 
nrie  gefagt,  biefe  Unterfdfjeibung  ber  beiben  begriffe  infofern 
belanglos,  als  bie  ßinS*  unb  bie  S)iSlontformetn  überein- 
ftimmen. 

Seifpiet:  @in  Sßedfjfet  über  750  Jt,  toetd&er  am  1.  $)e* 
jember  fällig  toar,  nmrbe  am  15.  3uli  mit  1  Sßrojent  pro  SKonat 
bislontiert.    SBie  öiet  betrug  ber  ©isfont? 

Sluflöfung:  ®er  StfSfontfufe  [beträgt  für  bie  ßeit  ber 
SorauS ja^lung  4£  Sßrojent.     2Ran  Ijat  atfo  bie  Proportion: 

100:750  =  4*:*, 
folglich: 
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SBejeidfjnet  man  bic  ©d&utbfumme  allgemein  mit  S,  ben 
$>i8fontfujj  für  bie  &tit  ber  3Sorau8äal)lung  mit  p  nnb  bie 
SBarfumme  mit  B,  fo  befielt  bie  Proportion: 
100:100—  p  —  S:B. 

$ierau8  finbet  man: 

-r*       Q    100  —  p . 


100  —  j>  >      ^  5 

ßie^t  man  Ijter  bie  geit  inbetrad&t  nnb  bejeidfjnet  bie  Sfajaljt 
ber  SRonate  ber  S3orau8jaf)lung  mit  *  nnb  ben  2)i8fontfuf$  pro 
SRonat  mit  p,  fo  §at  man: 

100:100—  pt=*S:B. 

®ie  laufmännifd&e  SSeredfjnungStoeife  be8  2)i8font8  ift  jtoar, 
üom  rein  t^eoretifdfjen  ©tanbpunft  au%  Betrautet,  unrichtig. 
Allein  fobalb  ba8  Steinen  eine  ttrirftidje  Angelegenheit  be8 
SerfeljrS  be^anbelt,  mufe  bie  matf|ematifcf)e  Sluffaffung  ftdfj  ben 
tf)atfädf)ttd|en  SSerpItniffen  be8  SerfeljrSlebenS  anstiegen,  ba 
burdj  t^eoretifd^e  ^Betrachtungen  bie  burdfj  £erfommen  unb  flber= 
einlunft  befteljenbe  StuffaffungSmeifc  be8  83erfel)r8  nnn  einmal 
nidfjt  au8  i^ren  Sahnen  geteuft  toerben  lann.  SmffierleljrSs 
leben  ift  ftet8  nnr  biejenige  2öfung8toeife  einer  Stufgabe  bie 
richtige,  toetdje  fidf)  ber  Ijier  Ijerrfdfjenben  $ra£i8  anfd^licgt.*) 

C)  S)ie  bürgerliche  Dialontredfjnung.  3m  bürgere 
liefen  Seben  rennet  man  ben  S)i8font  nid)t  Don  ber  ga$l  100, 
fonbern  Don  ber  nm  p  üerme^rten  &afjl  100,  atfo  üon  100  +p. 
2ftan  nennt  biefe  8trt,  ben  S)i8font  jn  beregnen,  2)i8font* 
red^nnng  anf  100.  SBenn  bem  SSerfäufer  eine8  ©runbftüdea 
ein  ßrebit  gemährt  nrirb,  ofjne  baft  bie  ßauffumme  bis  jur 
ßal)lung8frift  einer  SSerjinfung  unterliegt,  fo  toirb  ber  SJer- 

*)  SRan  öergteidje  ben  Sfoffafc  t>on  O.  gleifdjljauer  in  ber  „Seit* 
fdjrift  für  matl).  unb  naturm.  Unterricht"  oon  «ßrof.  3-  <£.  $.  fcoffmann 
(XII.  Saljrgang,  ©eite  18)  „$ie  ^aujrtfädjttdjjiett  flippen  ber  Renten* 
redjnung".  3«  einer  SRote  bemerft  $  off  mann:  „SKe  Xtyeoretifer  f  ollen 
nichts  ber  $ra;i*  SBiberfpred&enbeS  lehren." 
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fäufer,  um  fidfj  fdfjabloä  ju  galten,  bie  Qin\tn  bcr  33arfumme 
bis  jum  SSerfafltage  beregnen  unb  btefelbe  um  biefen  3üt8 
erfreu.  ®ie  fpäter  fäöige  ©d&utbfumme  ift  t)ier  alfo  als  ein 
um  bic  ßinfen  öerme^rte»  Kapital  (fief)e  unter  A,  2)  auf* 
jufaffen.  SBenn  bcr  Änfäufer  ba3  SRedfjt  genießen  ttriQ,  bie 
feftgefefcte  ©d&utbfumme  t>or  bem  ßaljlmtgStermin  abzutragen, 
fo  mufe  biefe  SSeftimmung  in  ben  Äauföertrag  aufgenommen 
unb  ber  2)i8fontfuf$,  toeltf)er  ber  Slbredfjnung  jugrunbe  gelegt 
toerbeu  foH,  vereinbart  werben.  SWad)  ber  §öf)e  be3  SttSlonfc 
fufeeS  toirb  ber  SSerfäufer  audfj  bie  (Srtjityung  be3  SartoerteS 
bemeffen,  fo  bafe  er  feine  Sinfen  verliert.  Sann  j.  83.  jemanb 
ein  ©runbftüd  für  1200  JC  gegen  bare  Ballung  toerfaufen  unb 
ber  änfäufer  erftärt,  bafe  er  erft  naä)  3a§re3frift  ju  jaulen  in 
ber  Sage  fei,  fo  toirb  ber  SSerfäufer  ben  obigen  $rei8  um  bie 
einjährigen  Qm\tn  toon  1200  JC  ju  etoa  4£  Sßrojent,  alfo  auf 
1280  JC  erfreu.    $ierau3  ergiebt  fiel)  ber 

@runbf^  für  bie  bürgerliche  ®i3fontredfjnung: 
3ebe  nadfj  t  Sauren  fällige  unöerjin8tic^e  ©d&utb* 
fumme  S  ift  aufjufaffen  aU  ein  Kapital  B  (83ar* 
fumme),  toetd)e8  ju  p  Sßrojent  öersinft  in  t  Sauren 
ju  ber  ©d&utbfumme  antoädjft.    Sn  ßei^en: 

D   s-B  +  ^ür' 

golgernng:  (Statt  einer  nadfj  t  Sauren  fäöigen  untoerjing* 
tidfjen  ©d^utbfumme  8  ift  badjenige  83arfapitat  ju  jagten,  baS 
ju  jp  Sßrojent  Derjinft  nadf)  ber  SBerfafljeit  burdfj  bie  ßinfen  ju 
ber  gegebenen  ©cfyulbfumme  affloädfjft. 

©tatt  Dorfteljenber  (Steidfjung  fönnen  nrir  bie  gleichwertige 
gormel  1)  unter  A,  2),  nämüdf): 

fefcen,  toeldfje  ben  (Snbtoert  eines  Kapitals,  ber  SSarfumme  B, 
bei  einfacher  SSerjinfung  anSbrüdft. 

Um  bie  übrigen  in  ber  .bürgerlichen  2)i3fontred)nung  üor* 
lommenben  ©röfcen,   Sarfumme,  ®i8fontfuf$   unb  Seit  ber 
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85orau3jal)lung  berechnen  ju  lönnen,  geljen  toir  t)on  ber  unter 
A,  2)  gegebenen  Proportion  aus.  ©rfefcen  toir  bie  ©röften 
K  unb  Kx  burd>  J5  unb  S,  fo  ift: 

100:100+^  — B:S. 
hieraus  folgt: 

JB-S-      10° 


100  +  p* 

kennen  toir  ben  SfoSbrudt  100  +  i>*  „SHSlontteiter", 
fo  Reifet  üorfte^enbe  gönnet  in  SBorten: 

ße^rfo^:  2ßan  finbet  bie  Sarfumme,  inbem  man 
ben  Duotienten  aus  100  unb  beut  ®i«Iontteiter  mit 
ber  ©dfjulbfumme  multiplijiert. 

S)er  SBert  be$  S)i$Iontteiter8  änbert  fidfj  nadfj  Seit  unb 
S)i3fontfuf$,  er  ift  alfo  eine  Don  bem  SBerte  ber  SSudfjftaben 
p  unb  t  abhängige  ©röfee,  8ÜT  biefen  öerfd&iebenen,  öeränber- 
lid&en  SBerten,  toetd&e  ber  2)i8fontteiter  annehmen  fann,  ent* 
fprid^t  ftctS  bie  burdfj  bie  Qafy  100  bejeidfjnete  Sarfumme. 
SDer  ®i$tont  (auf  bie  ©dfjulbfumme  belogen)  toädfjft  in  ber 
bürgerlichen  ©isfontredfjnung  nid^t  in  gerabem  8Serf)ättniffe  jur 
ßeit.  S)a§er  ift  bie  Äntoenbung  be8  jufammengefefcten 
3)reifafce3  jur  S3eredf)nung  be$  S)iSfont3  unrichtig.  SBietmeljr 
mufe  im  Steinen  bei  einer  vorgelegten  Aufgabe  oorerft  ber 
©isfontteiler  feftgefteflt  unb  bann  ber  einfache  ©reifafc  an^ 
getoenbet  toerben, 

Seifpiel.  (Sin  (Srblaffer  tjat  burdfj  leftament  beftimmt, 
baft  ber  (Srbe  an  A  über  1  3aljr  750  JC  unb  nadf)  2  Sauren 
badfetbe  Kapital  auSjaljlen  fott.  A  toünfd&t  bie  ganje  ©umme 
bar  ju  erhalten  unb  bietet  bem  @rben  4  ^Jrojent  3)i3font. 
2)iefer  geljt  auf  ben  Sorfdjtag  ein.  28etdfje3  Äapitat  f|at  ber 
(Srbe  an  A  auSjujatjlen? 

Stuftöfung.  ®er  ©islontteiter  100  +  pt  Reifet  Ijier 
100  +  4  für  ba*  erfte  unb  100  +  2.4  =  108  für  baä 
nadf)  2  Sauren  fällige  Kapital.    SBBir  f)aben  alfo: 

a)     104:100  =  750:^; 
mithin:  x  =  75000 :  104  —  721,15. 
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b)     108  :  100  =  750 :x; 
folglich : 

x  =  75000: 108  =  694,44. 

2)ie  oom  (Srben  an  .4  augjuja^Icnbc  SBarfnmme  ift  aljo: 
721,15  c^  +  694,44  JC  =  1415,59  JC. 

galfdj  toäre  f)ier  bcr  Änfafc: 

104  c^  ©djntbf.  1  3af»r  4JC  ©iSfont; 
750  „         „       2     „     ?  „ 

Slu8  obiger  Proportion  folgen  nodj  folgenbe  gormein: 

100(5  _B)                  100(5— B) 
*~        JT1       >      t=—BTj> 

ßeljrfa^:  3Ran  finbet  ans  ber  ©djntbfnmme,  bent 
83artoerte  nnb  ber  &\i  ber  SBorau§ja^lung  (bem  Sßro* 
jentfa^e)  ben  ©islontfufe  (bie  3**0,  toenn  man  bie 
SHfferenj  jioifc^en  ©d&nlb*  nnb  Sarfumme  mit  100 
muttipUjiert,  nnb  ba8  Ergebnis  bnrd)  ba8  Sßrobnlt 
au%  ben  2Raf$jaf)ten  für  »arfnmme  nnb  ßeit  bioibiert. 

2)ie  öorfte^enben  gormein  betoeifen  ftrenge  bie  Sftidjtigfeit 
ber  im  Sftedjennnterridjt  anf  inbnfttoem  SBege  gefunbenen  SBa^ 
§eit:  SBenn  in  ber  burgerlidjen  $)i3fontredjnnng  ber  SHalont* 
fnft  ober  bie  3***  &er  SBoranSjaljfang  gefügt  toerben  fott,  fo 
mnfe  fiets  bie  ©arfnmme  im  Snfafc  fielen. 

St  nf  gäbe  1):  (Sin  Untoerfalerbe  §at  bie  Serpflidjtnng,  an 
einen  SJertoanbten  ein  Kapital  Don  2700  JC  über  2  Sa^re  ofjne 
ßinfen  anSjnjafiten.  S5eibe  vereinbaren  nnter  83ered)nnng  eines 
beftimmten  2)i3fontfnf$e3  SBarjatjümg.  SSBctd^c^  ttar  ber  fefi* 
gefefcte  2)i8lontfnf$,  toenn  ba3  SSariapital  2500  JC  betrng? 

Slnflöfnng.  ®er  vereinbarte  ®t3fontfnfe  fei  x  Sßrojent, 
fo  §at  man: 

100  :  100  +  2x  =  2500  :  2700 
ober: 

1:1  +0,02*  =  25:  27; 


folglich 


s  =  4. 
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Aufgabe  2):  a)  28etdf)em  ©töfontfufi  auf  100  ift  n  Sßro* 
jent  in  100  gteidf)?  b)  n  *ßrojent  auf  100  finb  toie  tuet 
5ßrojcnt  in  100? 

Sluflöfung  ju  a):  @3  feien  x  Sßrojent  auf  100  gteidj 
w  sßrojent  in  100,  fo  beftet)t  bie  Proportion: 

100  — w:w  =  100:s; 
folgltdf): 

100  •  n 

X  = 


100  — n 

Sft  w  =  5,  fo  ift: 

x  =  100  •  5 :  95  =  5-&  (Sßrojent  auf  100). 

Sluflöfung  ju  b):  S)er  gefugte  SiSfontfufe  in  100  fei  xf 
fo  t)at  man: 

100  +  n:n  =  100:  s; 
mithin: 

100  •  n 


100+w 

®g  fei  w  =  5,  fo  ift: 

x  =  100  •  5 :  105  =  4tf  ($ßrojent  in  100). 

S)ie  toorftetjenb  betjanbelte  SftedjnungSart  toirb  in  ben  Stedfjen- 
Büßern  faft  burdjgängig  bie  bürgerliche  ober  bie  SRabattredfjnung 
auf  100  genannt.  Der  StuSbrucf  „SRabatt"  bebeutet  aber  im 
SSerfe^r  einen  3<#wtgSnadjIafe  (Slbjug)  oljne  3tficffidjt  auf 
bie  Seit  ($Bud)l)änbter=3iabati),  toafyrenb  Siälont,  ebenfo  toie 
fein  (Segenfafc  3**8/  Am  9iu$ung  bejeidjnen,  bie  t>on  einer 
beftimmten  &titptT\obt  abhängig  ift.  (Sin  ©eifpiel,  in 
meinem  Sftabatt  beregnet  toirb,  ift  fotgenbeS: 

.  ©ine  33udf)t)änbler  -  SRedjnung  im  Setrage  t>on  45,80  JC 
toirb  mit  15  Sßrojent  SRabatt  auSgejaljlt.  Sßie  ötel  beträgt  ber 
Rabatt? 

Sluflöfung. 

100 :  15  =  45,80 :  # 
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§  83.    aSerteUmtflSs  unb  aRiföunflSredjnunfl. 

A)  Sie  »erteilungS*  ober  ©efettfdjaftSrrdjnmtfl  Ijat  bie 
Stufgabe,  eine  gegebene  ©röfte  in  ungleiche  Seile  ju  jer* 
legen.*)  ®ie  ganje  ober  bie  ju  teilenbe  ©röfte  (benannte 
3<rf)0  ^ei^t  leitungS*  ober  §auptfumme  unb  bie  gefugten 
Seile  »erben  Anteile  genannt.  ®ie  Angaben  in  einer  2tuf= 
gäbe,  in  meinem  SSer^ättniffe  bie  burdfj  Belegung  gefunbenen 
Anteile  fielen  f otten ,  nennt  man  SetlungSfuft.  Sefcterer 
tjeiftt  aritfimetifdf),  toenn  iljm  ein  aritljmetifcfje3  33erl)ältni3 
jugrunbe  liegt,  j.  93.:  100  JC  Rotten  unter  gtoei  Ernten  fo  t>er= 
teilt  toerben,  baft  ber  eine  10  JC  meljr  als  ber  anbere  erhält 
3ft  bagegen  ber  SeilungSfuft  burdfj  ein  geometrifdjeS  SBerljältniS 
auSgebrüdft,  fo  toirb  berfelbe  geometrifdfjer  SeilungSfuft  genannt 
SBeifpicI:  ßtoet  ©dfjloffermeifter  übernehmen  eine  Arbeit,  für 
»etdfje  150«^  gejault  »erben.  Der  eine  SÄeifter  ftettt  2,  ber 
anbere  3  ©efeHen  jur  SSolIcnbung  ber  Arbeiten.  SBie  üiel  JC 
erhält  jeber  äÄetfter?  SRadfj  ber  Strt  be3  SeilungSfufceS  unter* 
fd&eibet  man  bie  Aufgaben  ber  ©efellfdfjaftöred&nung  in  jtoet 
^auptgruppen.  S)er  geometrifdfje  XeilungSfufe  fann  audfj  burdf) 
SBerbinbung  oon  jtoei  ober  mehreren  SBerljältniffen  beftimmt 
fein  unb  Ijeiftt  afebann  jujammengefe|ter  geometrifdfjer 
Xeilungäfufe.  §iert)er  ift  ber  gatt  ju  rennen,  in  toeld&em  bei 
ber  33eredfjnung  ber  Anteile  aus  ben  SBerljältniffen  je  jtoeier 
berfelben  sunadfjft  ein  fortlaufenbeS  SSerljältniä  jtoifdfjen 
famtlidfjen  Anteilen  gebilbet  toerben  mufc.  33eifpiel:  Unter 
3  Sßerfonen,  A,  B  unb  C,  follen  200  JC  fo  »erteilt  toerben, 
baft  bie  Anteile  t>on  A  unb  B  fidfj  tote  4:5,  unb  bie  öon  B 
unb  C  fid)  tote  2:3  behalten,  (Snblidfj  !ann  audf)  ber  geo= 
metrijd&e  SeilungSfuft  mit  bem  aritljmetifdjen  oerbunben  oor* 
lommen,  j.  33.:  3Äan  teile  50  JC  jo  unter  2  Sßerfonen,  bafe 
bie  eine  jtoeimal  fo  öiel  al«  bie  anbere  unb  nodfj  10  JC  erhält. 
Sinige  Sted&enleljrer**)  unterfdfjeiben  bie  ©efeüfd^aftSred^nung 

*)  2)tc  gerlegung  üon  ©röfjen  unb  reinen  S^len  in  gleiche  %tilt 
gefdjieljt  burd)  bie  3)töifion. 
**)  3>ieftertoeg  unb  #eufer. 
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in  einfädle  unb  äufammengefefcie,  je  nadf)bem  ben  Aufgaben  ein 
einfacher  ober  jufammengefefcter  SeilungSfufj  jugrunbe  liegt. 

®er  in  ben  Aufgaben  ber  ©efettfdfjafteredfjnung  häufig  öor- 
fommenbe  SfaSbrucf  „Seit"  bejeidfjnet  eine  bestimmte,  vorläufig 
nodf)  unbefannte  Sal)!,  toen  ©röfee  fidfj  erft  im  Serlaufe  ber 
SRedjnung  ergiebt.  2)iefer  3lu3bru<f  Ijat  biefelbe  SSebeutung, 
tote  in  ber  Algebra  ber  SSud^ftabe  xf  er  bejetdfjnet  alfo  toäljrenb 
einer  unb  berfelben  Sftedfjnung  ftetö  biefelbe  3at)l  (©tnleitung, 
©eite  5). 

(Sine  toefentlidf)e  Stbfftrjung  bei  ber  Söfung  genriffer  Stuf* 
gaben  biefer  SftedfjnungSart  getoäljrt  bie  Stntoenbung  be8  ©efefec« 
über  bie  SBertbeftänbigfeit  be3  geometrifdfjen  33erf)ältniffe8  (§  69, 
5)  Se^rfa|).  ©inb  bie  ©lieber  ber  gegebenen  geometrifd&en 
SBerljältniffe  ganje  3at)Ien  unb  Ijaben  biefelben  einen  gemein- 
fdfjaftlidfjen  Seiler,  fo  brüde  man  fie  burdfj  Heinere  ß^Ien  aus. 
SSefteljen  bie  ©lieber  eines  geometrifdfjen  SSerljältniffeä  au3 
83rüdf)en,  fo  Dertoanbele  man  baSfelbe  in  ein  Servitute  aus 
ganjen  jfrofyUn.  2)ie  SSenufcung  biefer  Umformungen  getoäljrt 
namentlich  beim  Äopfred&nen  grofce  ©rleicljterung. 

(Srunbanfgabe  ber  SerteilungSrei^nung.  Sie  3<*$t  1200 
(allgemein  S)  foll  in  3  Seile  jerlegt  »erben,  fo  bafc 
biefelben  in  bem  SSerljältniffe  3:4:5  (allgemein 
a  :b  :  c)  fteljen. 

Sluflöfung.  Sejeid^net  man  bie  gefugten  Seile  vorläufig 
mit  x,  y  unb  0,  fo  ift: 


1)    z  +  y +  0  =  1200 

1)      X  +  y  +  e  =  S 

2)    x:y:z  =  3:4:5. 

II)    x :  y :  0  =  a :  b  :  c . 

SluS  ben  fortlaufenben  Proportionen  2)  unb  II)  folgt  nadfj 
§  76,  3)  Sefjrfafc: 

3)  x+y+z:  3+4+5  =  a?:  3 

III)  #+y+£:a+6+c==#:a 

=  y:4 

==y:6 

=  ^:5. 

=  z:c. 

©efct  man  ftatt  x  +  y  + 
entfielt: 

2  bie  3at)l  1200,  bejto.  S,  fo 
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4)  1200: 12  =  «:  3 
=  y:4 
=  *:5. 

^  =  3-^=300. 

5)    y  =  4- 100  =  400 

g  =  5  •  100  —  500. 


IV)     S:a  +  b  +  c  =  x:a 

-=  y:6 

—  z :  c. 
3Äittjin: 

s 

x  =  a 


V)      y  =  6 


a  +  b  +  c 

S 
a  +  b  +  c 

S 
a  +  b  +  c' 


SBejetdjnet  man  bie  ©umme  ber  SSer^äftmSjaljten  a,  6,  c  •  •• 
mit  s,  bic  Anteile  mit  Af  B,G—,  fo  gel)t  bic  Proportion  IV) 
in  fotgenbe  über: 

s:a  =  S:A,  s:b  ■ 

mithin:    A  =  aA.  B 


S:B, 

x     8 


®icfc  Proportionen  unb  bic  ©leidfjungen  für  bic  Stnteile 
tauten  in  SBorten: 

8eljrfa$e:  1)  Sebe  8er$äItiiiSfta!)l  Herhält  ftd^  jur 
©umme  ber  SScr^äUniSja^Ien  tote  ber  einzelne  2tnteit 
jur  XeüungSfumme. 

2)  2Ran  erhält  bie  einjetnen  Anteile,  toenn  man 
ben  Duottenten  aus  ber  XeitungSfumme  unb  ber 
©umme  ber  33erl)ättni8jal)ten  mit  ben  einzelnen  SSer- 
^ältniSja^Ien  multipliziert. 

Aufgabe.  Sei  einem  Äonfur8  foUcn  12320 JC  unter 
trier  ©laubiger,  A,  B,  G  unb  D  nadfj  8Serl)äftni3  ü)rer 
gorberungen  verteilt  toerben.  3lun  behalten  fidf)  bie  gor* 
berungen  t>on  A  unb  B  toie  4 : 5,  t>on  D  unb  C  toie  5 : 2, 
unb  t>on  D  unb  B  toie  4 :  3.   SBie  triel  erhält  jeber  ©laubiger? 

Äuflöfung.  SluS  ben  gegebenen  SSerijättniffen  bübe  man 
bie  Proportionen:         ,4 : 2?  =  4 : 5 

jB:D  =  3:4 
D :  C  —  5 : 2 . 
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^terauS  folgt  nadfj  §  77  bic  fortlaufcnbe  Proportion: 

A:B:C:D  =  12:15:8:20. 
äÄitljtn  erhält  nadf)  obigen  gormein: 

A  :  12  .  —J-JC  =  12  •  224c/#  =  2688  JC 

00 

5:15.224c^  =  3360c^ 
C:8-224:JC=  1192  JC        unb 
D:20224o^  =  4480c^. 

B)  äRifdjttitg*redjttttttg.  93ei  jebem  ©toffe  lontmen  ©üte 
ober  Dualität  unb  SRenge,  SDtaffe  ober  Quantität  inbetradjt. 
2)te  ©üte  eines  ©toffeS  ift  beut  greife  feiner  (Sinljeit,  g.  95. 
eines  kg,  1 1,  bireft  proportional,  unb  mithin  ift  bie  Dualität 
burdfj  biefen  SßreiS  öottftänbig  beftimmt.  S3ei  äÄetaMegierungen 
bagegen  toirb  bie  ©üte  (ber  SBert)  in  ber  SBeife  auSgebrücft, 
bafc  man  j.  SB.  angiebt,  wie  üiel  reines  ©über  ober  ©olb  unter 
1000  Seilen  ber  Segierung  enthalten  finb.  S)ie  Qualität  getoiffer 
glüffigfeiten  bejeicljnet  man  burdf)  Slngabe  beS  SßrojentgeljalteS 
eines  beftimmten  ©toffeS.  @o  j.  93.  fagt  man,  ber  ©pirituS 
Ijat  80  Sßrojent  ober  ©rab,  toenn  unter  100  leiten  ber  SRifdjung 
fidf)  80  Seile  reiner  ©pirituS  befinben. 

®ie  2Äifdf)ungSredf)nung  befdfjäftigt  fidfj  l)auptfäd(jlid(j  mit 
jtoei  gragen: 

1)  ©S  werben  beliebige  ©toffmengen  öon  öerfdfjiebener 
©üte  gemifd^t  (üermengt),  unb  man  foBC  ben  SBert  ber  ©in* 
t)eit  ber  SKifdfjung,  ben  fogenannten  2)urdf)fdf)nittStt>ert,  be* 
rennen.  2)ie  Aufgaben  biefer  Slrt  bilben  einen  Seil  ber  2)urd)s 
fdfjmttSred&nung.    (S3ergteidje  aritljmetifdfjeS  SÄittel,  ©eite  208.) 

2)  3n  meinem  93erf)ältnijfe  muffen  &erfd)iebene  ©toffe 
gemtfdf)t  werben,  bamit  bie  Einljeit  ber  ÜKifdfjung  einen  gegebenen 
®urdf)fdfjnittswert  erhält?  S)ie  95eantwortung  biefer  grage  ift 
Aufgabe  ber  äßifdfjungSredfjnung  im  engeren  ©inne. 

©inb  bie  Sßer^ältniffe  ber  2Rifdf)ungSteile  gegeben,  unb  man 
foBC  bie  äßengen  ber  einzelnen  ©toffe  bei  einer  gegebenen  ©efamt* 
maffe  beregnen,  fo  gehören  bie  Aufgaben  mit  SRfidEfidfjt  auf  bie 
Slrt  ber  Sftedfjnung  in  bie  SSerteilungSred^nung.    3-  35.:  $nv 
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Bereitung  öon  rotem  ©iegellatf  nimmt  man  1  Seil  Äretbe, 
4  Seile  Serpentin,  6  Seile  ßimtober  unb  6  Seile  ©dfjeltad. 
SEBic  öiel  t>on  biefen  Stoffen  ift  jur  §erftettung  öon  50  kg 
©iegellatf  erforberlidf)? 

1)  2)urdfjfdf)nittgrecljnung.  @in  Kaufmann  mengt 
Derfdfjiebene  ©orten  Äaffee  unb  jtoar  50  kg  a  1,80  JCt  30  kg 
a  1,60  JC  unb  40  kg  a  1,40  JC.  2Beldf)en  SGBert  ijat  1kg 
be8  ©emengeS? 

Sluflöfung.    2)a8  (Semenge  f)at  ben  SBert: 

50  •  1,80  JC  +  30  .  1,60  JC  +  40  •  1,40  JC 

unb  enthalt:  (50  +  30  +-  40)  kg. 

SKit^in  foftet  1  kg  im  2)ur$fcfjmtt: 

50  .  1,80  +  30  •  1,60  +  40  .  1,40     „ 
60  +  30  +  40  <M' 

SSejeidfjnet  man  allgemein  bie  Quantitäten  ber  ©toffe  A, 
B,  C  unb  D  mit  m,  n,  p  unb  q,  bie  greife  ber  ©in^eiten 
mit  a,  b,  c  unb  d,  fo  ift  bie  Dualität  Q  ber  9Kifd()ung,  bejto. 
be3  (SemengeS: 

q am  +  bn  +  cp  +  dq. 

SBie  lautet  biefe  gortnel  in  SBorten?  §aben  bie  &täjfm 
m,  n,  p  unb  q  einen  gemeinfd^aftli^en  gaftor,  fo  fann  man 
bie  33ered)nung  be8.  ®urci)fcijnitt3roerte3  aereütfadjen.  3n  üor= 
fteljenbem  SSeifpiel  fürje  man  ben  SluSbrucf  (Quotient)  für  ben 
SGBcrt  ber  ©infyeit  be3  ©emengeS,  bann  ift: 

n        5  •  1,80  +  3  .  1,60  +  4  . 1,40     „ 

v  —  5  +  3  +  4 JH/' 

hieraus  folgt:  2Ran  erhält  ben  SBert  ber  @inf)eit  ber 
2Äifdf)ung,  toenn  bie  Quantitäten  in  bemfelben  SBerljältniffe  ttrie 
m:n:p:q  gemixt  werben.  SBie  Ijeifct  bie  gormel  für  Q  in 
SBorten,  toenn  bie  Quantitäten  gleidf)  finb? 

2)  eigentliche  äßifcIjungSrecljnung.  Stufgabe:  3n 
»eifern  SSer^ältniffe  muft  man  jtoei  ©toffe  A  unb  B  mifd^en, 
bamit  bie  ©inljett  ber  äÄifdfjung  ben  SBert  m  erhält,  toenn  ber 

©tffttlet,  «rttymettt  17 
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SBcrt  bcr  Sinljeit  ber  befferen  ©orte  A  burdfj  a  unb  bct  anbcm 
©orte  mit  b  bejeidfjnet  nrirb? 

Stuf töf ung.  2)er  2Bert  m  liegt  offenbar  jtoifdfjen  a  unb  6. 
3)urdfj  arittymetifdfje  SSergteidjung  ergiebt  fidf):  jebe  @tnl)eit  Don 
A  ift  um  a  —  m  größer,  unb  bie  Dualität  üon  5  ift  um 
m  —  b  Heiner  afö  ber  28ert  einer  (Sinljett  ber  äßifdfjung. 
9Wmmt  man  nun  t>on  ber  ©orte  A  St  einleiten,  fo  entfielt 
baburdfj  ein  Überfd&ufc  öom  SBerte  S^a  —  m).  SBerben  S2 
einleiten  t>on  ber  ©orte  B  jur  Sftifd&ung  genommen,  fo  rufen 
biefe  einen  ÜDianget  im  SBerte  &on  S2(m  —  b)  Ijer&or.  S)amit 
in  ber  SKifd&ung  ein  2lu3gteidfj  jtöifd&en  jenem  Überfdfjuffe  unb 
biefem  SWanget  ftattfinbet,  muft: 

S^a  —  w)  =  S2(w  —  6) 
fein.    @3  mufc  alfo  bie  Proportion: 

Sl:Si  =  m  —  b:a  —  m 
beftefjen.    3n  SBorten: 

Seljrfag:  2)ie  jur  §eröorbringung  eine«  gegebenen 
©urdfjfd&nittäpretfeS  erforberticfjen  Quantitäten  üer= 
galten  fidf?  umgefeijrt  tote  bie  ßa^Ientoerte,  toetdfje 
ben  Überfd&ufe  unb  äRangel  auSbrücfen. 

Stuf  biefer  SBaf)rl)eit  beruht  baS  im  SRedE)enunterrid)i  gelehrte 
„©dfjema  ber  2Kifdfjung3redE)nung". 

1)  »eifptet.  ein  SBeinf)änbter  erhält  ben  Auftrag,  1501 
SBeifctoein,  ba3  Siter  ju  0,80  JC  ju  liefern.  2)a  er  SBein  üon 
ber  genriinfdfjten  Dualität  nidfjt  vorrätig  f)at,  fo  mifdf)t  er  jtoei 
SBeinforten  ju  1,10  JC  unb  0,60  JC  pro  Siter.  SBie  met  Siter 
finb  t>on  jeber  ©orte  ju  nehmen? 

©djema: 


1.  ©orte  1,10  JC 

2.  ©orte  0,60  „ 


©urdjfdfjnittäpreiS    +  0,30  JC   2 
0,80  JC  —0,20  „     3 

2)a8  Servitute  ber  ju  mifdfjenben  Quantitäten  ift  alfo  2:3. 
S)ie  SSeftimmung  bcr  äÄengen  ber  SBeinforten  gefdf)iel)t  burdf) 
bie  ®efeQfd()aft3redE)nung.    äßan  fyrt: 
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5 : 2  =  150 :  x ;  s  =  60  (Stter  1.  ©orte) 
unb  150 1  —  60 1  =  90 1    ber  2.  ©orte. 

2)  SBeijpiel.  2Bie  triet  ©über  üon  0,800  fein  ntufc  man 
ju  1  kg  reinem  ©über  nehmen,  wenn  bie  Segierung  ben  gein* 
geaalt  0,850  ermatten  foU? 

a)  Stuflöfung  mit  33enufcung  be3  geinge^atteö.  S)er 
geingeljalt  be3  reinen  ©überS  ift  gleich  1,  ber  jtoeiten  ©orte 
0,800  unb  ber  neuen  Segierung  0,850. 

©djema: 

1.  ©orte      1      Segierung    +  0,15    1 

2.  ©orte  0,800      0,850      —0,05    3. 

2)a3  aSerljättniS  ber  erforberüdjen  Quantitäten  ift  1:3. 
@§  finb  alfo  1  kg  reinem  Silber  3  kg  *>on  0,800  fein  ju= 
jufefcen. 

Söfung  b).  9Wan  gelje  öom  3ufal  aus.  ©erfetbe  ift 
im  reinen  ©über  gtetdfj  0,  in  ber  anbern  ©ilberforte  0,200 
unb  in  ber  Segierung  0,150. 

©df)ema: 


1.  ©orte      0 

2.  ©orte  0,200 


Segierung 
0,150 


—  0,150 
+  0,050 


1 
3. 


Sie  weitere  Seredfjnung  gefdjielji  wie  öor^in. 


17" 


Digitized  by 


Google 


fünfter  Slbfdjttitt 

älgrirnt:  «Ittdjuwjett  txpn  mtl>  jnttitett  <6x*bt*. 
§  84    ©egriff  ttttb  (Sinteitttng  bet  ©leidjmtßen. 

SSegriff.  ©ine  ©leidfjung  ift  bic  SSerbütbung  gleitet 
©röften»  burdfj  bai  ©leidfjljeitgjetdfjen.  2)ie  SluSbrücfe,  tneldfje 
linfö  unb  red)t3  t>otn  @leid()ijett3äeidfjen  fteljen,  fyeifcett  ©eiten 
ber  ©leidfjung  ttttb  bic  einjelnen  burdf)  +  ober  —  tttitem- 
attber  toerbunbenen  ©röfcen  »erben  ©lieber  ber  ©leidfjung 
genannt    3n  ber  ©leidfjung: 

x  -f-  b  =  c  —  d 

btlbet  ber  SluSbrucf  x  +  b  bie  tütfe  unb  ber  ÄuSbrnd  c  —  d 
bie  redete  ©ette  ber  ©leidfjung;  bie  ßaljljeictyen  x,  b,  c  unb  d 
finb  i^re  ©lieber.    (SSergleidfje  Einleitung  11.) 

Stöecf  unb  Arten.  Sie  ©leidfjungen  bienen  entmeber 
jur  DarfteUung  ober  jur  Sfaffinbung,  (Sntnriclelung  allgemeiner 
mattjematifd&en  ©efefce  ober  jur  33eredfjnung  ber  SBerte  t>on 
unbefannten  ©röfeen.  hierauf  beruht  bie  Einteilung  ber 
©leidfjungen  in  analtjtifdfje  unb  algebraifdfje. 

ffiine  analtytifdfje  ©leidfjung  ift  eine  foldfje,  in  tuetöjer  bie 
eine  ©eite  bloft  bie  Utnforntung  ober  @ntoidelung  ber  anbern 
barftettt,  j.  83. : 

(a=h6)2  =  a2  +  2a6  +  62 
a2  —  62  =  (a  +  b)  (a  —  b). 

SSiele  ntatliematifdfje  gornteln  (Einleitung  11)  finb  anafytifdje 
©leidjungen.  Sefteljen  beibe  ©eiten  einer  anatytifdfjen  ©leidjung 
au%  benfelben  ©röfcen,  fo  nennt  man  biefetbe  öorjugatoeife  eine 
ibentifdfje,  j.  33.: 
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a  +  6  =  a  +  6 
a  —  b  =  a  —  &. 

S)a  fotool)!  bie  anafytifd&en  afö  audf)  fyejiett  bic  ibentifdfjen 
©leidfjungen  allgemein  gültige  matljematifd&e  ©efefce  barfteßen, 
fo  finb  fold^e  ©leid&ungen  unbebingt  ridfjtig,  toetdfjen  SBert  man 
audfj  ben  allgemeinen  Satyrn  beilegen  mag. 

SUgebraifdje  ©leidjungen,  ©tnb  bagegen  bie  ©etten 
ber  ©letdfjung  nur  unter  ber  Sebingung  einanber  gleich,  baft 
einjelne  33ud)ftaben  einen  (ober  mehrere)  beftimmten  galten? 
wert  bejeidOnen,  fo  Ijeifet  bie  ©leidfjung  eine  algebraifdfje. 
S)a  bie  SRidfjtigfett  ber  algebraifdfjen  ©leidfjung  burdfj  einen 
beftimmten  SBert  gettnffer  SBudfjftaben  bebingt  wirb,  mit 
anberen  SBorten:  ba  bie  9tid()tigfeit  ber  ©leidjung  an  bie 
S3ebtngung  gefnüpft  ift,  bafc  getotffe  ©röfeen  beftimmte 
(burd)  Sted)nung  ju  ermittelnbe)  ßa^lentoerte  vertreten,  fo 
nennt  man  biefelbe  audf)  SBebingungSgletd&ung.  Sludfj  fommi 
bie  83$jeid)nung  „fontljetifdfje  ©leidfjung"  t>or.    2)ie  ©letdfjung: 

x  +  3  =  10 
ift  eine  algebraifdfje,  ba  biefelbe  nur  unter  ber  SSebingung  richtig 
ift,  bafc  ber  SBudfjftabe  x  ben  beftimmten  SBert  7  vertritt.  S3 
leudjtet  ein,  bafj  burdj  Sütfefcung  be8  beftimmten  3ö^enmerte^ 
an  ©tefle  ber  unbefannten  3^1)1  x  fidfj  bie  algebraifdje  ©leidjung 
in  eine  ibentifdfje  üertoanbelt. 

SBefannte  unb  unbefannte  ©röfcen.  2)ie  in  einer 
algebraifdfjen  ©leidjung  enthaltenen  ©lieber,  bereu  SBert  erft 
beftimmt  toerben  mufc,  bamit  bie  ©leidjung  in  eine  ibentifdfje 
übergebt,  tiefen  unbelannte  ©röfcen  ober  lurjtoeg  bie  Un* 
belannten,  toäljrenb  biejenigen  %ßfyixi,  bie  jur  ©rmittelung 
be§  SBerteS  ber  Unbefannten  gegeben  finb,  befannte  ©röfeen 
genannt  toerben.  3n  ber  Sllgebra  pflegt  man  bie  ju  beftimmen^ 
ben  Safjlen  mit  ben  legten  93udfjftaben  be3  Keinen  lateimfdfjen 
Alphabets  (x,  y,  0)  unb  bie  bekannten  ©röfjen  entoeber  mit 
beftimmten  3aljlen  °&ct  mit  ton  nefaten  StnfangSbudfjfiaben  be$ 
lateimfdfjen  Sllp^abetg  ju  bejeidfjnen.  ©leidfjungen,  beren  befannte 
©röfcen  nur  SSudjftoben  finb,  fjetjsen  litterale;  beftefjen  liin- 
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gegen  bie  93efcmntett  ans  ßifferngrößen  (numeri),  fo  nennt 
man  Me  ©teidfjung  eine  numertfdje. 

3e  nadfjbem  in  ben  (Steigungen  eine  ober  mehrere  un* 
belannte  ga^len  auftreten,  unterfdfjetbet  man  ©tetdfjungen  mit 
einer  ober  mehreren  Unbefannten.    Sine  ©leidfjung  mit  einer 

Unbefannten  ift: 

x  +  12  —  20. 
Sie  ©leidjung 

x  +  y  =  30 

enthält  jtoei  Unbefannten. 

§  85.    Umformung  her  ©(eidjungrn. 

2Kit  einer  ©leidfjung  taffen  fiel)  trietfad&e  SSeränberungen 
öorneljmen,  bie  man  tnSgefamt  mit  bem  ÄuSbrucf  Umformung 
bejeid^net.  S5ei  Umformung  einer  (Steigung  muffen  auf  beiben 
Seiten  biefetben  Stedfjenoperationen  vorgenommen  »erben. 

ipeifjt  bie  ©teid&ung  allgemein: 
A  =  B, 

in  toeldjer  bie  3ei$en  A  unb  B  algebraifdfje  ©ummen  (§  43) 
unb  einfache  &af)Un  bejeid&nen  foßen,  unb  brfirft  m  irgenb  eine 
ganje  ober  gebrochene  3al)t  au§,  fo  fann  man  mittels  ber  fieben 
©runbredfjnungSarten  (§  28)  bie  fotgenben  neuen  ©leidjungen 
bitten:  l)    A+m=B+m 

2)  A  —  m  =  B  —  m 

3)  m  -  A  =  m  -  B 

'■      4)    ^  =  * 

'      n        n 

5)  Am  =  B"1 

6)  ^I-V5 

7)  mlog  A  —  mlog  B . 

®ie  Stidfjtigfeit  biefer  abgeleiteten  ©teidfjungen  grünbet  fidO 
auf  genriffe  im  erften  9lbfd)mtt  bei  ben  einjelnen  StedfjnungS* 
arten  betoiejene  Sefjrfäfce  (§  3,  3)  Setjrf.;  §  8,  7)  Sefjrf.  u.  f.  xo.). 
2Rit  Stütffidfjt  auf  bie  Umformung  ber  ©tetdjungen  fann  man 
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bie  burdj  öorfteijenbe  gormein  bargeftellten  ©efe|e  jufammen* 
faffcn  in  folgenben 

§auj)tfa$:  Sebe  ©leidfjung  blciBt  ridfjtig,  toenn  mit 
iijren  Seiten,  b.  Ij.  mit  alfen  ©üebern  ber  ©letdfjung, 
biefelben  SRedfjenopetationen  burdf)  bie  gleidfje  3a^I 
Dolljogen  werben. 

1)  Sie  burdfj  bie  gormein  1)  unb  2)  au8gebrücften  Sefjr* 
fä|e  benufct  man,  um  bie  mit  ber  Unbefannten  x  berbunbenen 
poftttoen  ober  negattoen  ©lieber  öon  x  ju  trennen,  bejto.  bie* 
fetten  auf  bie  anbere  ©ette  ju  bringen.    3-  ®-: 

x  —  a  +  b  =  c. 
SXuf  beiben  Seiten  biefer  ©leidfjung  a  abbiert  unb  b  fubtraljtert, 
giebt:  x  =  a-b  +  c. 

2)  S)en  ßef|rfa$:  Sine  ©leidfjung  bleibt  richtig,  toenn  man 
jebe  ©eite  mit  berfetten  3a*>*  multipliziert,  toenbet  man  an, 
um  bie  in  ©leidfjungen  öorlommenben  2)itriforen  fortjufd^affctt. 
3u  biefem  3^e*e  multiplijiert  man  aße  ©lieber  mit  bem 
fleinften  §auptbtoif or  fämtlidjer  Duotienten.  @8  fei  j.  SB.  bie 
©leidjung  gegeben: 

x b , 

c       a 

2)ie  ©leidfjung  mit  ac  multipltjiert  giebt: 

ax  —  bc  =  acdf 
alfo  eine  ©leidfjung,  in  meldfjer  nur  ganje  3a^e«  öorfommen. 
Söenn  audfj  ba%  gortfdfjaffen  nur  foldfjer  33rüd(je  notmenbig  ift, 
in  meldten  x  als  SKenner  erfdfjeint,  fo  ift  bodfj  bie  S5efeitigung 
aller  Quotienten  ju  empfehlen,  ba  f)ierburd&  eine  SRebuttion 
ber  ©leidfjung  burclj  Bereinigung  gleichnamiger  Qc^lsc^m 
möglidfj  toirb.  9iät)ere3  über  bie  Sluflöfung  öon  ©leic^ungen, 
in  melden  Duotienten  aus  algebraifdfjen  ©ummen  öorfommen, 
bringt  §  89.  SBirb  eine  ©leidfjung  mit  (—  1)  multipliziert, 
fo  erhalten  alle  ©lieber  ba8  entgegengefefcte  äBorjeidfjen. 

3)  SSon  bem  Seijrfafce:  äßan  fann  eine  ©leidfjung  butclj 
biefelbe  3^1  buribieren,  madf|t  man  Stmoenbung:  1)  um  bie 
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mit  einem  gaftor  (Äoeffijicntcn)  behaftete  unbelannte  ©röfce 
wn  elfterem  ju  befreien;  2)  um  eine  ©leidfjung  auf  eine  ein* 
fadfjere  gorot  ju  bringen,  wenn  bie  ©lieber  einen  gemeinjdfjafts 
lid&en  gaftor  Ijaben,  j.  33.: 

1)    6x  =  48;      ax=*b  +  c. 
SHtribtert  man  beiberfeitS  burdfj  6,  bejto.  a,  fo  erhält  man: 
s  D  48  :  6  =  8    unb    a  —  (6  +  c)  :  a. 
2)  ©egeben: 

a)    20s-f  15y  =  60; 

b)     (a  +  &>  +  (a2-62)y  =  (a  +  6)8. 

©amtliche  ©lieber  ber  ©leidfjung  unter  a)  Jjaben  ben  gaftor  5 
gemeinf  am.    ©iefelbe  auf  eine  einfachere  gorm  gebracht,  giebt: 

4lx  +  3y  —  15    ober     l^a?  +  y  —  4 . 
S)ie  ©leidiung  unter  b)  burdfj  a  +  b  bioibiert,  liefert: 
x  +  (a  —  &)y  =  a  +  & . 

S3ei  Äuflöfung  ber  ©leidfjungen  mit  mehreren  Unbelannten 
mittete  ber  $bbttion&  unb  ©ubtraftionSmeiljobe  fommt  ber 
unter  2)  angegebene  gaU  oft  üor. 

4)  Slmoenbung  &on  gormel  5):  (Srfdfjeint  in  einer  ©leidfjung 
bie  unbelannte  ©röfee  unter  bem  SBurjeljeic^en,  fo  lann 
man  lefctereS  baburdj  beseitigen,  baft  man  bie  Sßurjelgrö&e 
allein  auf  eine  ©eite  fdfjafft  unb  bie  ©leidfjung,  b.  1).  beibe 
©eiten,  mit  bem  SßurjeleEponenten  potenjiert.    3ft  }.  35.: 

V#- 8  =  16, 
fo  ift  nadfj  1): 

^"=16  +  8  =  24. 

Sßotenjiert  man  biefe  ©leidfjung  mit  bem  Opponenten  2,  fo 

Wt:  (yi)2  =  242    ober    s  =  576. 

SRan  l)ttte  pdf)  öor  bem  Segler,  bie  einzelnen  ©lieber  einer 
©leidfjung  ju  potenjieren. 

5)  SSenufcung  oon  gormel  6):  Sritt  in  einer  ©leidjung 
bie  Unbelannte  als  33afi3  einer  Sßotenj  auf,  fo  fann  man  bie 
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Unbefannte  Don  Ujrem  Opponenten  befreien,  inbem  man  bie 
^otenjgröfje  xn  allein  auf  eine  ©eite  bringt,  xn  ifoliert, 
unb  bann  beibe  ©eiten  biefer  ©leidfjung  burdfj  btn  Sßotenj* 
ejponenten  n  rabijiert    SBenn: 

s*_25  =  39, 
fo  ift  nadf)  1): 

^  =  39  +  25  =  64. 

ßieljt  man  nun  au8  beiben  ©eiten  biefer  ©leidfjung  bie  Quabrat* 
nmrjel,  fo  erhält  man  x  =  +  8.  äßan  beadfjte  tooijl,  baft  nur 
jebe  ©eite,  nidfjt  jcbeS  einzelne  ©lieb  ber  ©leidfjung  rabijiert 
werben  barf.  &udfj  ift  ba%  Soräeidfjen  ber  SBurjel  mit  SSor*. 
ftd^t  anjuwenben.  (3Ran  *>ergteid)e  bie  ©emerfungen  §  19  am 
©djluffe  unb  bie  2et)rfä$e  unter  VI,  ©eite  119.) 

SJu3fitf)rlid)ere8  über  bie  33el)anblung  t>on  Sßurjelgteidjungen 
ift  in  §  90  enthalten.  Sft  e3  auc§  geftattet,  eine  ©leidfjung 
ben  Rechenoperationen  ber  jtoeiten  unb  britten  ©tufe  burdfj  0 
ju  unterwerfen? 

§  86.    Crimen  utkb  «uflofen  ber  (Sleidjuugen. 

ffirfcfjeint  in  einer  ©leid&ung  bie  Unbefannte  burdfj  jioei 
ober  mehrere  Operationen  mit  anbern  &afyUn  Derbunben  ober 
als  ©itrifor  tron  Quotienten,  fo  nennt  man  bie  ©leidfjung  eine 
unenttoidelte;  fütjrt  man  bie  SRedfjenarbeiten  aus,  um  bie 
Unbefannte  t>on  ben  mit  iljr  t>erfnüpfien  ©liebem  ju  trennen, 
ober  fdfjafft  man  burdfj  Umformung  bie  unbelannten  ©röfjen 
aus  ben  2)itrif oren  fort,  fo  t)at  man  eine  entttricfelte  ©leidfjung. 
©o  finb  j.  33.  bie  ©letdjungen: 

1)  (»  +  «)*  +  (x-b)x  =  c 

2)  Yx~^a  +  (b  -  x)c  =  d 

6)      "i  —  6     —  X  —  4 

unenttoicfelte  unb  bie  folgenben: 

2s2  +  (2a  —  b)x  +  a2  =  c 

x3  -  Sx2  -  8s  +  36  =  0 
bie  entnri (feiten  ©leidfjungen  Don  1)  unb  3). 


Digitized  by 


Google 


266    fünfter  «bfdjttitt.    ©Iei^utißcn  erften  unb  jtoetten  ©rabeS. 

2)ie  erftc  StrBeit  beim  Äuflöfen  einer  gegebenen  ©feidfjung 
ift  ba3  ©ntoiefetn  unb  Drbnen  berfetben.  2)a3  Crimen  bet 
(Steigungen  gefd)iei)t  baburdfj,  baft  man  burdj  Umformung  alle 
©lieber,  in  toeld&en  bie  Unbefannte  (§au:ptgröf$e)  üorfommt, 
auf  eine  ©eite  bringt  unb  biefelben  nadfj  fattenben  Sßotenjen 
aufeinanber  folgen  täfct,  toobei  ju  beulten  ift,  baft  bie  t)ödjfte 
Sßotenj  ber  Unbefannten  pofitto  unb  mit  bem  Äoeffijienten  1 
behaftet  fein  mu%  S)ie  allgemeine  gorm  einer  georbneten 
©leidjung  be$  vierten  ©rabeS  ift: 

fl?4  +  axz  +  bx2  -\-cx  —  d, 
be3  nten  ©rabeS: 

xn  +  ax""1  +  bxn~~2 cx  =  d. 

SSefonberS  ift  e§  gebräudfjtidf),  eine  ©teidfjung  fo  umju^ 
geftatten,  bafc  alle  ©lieber  auf  einer  ©eite  ftefjen,  alfo  bie 
anbere  ©eite  SRuU  ift  S)iefe  Umformung  fjeifet,  bie 
©leidfjung  auf  Sinti  rebujieren.    ©o  j.  35.  Ijei&t  bie  ber 

©letdfjung: 

a  —  b  —  a?  =  c—  a8  +  # 

entfpredjenbe  auf  9luU  gebraute  ©leidfjung: 

a?  —  x2  —  x  +  a  —  b  —  c  =  0 . 

S3eim  Drbnen  ber  ©teid&ungen  ift  folgenbe»  SBerfaljren 
einjuf  dfjlagen: 

1)  2)ie  SSrüd^e  ober  S)toiforen  finb  fortjufdfjaffen. 

2)  3)ie  klammern  muffen  aufgetöft  »erben,  jebenfalte  in 
bem  gälte,  toenn  bie  Unbefannte  atö  ©lieb  eine* 
jufammengefefeten  ÄtammerauäbrucfS  öorfommt. 

3)  ©rfd^eint  bie  Unbefannte  unter  bem  SBurjeljeidfjen,  fo 
mu%  fie  t>on  biefem  befreit  toerben. 

4)  SSringe  man  bie  unbefannten  ©lieber  alle  auf  eine  ©eite, 
fo  bafc  fattenbe  Sßotenjen  entftefjen. 

5)  gaft  burdfjgängig  fann  man  beiberfeitS  mehrere  ©lieber 
burdfj  Sbbition  unb  ©ubtraftion  in  ein  einjigeS  ©lieb 
vereinigen  unb  baburd)  bie  ©teidfjung  auf  eine  geringere 
9fajaf)t  üon  ©liebem  rebujieren. 
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3e  na^bem  nadj  bem  &nttt>icfetn  unb  Drbnen  einer  ©teidjung 
bic  Unbefannte  in  ber  erften,  jtueiten,  nten  Sßotenj  erfdjetnt, 
nennt  man  bic  ©teidjung  öom  erften,  jtoeiten,  wten  ©rabe. 
S)ie  ©teic^ungen  öom  erften  ©rabe  Jjeifeen  aud&  einfädle  ober 
lineare*),  bie  Dorn  jtoetten  audj  quabratifdje,  fcom  brüten  fubifdje 
unb  bie  &om  vierten  ©rabe  btquabratifdje  ©teidjungen.  Äommt 
in  einer  ©feidjung  bie  Unbefannte  al8  ©jponent  einer  Sßotenj 
ober  einer  SBurjel  öor,  fo  nennt  man  bie  ©leidjung  eine  trän 3* 
cenbente**)  ober  SEponentialgteidjung,  3.  83.: 
5*  =  25;  4*  =  64. 

V§7  — 8;  >/256  =  4. 

©er  ©rab  einer  algebraischen  ©teidjung  fann  erft  bann 
mit  ©idjerljeit  angegeben  werben,  toenn  erftere  enttoicfelt  unb 
georbnet  ift.    Die  ©leidjmtg: 

-1—  4-  -^-  -  12 

x  —  4  T  x  +  2 

Steint  eine  ®Ieid)ung  erften  ©rabeä  ju  fein.    Dagegen  §at  fie 
nac§  ifjrer  ©ntmiefetung  unb  Umformung  bie  gorm: 

x%  —  y  z  -  3  —  0 

unb   ift   baljer   eine   ©leic^ung   öom   j weiten   ©rabe.     2>ie 
©teidjungen: 

4s2  +  25*  =  {x  +  7)2  +  3a?2  +  6 
(2a?  +  3)*  +  (4x  -  5)2  —  20(#  +  2)2  +  8 

1)  $er  ÄuSbrud  „lineare"  Gleichung  ftammt  ou9  ber  anafytifdjen 
(Geometrie,  toorin  eine  gerabe  Sinie  burd&  eine  Gleidjung  erften  Grabe* 
&ttrifd)en  x  unb  y  bargefteUt  ttrirb  unb  untgefeljrt  eine  foWfje  Gletdfjung 
ftetd  eine  gerabe  Sinie  bejeic^net. 

2)  $ie  ©eaetdjnung  „tranScenbeni"  fyxt  Seibnij  eingeführt.  3n 
ben  tranScenbenten  Gleichungen  ift  bie  Unbefannte  mit  ben  belannten 
Säulen  nid&t  btog  burdj  aritl)metif<fje,  fonbern  aud)  burdf)  tran&cenbente 
SRed&erioperationen  &ertnüj>ft,  meiere  fo  ju  fagen  bie  Är&fte  ober  Mittel 
ber  Algebra  getoöljttUdj  überfteigen.  $ie  tranScenbenten  Gleichungen 
bilben  für  ft$  eine  befonbere  Art.  3n  biefer  @d>rift  toerben  nur 
algebraifdjje  Gleichungen  bezaubert. 
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gehören  fdjeinbar  bem  jtociten  ©rabe  an,  i^rc  ©ntoufetungen 
unb  Umformungen  liefern  bie  ©leidjungen  erften  ®rabe8: 
11* +  55  =  0 
unb        108a?  +  54  =  0. 

Sebe  öorgelegte  ©teidjung  mit  einer  Unbefannten,  gleidjbiel 
toon  toeldjetn  ©rabe  fie  tft,  !ann  auf  eine  beftimmte  gortn 
jurficfgefüljrt  »erben,  tt>etd)e  bie  ©teidjung  beäfelben  ©rabeS  in 
etnfadjfter  SBScifc  barftcHt.  Wtan  nennt  biefe  gorm  bie  ÜRormal* 
form  ber  ©teidjungSart.  3)ie  SKormalformen  einer  ©tetdjung 
erften  unb  jtoeiten  ©rabe«  finb: 

1)    ax  =  b 

2)     x*  +  px  =  +  q . 

£at  man  bie  ©teidjung  georbnet,  fo  beginnt  bie  Äuflöfung 
berfetben.  ©ine  ©tetdjung  auftöfen  Reifet,  für  bie  Unbelannte 
einen  SBert  fudjen,  toetdjer  ber  ©teidjung  genügt,  b.  f).  an  ©teQe 
öon  x  gefegt,  bie  atgebraifdje  ©leidjung  in  eine  ibentifdje 
öernmnbett.  liefen  Sßert  nennt  man  Sßurjet  ber  ©leidjung, 
©ie  unbeftimmten,  quabratifdjen  unb  tjötjeren  (Steigungen  toerben 
burdj  mehrere  Sßerte  befriebigt,  unb  jtoar  tjat  jebe  ©leidjung 
fo  Diele  Sßurjetn,  als  ber  Sßotenjejponent  ber  Unbe!annten 
(Sinljeiten  bejeic^net.  (SSergteid^e  ©eite  120,  Se^rf.  1)  unb  ba3 
bort  in  ber  SRotc  ©efagte.)  2>a3  SBerfatjren  jur  Sluftöfung 
befielt  barin,  bafc  man  bie  ©leidjung  burdj  SRedjenoperattonen 
toeränbert,  big  bie  Unbelannte  bireft  burdj  eine  SSerbinbung 
mit  nur  belannten  QafyUn  auSgebrüdt  nrirb. 

©efdjtdjtltdje  #emerlungen.  S)er  SRame  „Algebra",  toetdjer 
ftttn&djft  bie  StuflöfungSleljre  bet  ©teidjuugen  umfaßt,  fyxt  {einen  Urforung 
in  bem  arabifdjen  SBorte  „algebr".  3Jiol)ammeb  ben  Sftufa  gebrauchte 
juerft  bie  Seaeidjratngen  „algebr  walmuk&bala",  toetdje  inbeS  nut  jtoei 
bei  ber  Sluftöfung  t>on  ©tetdjungen  porfommenbe  Siegeln  au&brficfen. 
„Algebr"  (restauratio)  Ijeifjt  fo  Diet  als  SBieberljerftellung,  <5r* 
gftnjung  unb  be$eidjnet  bie  Sieget,  tooburd)  tim  (Steigung  fo  umgeformt 
toirb,  baß  fämttidje  ©lieber  j>of itio  »erben.  @o  ift  j.  #.  in  ber  ©teidjung 
x  —  6  =-  8  bie  Qdtjl  6  bie  ©rgönjung  ju  x,  tooburdj  bie  neue  ©teidjung 
s  —  8-1-6  entftetjt.  3«  fönten  toirb  nod)  t)eut$utage  ber  SBunbarjt 
„algebrista"  genannt,  toetdjer  Warnt  ebenfalls  öon  „algebr"  tjerrfil)ri. 
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2)aö  SBort  walmuk&bala  (oppositio)  Gebeutet  fo  triel  ofö  (Gegenüber- 
pellung,  unter  toeldjer  ba3  #eben  gleicher  ©lieber  auf-beiben  Seiten 
einer  .©leidjung  ju  öerfte^en  ift.  @o  folgt  j.  5B.  aus  #  +  a  —  6  +  a 
bie  neue  Gfletajung  x  =  b,  inbem  bie  gleiten  ©lieber  +  a  toegfaflen. 
3m  Saufe  ber  Seit  tarn  nur  baS  erfte  333 ort  Algebra  allgemein  in 
©ebraudj,  jugleid)  erhielt  biefer  üßame  eine  »eitere  ftebeutung,  fo  bctfc 
man  fogar  and)  bie  allgemeine  Äritljmetü  mit  einfo)Kef$t. 

Äletdjunjjen  wm  txfitn  (State  mit  einer  unbekannten  <Bx$p. 

.    §  87.    «uflofuttg  bet  einfallen  ©lei^ttttgett  mit  einer 
Uttbefantttett. 

©ie  einfadjften  ©letdjungen  erften  Orabet  finb  biejemgen, 
in  toeldjen  bie  Unbefannte  x  nur  einmal  unb  nur  jtoei  befamtte 
ßaljten  öorfommen.  3f)re  Jluflöfung  gefc§ief)t  unmittelbar  burd) 
Änmenbung  gettnffer  im  erften  Slbfdjnitt  bei  ben  einjetnen 
StedjmmgSöerfaljren  aufgehellten  aritljmetifdjen  ©runbgefejje. 
(äBan  felje  §  5  bie  ©cfcfec  unter  2)  unb  3),  §  12,  1  unb  2), 
§  15,  2),  §  18  unb  §  28,  2)  unb  3).)  3Bir  taffcn  $ier  bie 
einfachen  ©leidjungen  mit  iljren  Sluflöfungen  folgen: 

{x4-a  =  b  [x  —  a  —  6  [a  —  x  =  b 

x  =  b — a;  [x  =  a-{-b\  \xs=a  —  6; 

{ax  ~  b  ix:a  =  b  fa:#  =  6 

rc  =  6:a;  U^a-o;  [x  =  a:b; 

vir  p!r       VIII.  (^  =  6 

?lu3  biefen  Äuflöfungen  folgern  ttrir  bie  folgenben  fo* 
genannten  Xran8pofition3regeln,  b.  1).  Regeln  über  bie 
SSerfe^ung  ber  ©lieber,  gaftoren  u.  f.  tt>.,  toeldje  bie  ©runblage 
be3  33erfaf)ren§  bei  ber  gebräuchlichen  8uflö{ung8metf)obe  öer- 
toufelter  ©leidjungen  bilben. 

1)  2Kan  !ann  alle  ©lieber,  mit  benen  bie  Un* 
be!annte  burd)  +  öerbunben  oorfommt,  oljne  weiteres 
mit  entgegengefefetem  SSorjcid^en  Auf  bie  anbere  Seite 
f Raffen  (I,  II  uni>  III).   S)ieje  SBerfefcung  Ijeijjt  ntd)t3  anbere», 
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als  bic  ©lieber  beiberfeitS  abbieren,  bejtt).  fubtrabieren.  3ft  x 
mit  einer  atgebratfdjen  ©imune  toerbunben,  fo  transponiere  man 
biefelbe  mit  einem  SR ate  auf  bie  anbere  ©eite,  fo  j.  SB.  f djretbe 
man  auS:  3  _  (a  -  6  +  c)  =  d 

fofort  f)üt:  *  =  (a  —  6  +  c)  +  d. 

SRan  adjte  befonberS  barauf,  bafc  nur  foldje  ÄuSbrüde  fcerfejjt 
»erben  bfirfen,  toeld^e  unmittelbar  als  ©lieber  einer  ©eite 
erfdjeinen,  nidjt  aber  foldje,  toetd&e  nur  Seile  öon  ©liebern 
finb.    galfd)  ift  es  j.  ».,  auS: 


bie  ©leic^ung: 


x  —  a , 


?  — a  +  6 
c  ' 


ju  bilben.    SRidjtig  aber  ift: 

8toS  (a  —  b)-x  =  c  folgt  nic^t  ax  =  b  +  c. 
Dbige  Siegel  wirb  befonberS  benufct,  um  eine  ©leic^ung  jttrifdjen 
jloei  algebraijdjen  ©ummen  auf  Stall,  bejto.  tf>re  SKormalform, 
ju  rebujieren.  3n  ber  SReget  transponiert  man  beim  Äuflöfen 
einer  ©letdjung  alle  ©lieber  mit  x  auf  bie  linfe  unb  bie  be* 
fannten  ©lieber  auf  bie  redjte  ©eite.  9Wan  fann  inbeS  bie 
Unbefannten  audj  auf  bie  rechte  ©eite  transponieren,  toaS  in 
mannen  Satten  jtoecfmäfjig  ift. 

2)  Seber  gaftor  einer  ©eite  wirb  ©iöifor  ber 
anbern  ©eite  unb  umgefef)rt:  ein  SMöifor  ber  einen 
©eite  fann  als  gaftor  auf  bie  anbere  ©eite  gefegt 
toerben  (IV  unb  V). 

3)  3ft  eine  ©eite  eine  2)ifferenj  ober  einDuotient, 
fo  fann  man  ben  ©ubtrat)enben  ober  ben  ©iöifor  mit 
ber  anbern  ©eite  öertaufc^en  (III  unb  VI).  SSergleic^e 
§  5,  3)  u.  f.  f.,  §  12,  3)  u.  f.  tt>. 

4)  (Sin  Sßotenjejponent  ber  einen  ©eite  fann  als 
äBurjetejponent  auf  bie  anbere  ©eite  gefefct  werben 
unb  umgefetyrt:  ein  äBurjetejponent  ber  einen  ©eite 
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wirb  Sßotenjejponent  ber  attbern  ©eite  (VII  unb  VIII). 
©o  folgt  auS: 

y^=9      fofort      *  — 91  — 81, 
unb  aus: 

x*  =  144      fogleid)      x  =  +  12 . 

2(uS  SJorfteljenbem  ergiebt  fid^/  baß  bic  Umformung  unb 
Sfoflöfung  ber  ©leidfjungen  t>orf)errfdf)enb  im  transponieren 
befte^t.  —  gür  bie  SßrajiS  merfe  man  fiel)  nodj:  Die 
©teidfjung  bleibt  richtig,  toenn  man  bie  SSorjeicIjen 
alter  ©lieber  umfeljrt.  Dies  folgt.  barauS,  baß  man  alle 
©lieber  oerfefcen  ober  mit  ( —  1)  muttiplijteren  barf. 

Die  ©leic^ung  unter  VII  gehört  ju  ben  ©leidjungen 
Ijöljerer  ©rabe  unb  iljre  ooQftänbtge  Stuftöfung  (n  SDBurjeln) 
überschreitet  ben  SRaljmen  biejer  ©cljrtft,  fobatb  ber  äBurjet- 
ejponent  bie  3a^  2  überfteigt.  Sßenn  aber  6  eine  poftttoe 
Qafy  bejeidfjnet,  fo  !ann  man  ftets  eine  SBurjet  beftimmen. 

Die  unter  1)  bis  4)  enthaltenen  ©efefce  fönnen  jufammen- 
gefaßt  toerben  in  folgenbeS 

5)  £auptgefe^  für  bie  SBeljanbtung  einer  ©leidfjung:  @in 
ÄuSbrucf,  welker  burdj)  eine  beliebige  ^Rechenoperation  mit 
einer,  ©eite  ber  ©tetdfjung  oerbunben  ift,  toirb  auf  bie  anbere 
©eite  gefdfjafft,  inbem  man  ben  ÄuSbrudE  burdf)  bie  umge* 
feJjrte  ^Rechnungsart  mit  biefer  ©eite  oerfnüpft. 

6)  3ft  bie  ©leic^ung  eine  jufammengefefcte,  enthält  fie 
namentlich  Duotienten,  Sßrobufte  unb  Sßurjeln,  fo  muß  biefelbe 
juerft  burdf)  Slntoenbung  ber  aritljmetifdOen  ©ejefce  unb  ber 
XranSpofitionSregetn  auf  bie  allgemeine 

SRormatform:    ax  =  b 

jurücf  geführt  toerben.  3n  biejer  ©leic^ung  bejetd^net  a  bie 
atgebraifdje  ©umme  ber  fioeffijienten  oon  x  unb  baS  Slbfolut* 
glieb  b  bie  algebraifdfje  ©umme  aller  ©lieber  ot)ne  x.  Die 
«uflöfung  oorfteljenber  ©teidfjung  erhält  man,  toenn  man  beibe 
©eiten  burdj  a  btoibiert.    Sllfo  ift: 

x  =  b  :  a . 
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272    fünfter  Büfdjnttt.    ©Iei^ungen  etften  unb  jtoeitcn  (SJrabe*. 

83eifpiet.    ©egeben: 
9,46*-(0^46+9^46*)0/946— 0,946«— (9/46-0/946*)9/46. 

Jtuftöfnng.  ©tatt  bie  angejeigte  üßuttipülation  aus* 
jnffflfjren,  btoibieren  ttrir  bic  ganje  ©teidjung  bnrd)  0,945 ,  fo 
erhalten  ttrir: 

10*  -  (0,945  +  9,45a;)  =  *  -  (9,45  -  0,945*)  10. 

S)ic  Älammern  gelöft  unb  bic  ©leidjung  georbnet,  liefert: 

94,5  —  0,945  =  *  +  9,45*  -f  945*  —  10*. 
bereinigt,  giebt: 

93,555  =  9,9*  (Sfomtatform); 
folglich: 

*  =  93,555:  9,9  =  9,45. 

SRad)toei3,  bafj  bie  Söfung  richtig  ift.  ©er  für  bie 
Unbefannte  gefunbene  Sßert  ift  ridjtig,  toenn  imrd}  Sinfefcnng 
biefeS  2Berte8  an  ©teile  toon  *  in  bie  gegebene  ©teid)Mtg 
ber  SBetrag  beiber  ©eiten  gteidj  ift,  mit  anberen  Sorten:  eine 
ibentifdje  ©letdjnng  entftefjt.  ®a  bie8  ber  fjott  ift,  fo  genügt 
ber  vorgelegten  @teid)ung  ber  SBurjettoert  *  =  9,45.*) 

§  88.  Seljrfitye  über  (Sfei^nngen;  «nf  15  jung  bürg  Verlegung 
in  %attoxtn. 

1)  ßelprfa^:  SBenn  eine  unenttoicfelte  ©leidjnng 
bnrd)  ©infefcung  ber  Sßerte  *  =  0  ober  *  =  oo  in  eine 
ibentifc^e  übergebt,  fo  wirb  berfelben  burdj  biefe 
SBerte  genüge  geleiftet. 

SSeifpiet.    3)er  ©(eidjung: 

x  +  6  x  +  18 

14  —  *         17  —  x 

genügen  bie  beiben  SBerte  xx  =  10  nnb  *2  =  oo. 


*)  (8:8  empfiehlt  fidj,  bafj  ber  Sernenbe  nad)  jeber  Äuflöfung  einer 
(SWeid&ung  burd)  (Sxnfefcung  be8  erhaltenen  SBerteS  für  *  in  bie  urfprüng* 
lidje  ©Ieidjung  ben  Sßadjtoei*  liefere,  ob  ber  SBert  bie  ©leid&ung  in  eine 
ibentifdje  öerwanbelt. 
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§  88.    SCuflöfung  butdj  gcrlcgung  in  gaftoteit.  273 

2)  Sefjrfafc:  Xritt  eine  Unbefannte  ober  ein  ju* 
fammengefefcter  3lu8brucf  berfetben  als  gaftor  einer 
©leidjung  auf,  fo  liefert  biefer  gaftor,  gleid)  SRutl 
gefejjt,  eine  befonbere  SeftimmungSgletdjung  für  bie 
Unbe!annte. 

$taö)  §  40,  2  Ijat  nämlid)  jebe^  Sßrobuft,  in  toeldjem  nur 
ein  gaftor  9iuU  ift,  ben  SBert  SKuH.  3Kitf)in  mufe  jeber  Sßert 
für  x,  melier  einen  gaftor  ber  ©letdjung  ju  SRuH  madjt,  bie 
$u$brütfe  auf  beiben  Seiten  berfelben  fämtlid)  in  SRuö  toer= 
ioanbeln,  alfo  bie  (Steigung  befriebigen. 

©eifpiele:  ax  —  bx  =  x.  §ier  l)at  jebeS  ©lieb  ber 
©leidjung  ben  gaftor  x\  e8  mufc  alfo  x  =  0  bie  SBurjel  ber 
©leicffung  fein,  ©letdjungen  tote  bie  toorftefjenbe  ljaben  über- 
haupt nur  biefe  Stuftöfung. 

©egeben:  x2— 8x=x.  2)a  x  ate  gaftor  ber  ©leidjung 
auftritt,  fo  genügt  ^=0.  9luä  ber  burdj  3)imfton  erhaltenen 
©letdjung  x  —  8  =  1  folgt  #2=9.  ßcrlegt  man  bie  gegebene 
©leicJjung  in  ein  Sßrobuft,  fo  entfielt  (x  —  9)-#  =  0.  Slu8 
biefer  ©arftellung  ergiebt  fid)  ftar,  bafc  fotoo^l  bie  Unbefannte  x 
als  aud)  ber  SluSbrud  x  —  9  ein  gaftor  ber  ©leidjung  ift. 
9Kan  §at  batjer: 

1)    x  =  0      unb      2)    x  —  9  =  0,    ober    x  =  9. 

©iebt  man  ber  ®leid)ung: 

hx  -  40  =  \{x  -  8)  +  8  —  x 
bie  gorm: 

50  —  8)  =  1 0  -  8)  -  (z  —  8) , 

fo  erfennt  man  beutlidj  ben  gemeinfd)aftlid)en  galtor  x  —  8 
ber  urforünglidjen  ©leid)ung.  ©efct  man  a?  —  8  =  0,  fo  ent= 
fteljt  bie  ibenttfd)e  ©leidjung  0=0,  unb  mithin  mufe  ber  SBert 
x  =  8  bie  vorgelegte  ©leidjung  befriebigen.  3U  bemfelben 
Ergebnis  gelangt  man,  toemt  man  obige  @leid)ung  auf  9iuH 
rebujiert  unb  bie  linfe  Seite  burdj  ein  Sßrobuft  aus  algebraifdjen 
Sagten  barfteüt.    2Kan  Ijat: 

(*-8)(5-i+l)-0; 

©Butler,  «tlt^raetif.  18 
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274    Sünftet  Äbfdjnitt.    ©letdjimgen  crjlen  unb  jtociten  Grabes. 

folgtidj: 

x-8  =  -6— J-+1-0     nac*  §  40,  8)  2e$rfaft. 

3)tc  ©teid&ung: 

15a;  +  30  ==  9s  +  50 

läfjt  ftd)  leid&t  auf  bic  gorm: 

5(3s- 10)  =  3(3z  — 10) 

bringen,  ©er  gemeinfame  gaftor  tiefet  ©letdjung  Sx  —  10 
g(eid)  9iuH  gefefet,  liefert  x  =  3|.  SBarum  ift  e8  algebraifd) 
unjuläffig,  bie  (Steigung: 

5(3z  -  10)  =  3(3a  -  10) 
burd)  ben  3lu8brucf  3a?  —  10  ju  btoibieren? 

?tu8  SBorfteljenbem  ergiebt  fid),  ba%  man  in  mannen  gälten 
jur  Suflöfung  einer  ©leic^ung  gelangt,  toenn  man  biefelbe  auf 
9luH  rebujiert,  bie  algebraifdje  ©umme  ber  einen  ©eite  in  ein 
^robuft  öemmnbett  (§  47)  unb  ben  gaftor,  ber  x  enthält, 
gleich  SRuU  fefet. 

©egeben:    h(x*  -  25)  =  3(s  +  5)2. 

»uflöfung: 

(x  +  5)(2x-  40)  =  0; 
folgtidj: 

xx  =  20 ,        x%  =  —  5 . 

§  89.    öcljanblung  tiott  (Steigungen,  in  melden  Duotienten 

tiorlommen. 

1)  äßan  fdjaffe  bie  Stücke  fort,  inbem  man  äffe  ©lieber 
ber  ©leidjung  mit  bem  Hauptnenner  ber  in  iljr  enthaltenen 
Duotienten  multiptijiert.  Ober  man  giebt  fämtlidjen  ©liebern 
ber  ©teidjung  benfelben  Kenner;  läßt  man  atäbann  festeren 
fort,  fo  ift  bie  9ftultipülation  ber  ©leidjung  mit  bem  Haupt- 
nenner üottjogen.  33ei  ber  Bereinigung  ber  Duotienten  ift 
tooljl  ju  beachten,  baß  jebe  $af)t  in  fotdjen  Duotienten,  bie  ba8 
Sorjeidjen  —  fyaben  unb  bereu  Sanier  algebraifdje  Summen 
finb,  nad)  Sßegfall  be8  S3rud)ftridje8  ba3  entgegen* 
gefefcte  SSorjeic^en  erhält. 
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§  89.  Steljanbfung  Don  ©leidjungen,  in  roeldjen  Cuotienten  öotlommen.    275 
33eifpiete.    ©egebene  ©teidjung: 

2x  +  5  __  3x  —  8    ,    6a;  —  7-fr Ix  +  15    ,    4  a;  —  8  n 

Stuf  tö  jung.     5)ie  ©letd)ung  mit  bem  fteinften  §aupt* 
nennet  ber  SSrflc^e  nrnltiptijiert,  liefert: 
20(2*  +  5)  —  15(3*  —  8)  +  12(5*  —  7£)  —  10(7*  +  15) 
+  5(4*  — 8)  =  0. 

3ffl§rt  man  bie  angebeuteten  9ftutttylifationen  aus,  unb  orbnet 
unb  uereinigt  in  ber  erhaltenen  @teitf)ung,  fo  entfielt: 
5x  mm  60 ;    mithin    *  —  12 . 
©egeben: 

2x _—  3  __  4a?  —  9  8a?  —  27  ___  16a;  —  81  __  j> 

15   ~  20"  30  24  40 ' 

Sluftöfung.  3Äan  bringe  bie  Duotienten  anf  ben  §anpt^ 
nennet  120,  fo  erhält  man: 

8(2s—  3)— 6(4*  — 9)  _  4(8a?  —  27)  —  5(16*  —  81)  —  3  ■  9 
120  —  120 

Säfct  man  ben  Hauptnenner  fort,  fütyrt  bie  SKultipüfation  nnb 

©ubtraftion  aus,  orbnet  biefe  ©leic^ung  unb  vereinigt,  fo  er= 

giebt  fidj: 

40*  =  240;    folglich    *  =  6. 

2)  3n  mannen  gäßen  ift  e3  jirecfmä&ig,  bor  bem  2Beg= 
fd)affen  ber  33rüd)e  bie  ©leic^ung  burd)  ^Bereinigung  ber  toor* 
^anbenen  ganjen  ßa^Ien  unb  folc^er  Srücfye,  bie  leicht  im 
Sopfe  ju  abbieren  finb,  ju  fütjen.  £)aburd)  werben  oft  er* 
tyeblidje  SRedjenarbeiten  crfpart.    3-  &: 

©egeben: 

16a;  +  7    ,       x  —  16    _  2*+  1 
24  '177  —  9*  3 

«ufiöfttttfl.    2)a  ?^ti  =  16*  +  8,  fo  ift,  toenn  man 

ben  ÄuSbrucf  16^  7  transponiert  unb  benfelben  mit  Ux^   8- 
öereinigt:  *-ie        j,        , 

177  —  9a?        24  >  u#  '•  w 


18* 
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276    fünfter  &6fömtt.    ©tetdjunflen  erpen  irab  jtoctten  ©rabe*. 
©egeben: 

9x  -f  4     ,    4a;  —  19  ^  5a;  +  32  __  Ux  +  13 
5  a;  —  48    ■"         51         ""         17  61 

Äuflöjung.    Sringt  man  bett  Duottenten     x*       auf 

bcn  SMtrifor  51  unb  transponiert  ben  jtoeiten  Quotienten,  fo 
entfielt: 

9x  +  4  15a  +  96  __  11s  +  13  __  4a?  —  19 

5  a;  —  48  =  61  51  51 

ober: 

9a;  +  4  _  15a;  —  IIa;  —  4a;  -f  96  —  **  +  *9  =  9 
5a;  —18  —  61  ~ 

©emnad)  ift: 

9x  +  4  =  2(5z  -  48; ;    folglich    *  —  100 . 

3)  5Die  Unbelannte  #  erfcfyeint  im  iWennef,  unb  jmar  f)at 
bie  ©leidjung  bie  gorm: 


©egeben: 


a     .     b 
=  c. 

mx    ■    nx 


•      1  ~  h.  +  4  -  i  -  7   ~  £  +   10  -  ife" 

ox  oa;  9a;  lza; 

Um  in  biefer  ©tetdjung  bie  93rüdje  fortjufdjaffen,  fönnte 
man  biefetbe  mit  36  a?  multiplijteren  ober  f amtlichen  ©liebem 
ben  3lenner  36  a?  geben.  Drbnet  man  bie  vorgelegte  ©leidjung 
unb  vereinigt,  fo  entfielt: 

9a;    »     12a;        3a;        6a; 

2)iefe  ®leid)ung  mit  x  multiptijiert  unb  bie  33rüd)e  vereinigt, 
««**  £-12.;     fols^     ,-ä- 

4)  ©etoiffe  Duotientengleidjungen  faffe  man  als  Proportion 
auf  unb  toenbe  jur  SSereinfad^ung  berfelben  ben  bejügli^ett  Sef)r* 
fafc  au8  ber  ^proportionalere  (§  74)  an.  2Kan  fe!je  bie  Sin- 
merlung  über  tiefen  ©egenftanb  Seite  216  unb  bie  bort  aus* 
geführten  S3eifpiete. 

©egeben:    x  +  m  ^_/a  +  b\* 

x  —  m        \a  —  b) 
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§  90.    ©eljaitMmtg  oon  SBurjelgleidjimgen.  277 

Äuflöfung.  (SntwtdCett  man  bic  Sßotenj  be3  Quotienten 
redjtö  unb  toenbet  ben  2)  Seljrfafc  §  74  auf  bie  erhaltene 
©leidjung  an,  fo  entfielt: 

m  2ab     y  '  2a& 

©egeben:     ax  +  b  ^m  +  n 

ax  —  b        m  —  n 

Sluflöfung.    SRadj  beut  toorljin  angettenbeten  ßeljrfafce  ift: 

ax        m         c  /  <-j:  6     t» 

T  =  -;      folglt«  «  —  -.-. 

§  90.    ©efjanblung  tum  2Burjefgleid)Mtgen. 

Srfdjeint  in  einer  ©ttid^ung  bie  Unbekannte  unter  bem 
2Buräetjeid)en,  fo  nennt  man  bie  ©teid)ung  irrational.  Sine 
©leidjung  rational  machen  Reifet,  bie  SBurjetauSbrücfe  (Srratio* 
nalitäten)  aus  berfetben  tt>egfd)affen.  ÜRittel,  bie  ©teicfyung  toon 
ben  in  ityr  enthaltenen  SBurjeln  ju  befreien,  finb:  a)  Sßotenjierung 
ber  ©leic^ung  mit  bem  SBurjelejponenten;  b)  bie  ©infü^rung 
neuer  Unbefannten  in  bie  SBurjelgleic^ung. 

a)  1)  £auptreget:  ©efinbet  fidj  in  einer  ©tetdjung  nur 
eine  SBurjctgröfee,  fo  bringe  man  biefelbe  auf  eine  ©ette  allein, 
ifoliere  bie  SBurjel  unb  potenjiere  bie  fo  umgeformte  ©lei^ung 
mit  bem  SBurjelejponenten. 


©egeben:     Vlz-  10  +  16  =  25. 

Äuflöfung. 

yix  —  10  —  9;     Ix  —  10  =  81,     alfo    rr  =  13. 

3ttan  f)üte  ftd)  toor  bem  gef)ter,  bie  einzelnen  ©lieber  einer 
©teidjung  ju  potenzieren  ober  ju  rabijieren.  (93ergleirf)e  bie 
Slote  am  ©djluffe  be3  §  19.)  SBollte  man  bie  vorgelegte 
SBurjelgleidjung  oljne  vorherige  3folierung  ber  SBurjel 
potenjieren,  fo  bliebe  testete  in  ber  ©leic^ung. 

2)  (Snttyält  bie  ©leidjung  jtoei  ober  mehrere  SBurjetn,  fo 
mufc  bie  unter  1)  gegebene  Siegel  nueberfjott  angetoenbet  toerben. 
©leid^ungen  biefer  Art  finb  im  allgemeinen  quabratif$.  ©ollen 
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278    gihtftet  OTfämtt.    ©teidjungett  erften  unb  feiten  ®rabe8. 

©Icid^ungen  mit  jtoei  Sßurjeln  t>om  crftcn  ©rabe  fein,  fo  mnfj  x 
na$  bem  crftcn  Sßotenjieren  beim  ^Bereinigen  ber  rationalen 
©lieber  toegfatten.  S)icfe  SBebingung  wirb  toon  aßen  @leid)ungen 
Don  ber  gorm: 

Vax  +  b  +  yäx~+~c  =  d  erfüllt 

©egeben:    2|/9x  +  1  —  3}/4#— ~3  =  1 . 
Stuflöfung. 


2j/9äT+~T  =  Syix^-  3  +  1. 
$)iefe  ©leidjung  in«  Qnabrat  erhoben,  giebt: 

36a;  +  4  =  36#  -  27  +  1  +  6j/4äT 


bereinigt:  30  =  &]/4x  — ~3 ; 

bnrdj  6  buubiert: 

5  =  YIx~—~3 ,    alfo    x  =  7 . 
@teid)ungen  t>on  ber  gorm: 


Yax  +  b  +  ]/cx  +  d=  Vex+f 

finb  im  allgemeinen  ebenfalls  t)om  jtoetten  ©rabc.  SBenn  man 
in  üorftc^enber  ©leidjnng  bie  SBurjeln  befettigt,  fo  Ijat  eine 
©eite  ber  erhaltenen  Snbgleid^ung  ben  SlnSbrucf  4ac  •  x2,  bic 
anberc  (e —  a  —  cf-x2.  S)amit  alfo  bic  quabratifdje  @nb- 
gleidjung  in  eine  ©leidfjung  erften  ©rabeS  übergebt,  muffen  bie 
mit  x*  behafteten  ©röfcen  toegfaüen.  5)ie3  ift  ber  gall,  toenn 
4ac  =  (e  —  a  —  cf  ift.  Sine  ©leic^ung  toie  bie  lefcte,  toetdje 
eine  SSebingnng  jtuifd^cn  ben  Äoefftjienten  einer  ©lei^nng  au& 
tyrid)t,  bamit  eine  ©leic^nng  Pieren  ©rabeS  fidj  in  eine 
©teidjung  nieberen  ©rabe8  öertoanbett ,  Ijeifjt  Siebncente. 
SSorfteljenber  SBebingnng  genügt  bie  ©letdjung: 

V2x  +  39  +  ]/8x  —  15  =  yi8(x  +  3) . 
Slud)  ©leidjungen,  toelcfje  ftd)  anf  bie  gorm: 

Yax2  -f-  6  =  ex  +  d 
jurüdfüljren  laffen,  finb  im  allgemeinen  quabratifdjen  (StjarafterS. 
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§  90.    99el)cmblung  öon  SButjcIglet^Uttöen.  279 

äRadjt  man  biefe  ©teid&ung  rational,  fo  entfielt: 

ax%  +  b  =  cV  +  2ctf*  +  d2. 

3)amit  bicfc  @leid)ung  in  eine  foldje  toom  erften  ©rabe  übergebt, 
ntufj  a  —  c*  fein.    $)iefer  SSebingung  genügt  bie  ©leidjung: 

Yl6x  +  9  =  4x  +  l. 

©tetjen  beibe  ©eiten  einer  ©teidjung  nnter  bemfetben  SBurjel* 
geilen,  fo  !ann  man  baSfetbe  o^ne  toeitere»  au8taffen.  ©o 
folgt  j.  95.  au3: 

Y4x  +  5  =  yix  —  13     fofort     ±x  +  5  —  Ix  —  13. 

3ft  ber  2Burjelej#onent  ber  einen  ©eite  n  nnb  ber  anbern 
Seite  2n,  fo  toertoanbete  man  bie  aBurjelanSbrücfe  in  gleidj* 
artige  (§  25)  unb  taffe  atebamt  ba8  aBurjeljeic^en  fort, 
©o  fjat  man  j.  33.  au$: 

yx  +  6  =  V^~+  30a;  —  18 


j/(z  +  6)2  =  )/^+  30a;  —  18; 

(x  +  6)2  =  x2  +  30x  —  18,    alfo    #  =  3. 

$at  bie  (Steigung  bie  fjorm: 

Yüc  +  ybx  =  Y~cf 

fo  !ann  bie  boppelte  Sßotenjiermtg  toermieben  werben.  33er* 
loanbelt  man  bie  ttnfe  ©eite  in  ein  Sßrobuft,  inbem  man  |/x 
abfonbert,  fo  entfielt: 

yx(yä  +  yF)  =  y~c;  *wn  «-—^ 

gnm  SJetfoict: 

1/64^-1/25^  =  6;    3l/^==6;    l/s«=2,    atfo    z  =  4. 

b)  äßandje  ©leidjungen  toerben  jtoecfmäfjig  burd)  (Sin« 
füljrung  einer  neuen  Unbelannten  getöft.  SCnftatt  nämlidj  x 
bireft  ju  berechnen,  betrautet  man  vorläufig  eine  SJerbinbung 
biefer  ©röfce  ate  Unbefannte,  bejeic^net  biefen  StuSbrucf  burdj 
ein  neues  Seiten,  ettoa  y  ober  *,  öertoanbelt  bie  gegebene 
©leidjung   in   eine  fotdje   mit   ber   neuen  Unbelannten   unb 
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ermittelt  bereit  SBert.  SWit  £tlfe  be«  lefeteren  ift  atebautt  x 
felbft  leidet  ju  befttmmen.  SDicfc  äßetyobe  getoäf)rt  nid)t  bloß 
bei  Sßur  jelgleid)ungen,  fonbern  aud)  jur  Äuftöfung  öieter  anbern 
©leidjungen  toefentlidje  SSortcitc. 

©egeben:     yT&tT+ii  +  2}/4^ +14  —  13 . 

auf lö jung:    83etrad)tet  man  bie  erfte  SBurjel  als  Um 
be!annte  unb  fefct: 

|/16*  +  17  —  y ,      fo  toirb      1)    *  —  ^-=^-  - 

SBenn  man  btefen  SBert  an  ©teile  öon  x  in  bie  gegebene 
©leidjung  einfefct,  fo  gel)t  biefetbe  in  bie  fotgenbe  über: 


y  +  21/4.^-^  +  14  =  9.    ^ierau«  folgt     2)    y  — 5. 
@3  ift  alfo  nad)  1): 

»  —  (25—  17):  16  —  \. 

§  91.    «ntoenbung  ber  SfjeurU  ber  SefUmmmtgSgletguttgen. 

5)a  bie  £l)eorie  ber  93eftimmung8gleid)ungen  au3  gegebenen 
©rößen  anbere,  unbefannte  finben  leljrt,  fo  läßt  fid)  biefetbe 
mit  großem  SSorteil  in  ber  ®rößenlef)re  antoenben. 

2Bie  jebe  gegebene  ©leidjung,  fo  enthält  aud)  jebe  ein* 
gefleibete  aufgäbe  befannte  unb  unbefannte  ©rößen.  5)iefe 
unbefannten  ©rößen  ermitteln,  Ijeißt  eine  Aufgabe  auflöfen. 
S)a8  fogenannte  „S)enfred)nen"  befaßt  fid|  jtoar  mit  ber  $uf* 
löfung  eingefleibeter  ©teidjungSaufgaben  burd)  bloße  SBerftanbeS* 
fdjlüffe.  £äuftg  ift  aber  ber  3uf<nitmenljang  unb  ba8  33erljättni& 
jttnfd)ett  ben  gegebenen  unb  ben  ju  fudjenben  ©rößen  fo  mannig= 
faltig  unb  toertoidett,  baß  bie  Söfung  auf  getoöf)nftd)em,  elemen- 
tarem  SBege  fjödjft  fdjnrierig  ift  unb  erft  nad)  langem  „$opf* 
jerbredjen"  gelingt,  ober  fogar  gönjtidj  unmöglich  ift.  S)ie 
JteimtniS  ber  ©leidjungen  fefct  ben  SRedjner  in  ben  ©tanb,  foldje 
©eifpiele  im  allgemeinen  auf  eine  teidjte  SBeife  ju  beregnen, 
äßan  pflegt  alle  Aufgaben,  ju  beren  Söfung  man  ftdj  ber 
Xljeorie  ber  ©leidjungen  bebient,  algebraifd&c  Aufgaben  unb 
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bie  Äuflöfung  eine  algebraische  ju  nennen.  3n  ber  Sieget 
füljrt  ba3  SRed^tien  mit  ©leidjungen  öiet  jd^neöer  jum  Qxtlt 
afe  jebes  anbere  ©erfahren.  S)ie  ©leidjungen  arbeiten  aber 
aud)  beut  SRedjnen  burd)  bloße  SSerftanbeSfdjtüffe,  ber  Söfung 
oljne  £ilfe  ber  SUgebra,  toef  entließ  in  bie  #änbe,  inbetn  bie 
gebitbete  ©leidjung  bem  SRedjner  toielfadj  ben  28eg  jeigt,  auf 
welkem  er  burd?  ©djlüffe  unb  Folgerungen  bie  Aufgabe  auf 
elementarem  SBege  löfen  fann. 

S)ie  angetoanbten  Aufgaben,  welche  mit  $ilfe  ber  ©leid}- 
uugen  beregnet  werben,  erforbern  toon  feiten  be3  9ied)ner3  ein 
3toeif  ad)e3: 

1)  muß  er  imftanbe  fein,  aus  ben  ©ebingungen  ber  Aufgabe 
bie  nottoenbigen  Stücfe  für  ben  Jtnfafc  t)erau8äufinben, 
biefelben  in  bie  aritljmetifdje  3eidjenforad)e  ju  übertragen 
unb  ju  einer  richtigen  ©leidjung  miteinanber  ju  fcerbinben; 

2)  muß  er  bie  nötige  ©idjerljett  unb  gertigleit  im  Sluflöfen 
ber  ©tetdjungen  befi|en. 

Severe  SSebingung  wirb  burd)  bie  Söfung  ja{jtreid)er  ge* 
gebenen  ©leidjungen  als  erfüllt  betrachtet,  wenn  bie  Stuflöfung 
eingeffeibeter  Aufgaben  beginnt.  SMe  gertigfeit,  aus  einer  auf= 
geftellten  ©leic^ung  bie  Unbelannte  ju  beftimmen  toorauSgefefct, 
ift  bei  Stuflöfung  angewanbter  Stufgaben  bie  Verleitung  beS 
StnfafceS  au3  ber  Slrt  ber  (Sinfleibung  bie  £auptfa$e.  Über 
bie  SBilbung  ber  ©leid^ungen  laffen  fic§  leine  allgemeinen  Regeln 
auffteffen.  3)er  Seiner  f)at  in  jebent  einjelnen  gaQe  ju  prüfen 
unb  ju  beurteilen,  tote  bie  Angaben  unb  SBebingungen  ber  3tuf= 
gäbe  gu  Verwerten  finb.  gur  Sluffinbung  unb  ©arfteüung  beS 
StnfafeeS  bürften  inbeS  folgenbe  SBeifungen  t>on  SRufcen  fein. 

1)  S)ie  $auptfdjwierigfeit  jur  Silbung  ber  ©teidjung  ift 
bie,  ju  erfennen,  weldje  Qafyl  ober  ©röfce  fid)  auf  jweifadje 
SBeife  auäbrücfen  läßt.  9Kan  überlege  bafjer,  welche  ©röfce 
in  ber  Aufgabe  burd)  jwei  toerfdjiebene  StuSbrüde  bejeidjnet 
werben  fann. 

2)  SBäljrenb  in  ber  aritt)metifd)en  fdjutgemäfcen  Söfung 
Don  einem  gegebenen  ©tüde  ber  Stuf  gäbe  ausgegangen  unb 
burd)  eine  SReilje  toon  ©djlüffen  unb  SBeränberungen  ber  ge= 
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gebenen  galten  bic  gefudfjte  3a^  gefunben  mirb,  gießt  bie 
Stfgebra  entWeber  auf  bte  $rage  ber  Aufgabe  ober  eine  anbere 
Unbefannte  bireft  bie  Antwort:  bie  gefugte  3a#  Wirt  mit 
x  bejeidjnet.  ©ie  SWetljobe  ber  atgebratfdjen  Äuftöfung  ift 
baljer  anatgtifdf).  2Rit  tiefer  allgemeinen  öorfiiufu}  unbefannten 
©röjje  x  werben  bie  gegebenen  ©röfeen  (bie  S)aten)  ber  Auf* 
gäbe  in  93ejietjung  gebraut  unb  man  nimmt  mit  x  alle  arit^- 
metifdfjen  SBetbinbungen  öor,  wetdje  bie  Sebingungen  ber  &uf= 
gäbe  forbem,  mit  anberen  Sßorten:  man  »erfährt  mit  ber 
Qaf)l  x  genau  fo,  at3  wenn  man  mit  einer  burd) 
fRedfjnung  gefunbenen  beftimmten  3Ö!J*  &ie  *ß*obe 
macfjen  wollte,  ©etangt  man  baburd)  ju  jWei  SfaSbriufen 
ffir  bie  Unbefannte,  Don  welchen  eine  SBebingung  ber  Aufgabe 
auSfagt,  bafe  fte  einanber  gteid)  fein  muffen,  fo  tjat  man  nur 
nötig,  biefe  gleiten  Sluäbrücfe  burdf>  ba$  @feidf>l)eit8jetd)en  ju 
üerbinben. 

3)  SSietfad^  fommt  man  einfacher  unb  fürjer  jum  Qbdt, 
wenn  man  nidfjt  bireft  bie  gefugte  ©röfce,  fonbern  junädjft 
eine  anbere  aU  Unbefannte  anfielt  unb  beregnet.  ÜWit  §ilfe 
be8  gewonnenen  (SrgebniffeS  beftimme  man  bann  bie  gefudjte 
©röfee.    2Ran  fe^e  §  93,  «ufgabe  6. 

4)  ©ollen  mehrere  @röf$en  gefugt  werben,  fo  betrachte 
man  bodf)  nur  eine  ate  Unbefannte  ber  ju  bilbenben  ©leidfjung. 
2)er  SBert  biefer  Unbefannten  bient  jur  SBeredfjnung  ber  übrigen 
©röfeen. 

5)  Aue  in  einer  Aufgabe  toorfommenben  gteidjartigen 
©röfcen  muffen  ftetö  auf  btefetbe  ©in^eit  jurücf  geführt  werben. 
S)a  nidfjt  bie  ©röfeen  fetbft,  fonbern  nur  iljre  STOafea^ten  ben 
©efefcen  ber  SKgebra  unterworfen  werben,  fo  fe|t  man  bie 
©teidjungen  burdjgangig  mit  reinen  Qatjten  an. 

§intängti$e  gertigfeit  im  Äuffinben  be3  STnfa|e8  au3 
eingefleibeten  @Ieid)ung8aufgaben  fann  nur  burdf)  anbauernbe 
Übung  gewonnen  werben,  unb  wenn  in  irgenb  einem  %aty, 
fo  gilt  Ijier  ber  @a|:*  „Übung  mad)t  ben  SReifter"  in  feiner 
ganjen  2Batjrf)eit.  ©er  Anfänger  muft  mit  ber  Söfung  jaljk 
reifer  leidster  Aufgaben  beginnen  unb  ftufenmäfeig  ju  fdf)Wieru 
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geren  übergeben.  Die  empfetjlenStoerten  ^Aufgabensammlungen 
üon  §ei3,  SBarbety,  9Keier  £irfd)  u.  a.  bieten  reidjlidfjen 
©toff  jur  Übung.*) 

SBei  jeber  atgebraifcfyen  Sluflöfung  einer  eingefleibeten  STuf* 
gäbe  finb  brei  ©tücfe  ju  untertreiben,  meldte  ber  Anfänger  fidj 
too^I  merfen  unb  in  ber  fdjriftlidjen  3)arftellung  untertreiben 
möge:  1)  Verleitung  be3  2lnfafce§;  2)  Söfung  ber  aufgehellten 
©leidjung  unb  3)  ^Beurteilung,  Prüfung,  ob  ber  gefunbene  SBert 
ber  Unbekannten  bie  S3ebingungen  ber  SSortaufgabe  erfüllt. 
(3Ran  felje  bie  Setnerfung  jur  10)  Aufgabe  §  93.) 

§  92.    9Ketf)oben  jnr  «uflofung  ber  eingefleibeten 
®leidjung3ttufgttliett. 

(Singefleibete  algebraifdje  Stuf  gaben  fönnen  aufgelöft  werben: 

1)  mit  §ilfe  ber  Algebra  —  algebraische  Slufföfung; 

2)  burdfj  bie  alte  ütbifdje  2Retl)obe,  bie  Regula  faLsi, 
b.  %  bie  Siegel  Dorn  falfdfjen  @a|e; 

3)  mittete  „geometrifdjer  SBerfinnlidjung"; 

4)  burdfj  blofce  SSerftanbeäfdfjliiffe.  2Bir  nennen  biefe 
2luflöjung8art  bie  reine  arttt}meti[dje  Sluflöfung.  ßu  biejer 
3faflöjung3art  gehört  audj  ba3  bei  ben  alten  Snbern  fdjon 
befannte  „5Berfaf)ren  ber  Umfeljrung".  3)ie  aritf)meiifd&e 
Söfung  ftellt  an  ben  Sied&ner  üon  allen  anbern  SKetljoben  im 
allgemeinen  bie  bebeutenbften  Slnforberungen.  ©a3  ginben  ber 
Söjung  forbert  fd&arfeä  ®enfen,  fixeres  ridljtigea  Urteil  unb 
flareS  ©djliejjen.  3U*  Übung  ber  Urteilskraft  unb  jur  SBecfung 
unb  StuSbilbuug  be§  aritüjmetifdjen  ©dfjarffinneS  tft  bieS  SSer* 
fahren  ein  ganj  au8gejeid)nete3  9Kittel.  2)ie  öollenbete  mufter= 
gültige  ©arfteÜung  ber  S(uflöfung  in  SBorten  ift  eine  feljr 
nüfclidje  Übung  im  ridjtigen,  fpradpdjen  SluSbrucf.  ^infid^tli^ 
be3  33ilbung3geljalte3  fteljt  bie  unter  3)  angegebene  SRetljobe 
ber  rein  aritljmetifdjen  Söjung  nal)e.    Sie  Sluflöfung  algebrai* 

*)  Sunt  ©etbfittnterridjt  empfehlen  toxi  ©djolartuS,  3)tc   atge= 

braifdjett    ©letdjungen    erftett  unb    jmeiten    ©rabeS.     gerb,   ©djönigl). 

$aberborn.  3it  btefer  Schrift  fütb  über  460  algebraifdje  Aufgaben  aus* 
ftt$rUd&  gelöft.    $rei$  1,60  JC 
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fc^er  Aufgaben  mit  .§ilfe  geometrijc^cr  ©arfteüung  ift  ein 
ttridjtigeS  päbagogifdjeä  SKittct  jur  formalen  83ilbung,  welkes 
faft  ber  geometrifd)en  Äonftruftion  jur  ©eite  geftettt  werben 
!ann.  ©er  geiftige  SRufcen,  toeldjen  bte  Äuflöfung  einer  einigen 
©leidjungSaufgabe,  namentlidfj  öom  jweiten  ©rabe,  burd)  2fa* 
toenbung  &on  Sftaumgröfeen  gewährt,  ift  unftreitig  ljöf)er  an< 
jufdfjtagen,  aU  bie  SBeredfjnung  einer  größeren  Slnjat»!  ©leidfjung$= 
fefteme  nadf)  einer  medfjanifdfjen,  ftarren  Siegel.  Die  algebraifd&e 
äuflöfung  erforbert  aud)  jum  Äuffinben  be8  9fafa$e3  in  fielen 
Satten  ein  gefdfjärfteS  Urteil.  Allein  für  ben  ©eübten  ift  fie 
immerhin  öiel  leidster,  al8  bie  aritfjmetifdje  ßöfung,  »eil  an 
©teüe  ber  unbefannten  ©röfeen  fogleid)  Qäfyn  treten  unb  bie 
Algebra  einen  Seil  ber  ©enfarbeit  übernimmt.  3n  manchen 
gällen  füljrt  bie  algebraifdfje  93ef)anblung  leicht  ju  einer  reinen 
aritljmetifdjen  Sluflöfung,  wenn  man  an  ©teile  ber  Unbefannten  x 
eine  anbere  SBejeidjnung,  j.  83.  Seil,  (SinfadjeS,  ©anjeg,  jefct 
unb  bie  ©df)lüffe,  toeldje  bie  Algebra  burdf)  bie  aritfjmetifdfje 
Seidjenfaradje  barftettt,  in  Sßorte  einfleibet.  3ßa8  enblid)  bie 
SR  e  gel  falsi  jur  Stuftöfung  üon  algebraifdjen  Aufgaben  an- 
langt, fo  Ijat  fie,  üom  ©tanbpunft  ber  formalen  S3ilbung  au3 
betrautet,  nur  geringen  SBert.  3)a3  ©cfyema  i^rer  83eredfjnung 
jur  Äuffinbung  ber  unbefannten  ©ruften  ift  mit  einer  toten 
9Jiafd)üte  ju  Dergleichen,  bie  bei  richtiger  33enufcung,  oljne  bie 
©enffraft  beä  StedjnerS  bejonberS  in  Stnfprudj  ju  nehmen,  ein 
ridfjtigeS  SrgebniS  liefert.*) 


*)  25er  geringe  formale  SBert  ber  Siegel  falsi  tjaftet  metjr  ober 
»eniger  aud)  anberen  SluflöfungSberfaljren  ber  $ritl)metif  unb  SUgebra  an, 
»enn,  »ie  e3  li$  511  «ßeftaloäjiS  Seit  gefdjat),  bem  ßernenben  fertige, 
unberfianbene  Regeln  gegeben  »erben.  60U  bie  Siegel  falsi  lein 
toter,  ftarrer  9J?ed)ant8mtt$  fein,  fo  mujj  ba$  it)r  jugrunbe  liegenbe 
®efefc  enttoirfelt,  jum  Haren  S3erftänbniS  gebraut  nnb  begrünbet  »erben. 
An  6tette  be&  ftarren  ©Zernag  ber  Steredjnung  muß  bie  Sluflöfung  in 
SB  orten  treten.  Wber  felbft  buret)  eine  nötige  bibaftifdje  ©e^anblung 
ge»ät)rt  bie  Siegel  falei  bti  »eitern  nidjt  ben  formalen  ©e»inn  ber 
anberen  oben  genannten  2lufIöiung§mett)oben,  »eil  mit  ben  in  ben  oer- 
f(*)tebenen  Aufgaben  gegebenen  3at)len  ftetS  nad)  einer  beftimmten,  feften 
Siegel  (§  97)  t>erfar)ren  »irfr. 
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2)ieg  bürfte  audfj  ber  ©runb  fein,  ba%  bie  Sftegel  falsi  aus 
bcm  ©djutredfjnen  ausgefdjloffen  toorben  unb  faft  gänjüdj  in 
SSergeffenljeit  geraten  ift.  S3ie  übrigen  angeführten  StuflöfungS^ 
arten  forbern  bagegen  bei  jeber  Slufgabe  neue  unb  in  mannen 
gäQen  angeftrengte  ©enlarbeit.  9taä)  ber  praftifdfjen  ©eite 
Ijin,  alfo  toenn  e8  barauf  anfommt,  bie  unbefannte  ©röfce  fd&netl 
unb  fidler  ju  finben,  leiftet  bie  gatfirecfynung  jur  Söfung  fold&er 
Slufgaben,  ju  benen  man  ben  3tnfa|  nid)t  red)t  finben  fann, 
unb  bie  JidE)  burd)  einfache  ©djlüffe  nid^t  leicht  töjen  {äffen, 
gute  2)ienfte.  Slucl)  genriffe  gegebene  ©leidjungen  fönnen  ofjne 
Surüdfüljrung  auf  bie  SKormalform  burci)  bie  Siegel  Dom 
fallen  ©afce  jinecfmäfeig  getöft  toerben.  SBegen  i^rer  pral= 
tifd^cn  S3ebeutung  öerbient  bie  inbifd&e  Siegel  im  ©d)ulunter; 
rid^t  gettrift  33ead)tung.  3n  neuerer  ßeit  f)at  biefe  Sfted&nung 
audf)  ton  feiten  t»ert)orragenber  SKgebriften  toQe  SBürbigung 
erfahren.*) 

S)em  Sernenben  ift  jeljr  ju  empfehlen,  ton  einer  Steige 
<SIetd)ung3auf  gaben  &erfd)iebene  Sluftö  jungen,  namentlich  audf) 
neben  ber  algebraifc^en  93e1janbtung  bie  arttfjmetifdfje  unb  bie 
Söfung  mittel  geometrifd^er  33erfinnüdf)ung  felbftänbig  ju  er* 
finnen  unb  forgfältig  unb  Mar  in  SBorten  nrieberjugeben.  Sine 
einjige  Slufgabe  grünbftdfj  burdjbaci)t  unb  mannigfach  gelöft, 
§at  einen  toeit  größeren  geiftigen  ©etoinn  aU  bie  oberflächliche 
33el)anblung  Dieter  S3eifpiele.**) 


*)  ©djon  ßäftner  fagt  in  feiner  „föedjenfunft"  1786:  „$a3 
Sfagefütyrte  ttrirb  jeigen,  ba&  tiefe  fo  berühmte  SRegel  falsi  bod)  nod)  öer= 
bient,  gefanrt  ju  werben,  toenngleidj  man  fie  je&t  nid^t  tnel)r  brauet." 
**)  3m  Unterricht  gewährt  bte  mefyrjadje  SBeljanbiung  algebraifdjer 
Aufgaben  eine  angemeffene ,  angenehme  &bmed)  ehmg,  fie  arbeitet  ber 
©rmübung  entgegen,  belebt  ben  Unterricht  unb  nötigt  ben  üernenben,  bk 
Aufgaben  öon  üerfctyiebenen  ©eftdjtgpunften  am  au:äufaffen.  —  „(Sine 
Sfaaaljl  öon  £ö jungen  einer  Slufgabe  ift  al§  aroecfmäfjig  unb  förberlid) 
5U  bejeic^nen.  gür  ben  Anfänger,  ber  tneiftenS  3Jlül)e  tyat,  eine  einzige 
Sluflöjung  ju  finben,  ift  e«  lehrreicher,  eine  Aufgabe  möglidjft  öiel= 
feitig  ju  betrauten,  als  öiele  oberfläcfclid) "  93arbeij.  —  „$>urdj  ben  an- 
jufteflenben  33ergletdj  jnrifdjen  beiben  &uflöiung3arten  erlangt  ber  ©filier 
erft  eigentliche  ©ewanbt^eit  in  bergleidjen  geiftigen  Operationen."  ©ad)  3. 
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§  93.    «Igebraifdje  «uflofttug  einßeHeibetet  ©leic^ong«? 
aufgaben. 

1)  Aufgabe.  ©ünbiere  id)  eine  genriffe  3a#  burd)  $, 
abbierc  ju  bem  erhaltenen  Quotienten  18,  fubtra^iere  öon  biefet 
Summe  |  ber  gebauten  3^  unb  nod)  24,  fo  erhalte  idf)  15. 
2Beid)e3  ift  bie  gebaute  3af)l? 

Stuflöfung.  ©ie  gebaute  3^1  Reifte  vorläufig  x.  2)ie* 
felbe  burd)  $  biöibiert,  giebt  # :  #  —  2£#;  Ijierju  18  abbiert, 
liefert  2\x  +18.  SBon  biefer  ©umme  foH  \  ber  gebauten 
3ö^1  unb  nodj  24,  alfo  \x  +  18,  fubtraljiert  werben,  unb 
nadf)  SBebingung  ber  Aufgabe  ba8  Ergebnis  bie  3a^  15  fein; 
mithin  befielt  bie  ©leidjung: 

2\x  +  18  —  [\x  +  24)  —  15. 

§ierau8  x  beftimmt,  liefert  x  —  12.    S)ie  gebaute  Qcfyl  Reifet 
alfo  12. 

2)  Aufgabe.  2Benn  man  i  einer  Summe  ©etbe»  um 
15  ^  öerme^rt,  fo  lommt  ebenfo  t>ict  IjerauS,  ate  toenn  man 
%  berfelben  ©umme  toon  81 JC  toegnimmt.  SBie  grofe  ift  bie 
©umme  ©elbeS? 

Sluflöfung.  93ejeid)uet  man  bie  gefugte  Änjaljt  JC 
mit  x,  fo  muft  laut  fflebingung  ber  Aufgabe  bie  ©letdjung 
befielen:  +x+  15  =  81  -  fs. 

9lu8  biefer  ©leidjung  #  entoidfelt,  giebt  x  =  45.    ^olglid) 
betrug  bie  gefudfjte  ©umme  ©elbeä  45  JC. 

3)  Aufgabe.  3118  A  einft  bem  B  gegenüber  prallte,  eine 
gettriffe  ©umme  ©elbeS  ju  befifcen,  ertoiberte  B:  3dj  fenne 
beinen  ganjen  SReidjtum;  bu  müfcteft  1000  JC  reifer  fein,  als 
bu  ttnrflidf)  bift,  um  nur  ein  SSicrtcI  Don  ber  ©umme  ju 
befi|en,  beren  bu  bid)  gerühmt,  £ätte  id)  ben  SBetrag,  Un 
bu  ju  triel  angegeben  l)aft,  fo  würbe  idf)  bir  ein  ©edfjStel  ba&on 
fdjenfen,  unb  bennodf)  jtoeimal  fo  reidf)  fein,  als  bu  al&bann 
befafeeft.  SBie  groft  toar  a)  ber  angebliche,  b)  ber  ttrirflid&e 
SRetd&tum  beä  A? 
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Äuflöfung.  ©er  ttrirflidje  9teid)tum  t>on  A  betrage 
xJl,  fo  toax  ber  angebliche  4(x  +  1000) JC ,  unb  A  l)at 
fein  SBermögen  4(x  +  1000)  JC  —  #c/#  =  3x  +  1000c/#  ju 
ijod)  angegeben.    3ufotge  Sebingung  ber  Aufgabe  Reifet  ber 

***'        5(3*  +  4000)  -  8(,  +  "  +  4000)  • 

8(u3  biefer  ©teidjung  erhält  man  #  =  4000.     A  befaft  atfo 
roirflidj  4000  t^f,  tüfi^renb  er  fein  Vermögen  auf 

4  -  5000  JC  =  20000  JC 
angegeben  fjatte. 

4)  Aufgabe.  Am  SSormittage  euteS  20  ©tunben  langen 
©ommertageS  fragte  ein  ©tubent  math.,  nrie  tuet  bie  Ufjr 
gefdjtagen  §abt.  @r  befam  jur  Sttnttoort:  SBenn  bu  bie  Der* 
^offenen  ©tunben  tiefe«  Sage«  t)on  ben  fommenben  abjieljft, 
fo  bleibt  gerabe  fo  tuet  übrig,  als  e8  jefct  gefdjtagen  l)at.  2Bie 
öiel  Uf)r  Ijatte  e8  gef plagen? 

Äuflöfung.    3)ie  Uljr  Ijabe  #mal  gefdjtagen,  fo  finb: 

x  —  12  +  10  @tb.  =  x  —  2  ©tb. 

&om  Sage  öerffoffen  unb  ber  Sag  bauert  nod): 

20  -  (x  -  2)  ©tb. 
@3  ift  baljer: 

20  —  (#  —  2)  —  {x  -  2)  =  x\    folglich    s  =  8 . 

5)  Slufgabe.  SBenn  ±00  JC  in  6  Sauren  unb  500  JC 
in  3£  3af)ren  jufammen  178  JC  3wfen  bringen,  unb  ba$ 
lefctere  Kapital  \  Sßrogent  niebriger  auäftetjt  als  ba8  erfte,  toie 
t>iel  Sinfen  bringt  bann  jebeS  Kapital? 

Stuftöfung  a).  S3ringt  ba8  erfte  Kapital  xJi  ginfen, 
fo  trägt  ba§  jtoette  178  —  xJC.    ®a8  erfte  Kapital  ftef)t 

d\»  »»  Sri  UItb  bö8  i*eite  *u  Tr  *roic,tt  ÖU^ 
S)a  bie  S)ifferenj  be8  SßrojentfafceS  £  beträgt,  fo  ift: 

100  •  ä         100(178  —  <c) 


400  -6  500  .  &i 


i;    £=108. 
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Stuftöfung  b).  2Ran  beregne  juerft  ben  3w8fufe  &*• 
erften  ÄapitatS.    93ejeidjnet  man  benfetben  mit  x,  \o  §at  man: 

!^^  +  -*-6°°1oo(*~*)°"8;     folgüd,     ,-4*. 

6)  Aufgabe.  Sin  ©d)utbner  Ijat  bie  rüdftanbigen  ßinjen 
t)on  200  c^f  ju  5  Sßrojent  für  1  3af(r  meljr  ju  jaulen  at$  für 
250  Jt,  bie  er  ju  4  5ßrojent  geliehen  §at.  3)ie  gefamten  3tof*n 
betragen  50  Jt.    SBie  t>iel  fommt  ba&on  auf  jebeä  Kapital? 

Stitftöfung  a).  2)a  200  Jt  ju  5  Sßrojent  in  einem 
Starre  ebenfomel  %\x!\ixl  bringen  mie  250  Jt  ju  4  Sßrojent, 
nämlid)  10  Jt,  fo  ergiebt  fidj,  menn  man  bie  rüdftanbigen 
3in|en  be3  jmeiten  Kapitals  mit  x  bejeid^net,  fofort  bie 
©Ieid)ung: 

#  +  s-f-  10  =  50;    mithin    #  =  20. 

Sluftöfung  b).  Sejeic^net  man  bie  Slnjat)!  3a§re,  für 
tneWje  bie  ßinfen  be3  jtoeiten  ÄapitalS  rüdftänbig  finb,  mit  x, 
fo  erhält  man  bie  ©teicfyung: 

250  •  4  •  *        200(*  +  1)5  _     0. 

Toö        I  ioö~    —  ou  >     x  —  * ' 

Sllfo  finb  Dom  feiten  Kapitale  20  Jt  unb  toom  erften  30  Jt 
ijinfen  rüdftänbig. 

7)  Stufgabe.  SSon  einer  ©umme  ©elbeS  erhält  A  öorab 
3^  Jt  unb  t)on  bem  Übrigen  ben  inerten  Xcit.  Sßon  bem  j|e|t 
bleibenben  SRefte  befommt  B  im  voraus  6  Jt  unb  ben  vierten 
Seil  beffen,  mag  nod)  übrig  ift.  C  erhält  bon  bem  je|t  nodj 
borf)anbenen  SRefte  1%  Jt  unb  i  be3  Übrigen.  Ü  befommt 
üon  bem  britten  SRefte  erft  9  Jt  unb  bann  \  beffen,  toa3 
übrig  bleibt.  E  erfjätt  &om  vierten  SRefte  öorab  11  Jt  unb 
\  beä  Übrigen.  SSon  ber  ganjen  ©umme  finb  jefct  nod)  12  Jt 
übrig.  SBie  groft  ift  biefe  ©umme  unb  mie  Diel  t)at  jeber 
erhalten? 

Stuft öfun gen.  Sie  einfache  Söfung  bietet  bie  Operation 
ber  Umfeljrung,  meldte  mit  bem  legten  SRefte  beginnt  unb  nacf) 
unb  nad)  toormärtsfdjreitenb ,  bie  anbern  ©lieber  beftimmt. 
(üflan  fetje  §  95.)    SBoltte  man  ^ier  bie  unbefannte  ©umme 
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mit  x  bejeid>nen  unb  bircft  bcn  Änfafc  für  x  auffteßen,  fo 
erhielte  man  folgenbe  ©leidjung: 
*-»i+K*-14-)+6+«*-[8i+i(*-W]-6)    ic 

$)ie  öoUftanbige  ©leidjung  nmrbe  einen  grofeen  Umfang  gewinnen. 

SRic&t  Diel  einfacher  geftaltet  fid)  bie  algebraifdje  Sluflöfung, 

toenn  man  bie  jebeSmaligen  Siefte  in  folgenber  SOBeifc  beregnet: 

A  erhalt  toorab  Z\JC  nnb  i(x  —  3%)JC,  b.  i.  \x  +  2%JC. 

SReft:  x  -  (|  +  2f)  —  f *  —  2f.    $ieröon  erhält  B  junäc^ft 
6c^  nnb  öon  bem  Sftefte  *;  bieg  liefert: 

Kt^-2|-6)  +  6  =  A^  +  3^    iL  f.  ». 

©er  einfaßte  algebraifdje  SBeg  ttrirb  tool)t  folgenber  fein, 
ber  bem  UmfetjrungS&erfaljren  meljr  entfaridjt.  Solan  bejeidjne 
bie  ©umme  mit  x,  ben  SReft,  ber  Bleibt,  nadjbem  A  feinen 
$eil  f|at,  mit  m  unb  bie  SRefte,  welche  entfielen,  nadjbem 
B,  C  nnb  D  befriebigt  finb,  mit  w,  p  nnb  q.  SRun  beregnet 
man  rüdtoärt3fd)reitenb  bie  SBerte  toon  q,  p  unb  n  unb  enb* 
lidj  x  fet»r  leidet,  ttrie  au8  folgenbem  ju  erfef)en  ift. 

1)      g  =  n  +  2^H+l2;    folglich    q  =  21. 

«Ifo  erhielt  E  27  JC  -  12  JC  =  15  JC. 

2)      ^  =  9+^=^  +  27;     mithin    i?  =  45. 

S)emnad>  erhielt  D  45  c^  —  27  JC  =  18  JC. 

3)  w  =  7£  +  ^i  +  45;    folglich    n  =  67*. 
C  erhielt  alfo  67*  JC  -  45  JC  =  22*  ^. 

4)  m  =  6  +  ^p^  +  67*;     mithin    m  =  96. 
B  erhielt  bemnad)  96  <M  —  67*  JC  =  28*  JC. 

5)      ©nbiid)  #  =  3*  +  ?-=^ +  96; 
f)ierau8  ergiebt  fid):        #  =  131*. 

S)ie  gange  ©umme  betrug  alfo  131*  JC. 
A  erhielt  3*  JC  +  *  t>on   128  *#,  b.  i  35*  JC. 

6$  filier,  KritymetU.  19 
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8)  Aufgabe.  @in  Dberft  tooßte  fein  ^Regiment  in  ein 
Duabrat  fteflen.  @r  oerfudjte  e8  auf  jtoei  Arten.  S)a8  erfte 
2RaI  blieben  ü)tn  39  äftann  übrig,  ba3  jweite  2M,  afö  er 
bie  Seite  be3  DuabrateS  um  1  SDlann  toergröfcerte,  fehlten  tf|m 
jur  ©Übung  be8  DuabrateS  50  2Rann.  2Bie  ftarf  toar  ba3 
^Regiment? 

äuflöfung  a).  iöejeidfjnet  man  bie  Änja^I  äftamt,  welche 
ber  Dberft  beim  erften  SSerfud^e  in  eine  Steige  ftettte,  mit  x, 
fo  toar  ba&  ^Regiment  s2  +  39  3Rann  ftarl.  83ei  ber  jtoeiten 
StuffteHung  ergab  fiel)  bie  ©tärle  be3  ^Regimentes  ate: 

(*  +  l)2  -  50  Storni. 
@8  ift  baljer: 

^  +  39c=(a;+  l)2  —  50;    folglich    s  =  44. 

$a8  Regiment  jä^te  alfo  442  +  39  3»ann  —  1975  2Rann. 

Sfoflöfung  b).  S)ie  borige  Söfung  geigt,  tote  oon  ber 
jtoecfmäfjigen  SBaljI  ber  Unbefannten  bie  einfädle  SRedjnung 
abfängt.  SBoßte  man  öorfte^enbe  Aufgabe  birelt  löfen,  fo 
toürbe  fid)  ba8  folgenbe  umftänbttdje  SBerfaljren  ergeben. 

SDaS  Regiment  fei  x  2Jiann  ftarf,  fo  lautet  ber  Slnfafe: 

}/<&  — 39=|/#  +  50  — 1. 

@rl)ebt  man  beibe  Seiten  biefer  ©letdjung  in»  Duabrat,  fo 
erhält  man: 

s_39  =  tf  +  50-  2]/x  +  bQ  +  1 . 

Siebujiert  man  biefe  ©leidjung,  fdjafft  bie  SBurjetgröfee  allein 
auf  eine  ©eite  unb  bioibiert  bie  neue  ©leidjung  burdj  2,  fo 
entfielt:  45-V^+öö. 

S)iefe  ©teidjung  ins  Duabrat  erhoben,  giebt: 

2025  =  a?  +  50;    alfo    #=1975. 
S)ie  äuflöfung  burdj  geometrifdje  SBerfinnttdjung  felje  man 
in  §  94,  mittels  ber  Siegel  falsi  in  §  96. 

9)  «ufgabe.  a)  Um  toetdje  3eit  nadj  12  U§r  fte^en 
bie  Uljrjeiger  jum  erften  2Me  fibereinanber?  b)  aBann  nadj 
3  Utjr  bttben  bie  Seiger  ben  nädjften  redjten  SBinlel?    c)  Um 
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toeldje  $ett  M(|  6  Uljt  bitben  bie  ßeiger  jum  crftcn  9Kale 
ttriebet  einen  gcftrecftcn  Sßinfel? 

?lttfiöfungen.  a)  3)et  ©tunbenjeiget  möge  bis  jut 
©eifung  mit  bem  2Äinutenjeiget  x  SRaumminuten  jutücllegen, 
fo  t»at  lefeteret  60  +  x  8taumminuten  ju  butdjlaufen.  S)a 
bet  2Äinutenjeiget  eine  12  mal  fo  gtofte  ©efdjttrinbigfeit  als 
bet  ©tunbenjeiget  Ijat,  fo  ift: 

12s  =  s  +  60;    folglich    x  =  5^  (2Rinuten). 

b)  SBliebe  bet  Meine  ßetget  anf  3  fielen,  fo  toütbe  et 
mit  bem  9Kinutenjeiget  nadj  30  3Rinuten  ttriebet  einen  testen 
SBinfel  bitben.  93iö  jut  SMlbung  be3  leiteten  tüdtt  abet  bet 
©tunbenjeiget  ein  getttettc$en  toeitet,  ba%  x  tjeiften  möge 
S5et  gtofce  Seiger  mufj  alfo  30  +  x  Sftaumminuten  jutfict 
legen.    2Ran  Ijat  batyet: 

12«  =  x  +  30 ;    mithin    x  —  2^  • 

c)  93eibe  geiget  Wnnen  etft  nadj  7  Uljt  in  getabet  Sinie 
fielen,  83ejeid)net  man  bie  Änjaljl  Staumminuten,  um  toeld^e 
bet  ©tunbenjeiget  mm  bet  giffet  7  au8  bis  jut  93ilbung  eines 
gefttedten  SBinfelS  mit  bem  SJiinutenjeiget  fotttüclen  mufe,  mit 
x,  fo  Ijat  leitetet  nodj  x  +  5  Staumminuten  ju  madjen.  ©a 
bet  SWinutenjeiget  12mal  fo  gefdjttrinb  läuft  ate  bet  ©tunben* 
jeiget,  fo  ift: 

12«  =  x  +  5 ;     folglidj     x  «=  ^r  • 

S5ie  geiget  W^en  ö*fa  SA  3Rinuten  nadj  7  Uf|t  einen 
gefttedften  SBinfel. 

10)  Aufgabe,  ©et  »atet  fei  48  unb  bet  ©oljn  20  3aljte 
alt.  SSot  ttrie  triel  3aljten  toat  bet  Sätet  boppelt  fo  alt  als 
bet  ©oljn? 

Stuftöfung.    S)ie  gefügte  8lnjaf)l  3atjte  fei  x,  fo  ift: 
48  —  x  =  2(20  —  x);     l)ietau3  folgt    x  =  —  8 . 

©et  negattoe  SSSert  bet  Unbefannten  beutet  an,  baft  bie 
ftaglidje  Slnja^l  Satjte  nidjt  in  bet  SSetgangen^eit  liegt, 
fonbetn  in  ben  entgegengefefcten  geittaum,    alfo  in  bi 
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Bufunft,  fällt.  §itx  uitb  in  wanden  anbeten  gfttten  beutet 
ber  negatiöe  SBert  eine  Äuflöfung  in  einem  anbeten,  bet  Sfrage 
entgegengefefcten  ©inne  an.  S)ie  Älgebta  tritt  gleidfjfam  be- 
leljtenb  auf,  inbeni  fic  fagt,  bafc  eine  itttümlidf)e  Annahme  in 
bet  Aufgabe  enthalten  ift.  Änbett  man  bie  ittige  33otau8* 
fefcung,  inbem  man  j.  83.  bie  gtage  nadfj  bem  gottfdfjteiten 
in  3^it  unb  Siaum,  nadj  htm  SBetmögen  ic.  in  bie  gtage 
nadfj  bem  SRüdEf ^retten  in  $eit  unb  Sftaum,  bejto.  nadf) 
©Bulben  u.  f.  u>.  unb  umgelegt,  utmoanbett,  fo  nritb  ba8  @t- 
gebnis  füt  x  eine  natütlidfje  3atjt.  3n  toottiegenbet  Aufgabe 
mufe  alfo  bie  fjtage  lauten:  SKadfj  ttrie  öiel  Sagten  ift  bet 
SSatet  boppett  fo  alt  ate  bet  ©ofyt?  ©e|t  man  in  bem 
Stnfafce  +  x  ftatt  —  x,  fo  etgiebt  fid)  x  =  8. 

SBenn  übettjaujrt  nadj  Slbfdjtuft  einet  Stedjnung  e8  tatfam 
etfdfjeint,  bie  Siidfjtigfeit  be8  Siefuftateg  ju  ptüfen,  fo  ift  bei 
bet  algebtaifdfjen  Äuftöfung  in  mannen  gälten  bie  5ßtobe 
butdfjaug  notoenbig.  S)et  aus  bem  Stnfafce  beregnete  negatfoe 
SBett  füt  x  genügt  jtoat  bet  aufgefteßten  ©leidfjung,  atfo  in 
algebtaifdfjet  $injtd}t,  abet  nidjt  ben  SSebingungen  bet  SBott* 
aufgäbe.  S)iefe  ©tfd^einung  ift  abet  nidjt  ate  ein  SRangel  bet 
atgebtaijd&en  Äuftöfung,  fonbetn  getabegu  ate  ein  SBortcil  bet* 
fetten  aufjuf äffen.  @8  ift  atebann  ©adfje  be8  9tedjnet8,  bie 
Sßtobe  anjuftetten  unb  ju  beutteilen,  untet  toeld&et  Sebingung 
bet  gefunbene  Sßutjeftoett  füt  bie  eingefteibete  Aufgabe  ju 
öettoenben  ift.  Sfcamentftd)  bei  ben  fpätet  bet»anbetten  ein* 
geHeibeten  Aufgaben,  toetdje  auf  quabtatifdfje  ©teidfjungen 
fügten,  ift  ba8  SBotjeidjen  bet  füt  bie  Unbefannte  gefunbenen 
3afylentt>ette  bei  bet  anjufteflenben  Sßtobe  ftet8  $u  betücffid&tigen. 

§  94.    «uflöfung  algebraifdjer  Aufgaben  bnrdj  geometnfdje 
IBerfinnHdjnng;  reine  aritljmetifdje  ßöfung. 

Sltgebtaifdfje  Aufgaben,  beten  Söfung  eine  Steige 
öon  nidf)t  getabe  leidfjten,  abfttaften  ©djlüffen  et- 
fotbett,  lönnen  butdfj  Äntoenbung  täumlid^et  $)at* 
fteüungen  anfdjaulidfj  gelöft  toetben. 

SSetgegentoättigen  ttrit  un8,  bafe  bei  Slmoenbung  biejet 
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2öfung8art  bie  abftraften  galten  oljne  öerbinbung  mit  Dpera* 
tionSjeidjen  burd)  bie  Sängen  ton  ©treclen,  ba8  Sßrobuft 
jtoeier  S^kn  &urd>  ba8  Sftedjtecf  nnb  im  befonberen  gälte 
burdj  ba3  Duabtat  bargefteüt  unb  beranfdjauftdjt  ttrirb. 

SBir  jeigen  an  einigen  ©eigneten,  ttrie  bie  einfaßten, 
befannteften  Siaumgebitbe,  nämlidj  ©treefe,  SRed>te(!  unb  Qua* 
brat  jur  ©rläuterung  unb  a3eranfdjautid)ung  ber  Stuflöfung 
benu|t  »erben  fönnen. 

a)  SBenufcung  ber  ©treefe.  SIS  StuSgangSpunlt  einer 
©nippe  ton  Aufgaben,  bie  burdj  Stutoenbung  einer  ©trecle 
getöft  »erben,  nehmen  nrir 

1)  Aufgabe.  @in  ^Beamter,  beffen  ©c^att  öerboppett 
»orben  ift,  erhält  jefct  jäljrtid)  ebenfotriet  über  900  Jt,  ate 
iljm  bisher  an  900  Jt  gefeljtt  §at  88iet)iet  beträgt  jefct  fein 
jätjrtidjeS  ©infommen? 

Um  ben  SBert  ber  Stuftöfung  burd)  „geometrifdje  SBer* 
ftnntidjung"  redjt  ju  erlernten,  töfc  man  bie  Aufgabe  aritfc 
metifd),  hierauf  mittete  ©leid&ung,  atfo  algebraifd),  unb  f<$tiefc 
lid)  mit  £itfe  geometrifdjer  ©arfteltung. 

a)  S)ie  aritfjmetifdje  Söfung  fönnte  etttm  auf  fotgenbe 
äBeife  gefdjeljen: 

Watt)  ber  Stufgabe  ift  ba8  urfprüngtid>e  ©eljatt  öerboppett 
toorben.  S)ie  gutage  jerfättt  in  jtüei  gleite  Seile;  ber  erfte 
Seil  ergänjt  ba8  anfängliche  @et)att  ju  900^,  ber  jtoeite 
Seil  überfteigt  900  Jt  um  benfetben  SSetrag.  S)a  beibe  Seile 
gteidj  ber  gangen  Silage,  alfo  audj  gteidj  bem  urftmingtid&en 
©eljatt  finb,  fo  beträgt  ein  Seil  bie  &ätfte  biefeS  ©eljatteS. 
3)a3  SlnfangSgeljalt  unb  bie  $ätfte  beSfetben,  atfo  l^mat  ba§ 
urfprüngtid^e  (Sinlommen  ift  nad)  ber  Stufgabe  gteid)  900  Jt. 
gotglid)  beträgt  ba8  urfprüngtid&e  ©eljatt: 
900^:1^  =  600^ 
unb  ba3  jefcige  ©infommen: 

2  x  600  Jt  =  1200  Jt. 

ß)  Sttgebraifdje  Stuftöfung.  SBir  bejeidjnen  bie  Qafyl, 
welche  fein  urfprüngtidjeS  ©eljatt  in  SRarf  auäbrücft,  öortäuftg 
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mit  x.  Ätebann  wirb  baS  Doppelte  biefeS  ®ef>alte3  burd) 
2a;  bejeidjnet.  Der  SBetrag ,  um  toetdfjen  2a;  bie  galjl  900 
überfteigt,  ttrirb  burdfj  bic  Differenz  2a?  —  900  bargejteHt,  unb 
ber  Seil,  toeld&er  ba*  urfprüngttdfje  ©el)att  ju  900  JC  ergänjt, 
ober  um  toetdjen  900  ^  ba8  8nfang8geljalt  fiberfdjreitet,  burc^ 
bie  Differenz  900  —  x  angejeigt.  9tad&  «ngabe  ber  Aufgabe 
Ijaben  beibe  Differenjen  benfelben  SBert.  gotglidfj  befielt 
bie  ®teidjung:       2x  —  900  =  900  —  x . 

§ierau8  x  beftimmt,  giebt  #=600  unb  fotgtid)  2#=1200. 

y)  Söfung  burdfj  jetdjnerifd&e  Darfteilung.*)    Die 

Qafy,  toelc^e  baS  urfprünglidf>e  ©eljalt  beS  Beamten  in  9Karf 

angiebt,  fei  burd)  bie  ©treefe  AB  oeranfd&aulid&t    ÄlSbarot 

wirb  bie  ßal)l,  meldte  burdf)  Serboppelung  beS  Änfang8geljalte8 

j)erau8fommt,  burdf)  bie  boppelt  fo  grope 

m.  27.  (gftetfe  AC  öerfinnüd^t. 

Die  3<rf)t  900  §at  nad)  ber  «ufgabe 
bie  (Sigenfdjaft,  bafe  fie  ebenfo  f)odj  über 
bem  urfprünglidfjen  (Seljalt,  als  unter  bem 


x- 


B~ 


900 

Doppelten  be§  lefeteren  liegt. 


Auf  unfere  $eid()nung  übertragen,  Ijeifjt 
ba8:  Auf  ber  ©trede  AC  liegt  jttrifdjen  B 
unb  C  ein  Sßunft  x  ebenfo  tjodfj  über  Bt 
als  unter  C.  Um  biefe  ©igenfdfjaft  ju 
erfüllen,  ntuft  ber  Sßunlt  offenbar  in  ber 
üRitte  ber  ©tredfe  BC  liegen,  golglid) 
ftettt  4a  bie  3af)t  900  oor,  unb  e8  fragt 
fidfj:  SBeldje  3af|l  ttrirb  burd)  bie  ©trecle  AC  öeranfdfjaulidfjt? 
9tad()  ber  3e^utt9  tfi: 

Ax=\\-AB\        AC=2AB. 
«Ifo  li-AB  —  900;  mithin: 

AB  —  900 :  H  =  600    unb  ba^er    AC  —  1200 . 
#ergleid)t  man  bie  erfte,  rein  aritijmettföe  ßöjtmg  mit  ber  leiteten, 

•)  $er  Sernenbe  möge  bie  erläuteraben  8eid)nungen  mögttdjft  richtig 
unb  fauber  anfertigen,  unb  bie  fiöfung  ausfüllte!)  unb  forgf&ltig  fdjriftltd) 
unb  mfinblid)  nriebergeben. 
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fo  erfteljt  man,  bog  ber  eigentüdje  ©ang  ober  Kerlauf  ber  beiben 
Berfaljren  berfelbe  ift.  Mein  bie  (entere  Söfung  tyit  in  ber  rftumlidjen 
Sterftettung  unffceitig  ben  SSorjug  ber  SlnftfjauUdjfeit.  $ie  galten, 
toeWje  in  ber  ©tfjtufjreitje  ber  rein  arittjmettfcfjen  Stuflöfung  inbetradjt 
lomtnen,  finb  $icr  burd&  ttrirflid>e  ©röfeen,  burd&  ©treefen,  bargeftettt. 
#ier  toirb  beut  Sernenben  bie  gefugte  galjl  gleich  p  Anfang  ber  Söfung 
im  ©etoanbe  eines  räumlichen  ©ebilbeS  bor  &ugen  geführt,  bem  ©d&üler 
ettoaS  33efannte8  an  ©teile  be3  Unbefannten  gegeben.  S)ie  2Ser= 
fotberungen,  toetöje  jum  Stoede  ber  Wuflöfung  mit  ben  Sohlen  bor- 
genommen  »erben  muffen,  »erben  öor  ben  Wugen  be3  ßemenben  an 
Streden  toirfüdf)  bottjogen,  unb  bie  abstraften  (Sdtfftffe  ber  rein  arity* 
metiföen  Söfung  finb  Ijter  in  toirflidje,  finnlid)  toa^rne^mbare 
Operationen  umgefefct,  ber  Verlauf  ber  Sfaflöfung  ift  anfdjauHd) 
unb  flar,  ber  SBeg  burdjauS  unjtoeibeutig. 

Sn  ätjnlidfjer  SBeife  famt  ba8  fotgenbe  SBeiftriel  gelöft 
»erben:  @3  foß  eine  &afyi  gejuxt  »erben,  beren  ftünffadjeS 
ebenfotriet  über  20,  afö  bie  3<rf)l  felbft  unter  20  ift. 

2)  Aufgabe.    3n  einem  83eutet  ift  6mat  fo  t>iel  @elb 
enthalten  afö  in  einem  anbem.    SRan  nimmt  ans  lefeterem 
50  JC  fjerauS,  nnb  nnn  ift  im  erfteren  SBeutet 
9  mal  fo  trief  afö  in  bem  gleiten.  8Bie  Diel  JC 
entlieft  jeber  SBeutet  anfangs? 

Stuflöfung  mittels  geometrifdjer 
8Serfinnli<$ung.  3)ie  gefugte  Änjat)!  2Äarf, 
toeldje  ber  jtoeite  SSeutcl  enthielt,  »erbe  burd> 
bie  ©tredfe  AB  öerfinnttdfjt.  Sföbann  ift  bie 
©tredfe  FG  =  6AB  ein  SBtlb  ber  Qafy, 
toetdje  bie  Summe  ©elbeS  im  erften  SBcutcI 
bejeidjjnet.  Stadlern  man  aus  bem  jtoeiten 
Seutel  50  JC  genommen  tjat,  beträgt  fein 
Snljaft  nnr  \  öom  erften  33eutel.  @d>neiben 
»ir  auf  ber  ©trede  AB  öon  B  an«  ein 
©tficfdjen  BC  ab,  fo  berfinntidjt  BC  erften« 
bie  3<*#  5°/  unb  jtoeitenS  muft  BC  nadj  ber 
Aufgabe  -j-  —  ^  =  ^  ber  ©tretfe  FG,  ober 
\  öon  AB  fein,  golgftd)  bejeidjnet  AB  bie 
3a$t  3  .  50  —  150  nnb  FG  bie  3a#  6  .  150  =  900.  3)er 
erfte  »eutet  entlieft  alfo  900  JC  unb  ber  anbere  150  JC. 


28. 
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©er  SBorjug  ber  Änfd&auüd&feit  bcr  Äuflöfung  mittete 
geometrifd&er  Storftellung  öor  bcr  rein  aritijmetifdfjen  tritt  bei 
ber  folgenben  Aufgabe  beutlidfj  tjeröor. 

3)  Aufgabe.     Um  alle  meine  ausgaben  beftreiten  j* 

lönnen,  mfifte  xä)  ein  jäljrttdjeS  (Sinfommen  Don  1620  dC 

tjaben;    IjierjU   feljlt   mir  aber  nodfj  ein 

Sig.  29.  SBeträdfjtlidfjeS.     SBären   meine   ßinfttnfte 

G  3£mal  fo  grofe,  als  fie  nrirflidf)  ftab,  fo 

toürbe  idf>   nid)t  allein  meine  ausgaben 

beftreiten  fönnen,  fonbern  iätjrlidfj  nodfj  fo 

triel  übrig  begatten,  ate  mir  jefet  fe^tt- 

2Bie  tjod(>  belaufen  fidf)  meine  (Sinlünfte? 

-1620  Äöfung.    SHe  ©treefe  AB  bejeidfjne 

bie  3#/  todty  We  §ö§e  be3  ©ef>alte& 
in  SDiarf  angiebt;  ba3  3£fadfje  be2  lederen 
toirb  burdfj  bie  ©tredfe  AG  Derfimtlidfjt 
SRadfj  ber  aufgäbe  beträgt  ber  Über- 
fdfjuft  beä  3^fadf)en  beS  @ef)alte8  ebenfo* 
triel  über  1620^,  afö  ba»  @e§alt  felbft 
unter  biefer  ©umme  liegt. 

3)iefe  Angabe  lautet  geometrifdfj  ge* 
beutet;  Sßunft  C  ber  ©treefe  AG  liegt 
ebenfo  l)od()  über  einem  gefudfjten  Sßunft 
x,  ate  B  unter  x  liegt.  S)er  Sßunft  v 
liegt  alfo  in  ber  SRitte  öon  BC.  SRadfj  ber  ßonftruftion  ift 
Ax  =  2\-  AB;  2\  •  AB  öeranfdfjaulid&t  aber  bie  3af)l  1620, 
mithin  AB,  1620 :  2\  —  720.  S)a8  gefugte  (Sinfommen  be* 
trägt  alfo  720  JC. 

b)  Slnwenbung  Don  Sftedfjted  unb  Duabrat.  3Äandf)e 
Aufgaben,  ju  bereu  Söfung  man  fidf)  in  ber  Siegel  ber 
©leidfjungen  bebient,  unb  bereu  reine  aritJjmetifdfje  (elementare) 
SBefjanblung  nidjt  unerhebliche  ©dfjnnerigfeiten  bietet,  liefern 
uns  ein  redfjt  banfbareS  gelb  für  ba$  grapfjifdfje  5Berfaf)ren. 
3>ie  Sftidjtigfeit  biefer  Behauptung  ergiebt  fid)  fofort,  toenn  nur 
Don  einigen  93eiftrielen  bie  algebraifdje  unb  bie  Söfung  burd^ 
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„äeid)nerifd)e  S)arftellung"  geben  unb  beibe  miteinanber 
Dergleichen. 

4)  ©egebeu  fei  Aufgabe  8)  §  93. 

a)  SUgebraifd&e  Söfung.  SBejeid&net  man  bic  Slnja^I 
ber  ÜRannfc^aftenjnit  x,  fo  fielen  auf  einer  Seite  be«  erften 
Duabrate«  Yx  —  39  unb  auf  einer  ©eite  be«  jtoeiten  Duabrate« 
Yx  +  bO  aRann.  S)a  ber  ledere  2Burielau«bru<f  gemäft  83e= 
bingung  ber  Stufgabe  um  1  größer  al«  ber  erftere  ift,  fo  t»at 
man  bie  ©leidfjung: 


yx  —  39  =  Yx  +  50  —  1. 

S)ie  83ered)nung  be«  2Berte«  ber  Unbekannten  x  erforbert 
bie  JBefeitigung  ber  SBurjelgröfien  au«  ber  ©teidjung.  S)ie« 
gefdjief)t  baburefy,  baft  man  beibe  ©eiten  ber  gegebenen  ©teidjung 
in«  Duabrat  ergebt,  bie  erhaltene  ©leidjung  fo  orbnet,  baft  auf 
ber  einen  ©eite  bie  rationalen  ©lieber  unb  auf  ber  anberen 
bie  irrationalen  ©röften  fteljen,  unb  biefe  ©leidfjung  abermal« 
quabriert. 

2)iefe«  hoppelte  6rt)eben  einer  ©leid&ung  mit  jtoei  metyr* 
gliebrigen  äBurjelau«brüclen  ift  eine  für  ben  Anfänger  nid)t 
gerabe  leiste  redOnertfdfje  Arbeit,  unb  biefelbe  muft  mit  SSor* 
fid^t  ausgeführt  toerben.    (SBergteidfje  bie  Sluflöfung  §  93.) 

GSrf)eb(id)  einfad&er  unb  toeit  anfdfjaulid)er  geftaltet  fic§ 
bie  grapljifdfje  83e!)anblung  biefer  Aufgabe. 

ß)  äuflöfung  mittel«  geometrif^er  SSerfinnlidfjung. 
6«  aeranfdfjaulidfje  bie  ©treefe  AB  bie  Sfajatjl  äRannfdfjaften, 
bie  bei  ber  erften  Stufftellung  auf  einer  ©eite,  unb  bie  ©tre<fe 
AG  bie  Sfajaijl  ©otbaten,  toeld&e  beim  jtoeiten  SSerfudfj  auf 
einer  ©eite  be«  Duabrate«  fielen.  SBefdjreibt  man  über  btxt 
©tredfen  AB  unb  AC  Duabrate,  fo  entfielt  bie  belannte 
Sfigur,  toeldfje  überhaupt  bie  SSeftanbteile  be«  Duabrate«  über 
ber  ©umme  jtoeier  ©tredfen  fidfjtbar  t>or  Singen  füljrt.  (gig.  9, 
©eite  52.)  S)a  bei  ber  jtoeiten  Slufftellung  nid^t  nur  bie 
39  2Rann,  toeldfje  bei  ber  erften  übrig  bleiben,  aertoenbet 
werben,  fonbem  aufterbem  nodf)  50  3Rann  nötig  ftnb,  um  ba« 
jtoeite  Duabrat  \>oU  ju  machen,  fo  finb  offenbar  jur  öefefcung 
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be3  größeren  CtuabrateS  89  ©otbaten  metyr  erforberlidfj,  aii 
bei  ber  erften  Äufftcßung. 

S)ie  ©tretfe  BC  t>erfinnlid(t  bic  Qofyl  1;  atfo  beträgt  ba3 
Duabrat  bc«  3ufafee8  DGHJ=  1.  S)ic  beiben  gleiten 
SRedjtecfe  öeranfd)auftd(en  89—1  =  88;  ein  SRed(te<f  bejet^net 
mithin  bie  3al)t  44.  S)a  bic  SBreite  eines  SRe^tecfS  —  1  ift, 
fo  beträgt  bie  Sänge  etam  BE  =  44.  S)ie  Seite  -4J3  be3 
erften  DuabrateS  aeranfdfjaulidjt  alfo  bie  Qafyl  44;  ba3  üua* 
brat  fetbft  bie  3al)t  442  —  1936.  SRed>net  man  Ijierju  bie 
39  SRann,  »etdje  bei  ber  erften  Stuffteßung  übrig  bleiben,  fo 
ergiebt  fidj,  baft  ba§  ^Regiment  1975  2Rann  ftarf  »ar. 

$)ie  algebraische  Söfung  entfprid)t  bem  teueren  SBerfaljren, 
»enn  man  bie  §tnjaf)t  äRaun  auf  einer  ©eite  be8  erften  öua* 
brate?  ati  Unbelannte  x  annimmt. 


§  95.    Sie  SKetljobe  ber  Umfe^rung. 

S)a8  SSerfa^ren  ber  UmfeJjrung  beftef)t  barin,  bafc  bie 
^Reihenfolge  unb  bie  Strt  ber  Operationen,  »etd)e  in  ber 
Stufgabe  jur  Stfbung  einer  belannten  3a$  angegeben  finb, 
gerabeju  umgefetyrt  »erben.  S)ie  3Äetf)obe  ber  UmfeJjrung 
ift,  wie  bie  JReget  t>om  fallen  ©afce,  inbif^en  UrfprungS. 
S)er  Snber  Slrtyabljatta  (geb.  476  n.  ©l)r.)  fennjeidjnet  bie= 
felbe  in  feiner  furjen  äßeife  folgenbermaften:  „SRuttipKfationen 
»erben  SDitrifionen,  ©itrifionen  »erben  3Äufttpli!ationen;  »a8 
©e»inn  »ar  toirb  SSertuft,  »a8  SSerluft  »ar  »irb  ©enrfnn; 
Umleitung."  $er  Araber  SB  e^a=(Sb bin  (1547—1622)  fagt 
in  feinem  SRed)en»erf  „@ffenj  ber  SRed)enfunft":  „83ei  biefeut 
SBerfaljren  tljut  man  bag  ©egenteü  t>on  bmr  »a2  ber  Qfragenbe 
verlangt;  forbert  er  SBerboppetung,  fo  halbiere;  Ijat  er  abbiert, 
fo  fubtraljiere,  f)at  er  multipliziert,  fo  bitribiere;  foß  bie  Dua* 
bratourjet  ausgesogen  »erben,  fo  ergebe  in8  Duabrat,  unb 
f>at  er  festere  Operation  aerridjtet,  fo  »erfahre  umgefetyrt, 
inbem  bu  mit  ber  legten  Slngabe  beginnft:  bann  erljäftft  bu 
bie  Stuftöfung." 

1)  Stuflöf ung  ber  7)  Aufgabe  in  §  93  burd)  bie  Operation 
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ber  Umleljmng.  Sladfjbem  E  öom  vierten  SRefte  toorab  WJC 
genommen  tyat,  bleibt  eine  genriffe  ©nmme  übrig.  §tert>on 
nimmt  er  \\  folglich  bleiben  £  berfelben,  unb  biefe  betragen 
12  JC\  ber  öierte  Sfteft  ift  alfo: 

i-12J6  +  UJC  =  21JC. 
E  erhält  mithin: 

2lJC-\2J6  =  lhJ6. 
©er  inerte  SReft,  21  oft,  ift  geblieben,  nadf)bem  D  t>om  britten 
9teft  9JC  nnb  bann  ±  be8  Übrigen  genommen  tyat    äRitljin 
finb  1  öon  {B^  —  9)JC  gleich  27  ^  nnb  ber  brüte  ffteft 
beträgt:  $.21JC+   9JC  =  ±5JC. 

D  belommt: 

45JC-21JC=18J(. 

S)nrdj  nod)  breimaltge  äBieberfjolung  berfelben  ©cfyüiffe  gelangt 
man  jnr  öottftänbigen  Sluflöfutig. 

2)  Slnfgabe.  (Sin  SSater  bringt  eine  Stojaljl  Äpfel  nad& 
£anfe  nnb  giebt  bem  erften  Äinbe  bie  $älfte  be8  ganjen  S3or* 
rate«  weniger  8  Äpfel,  bem  jtoeiten  bie  §älfte  be8  9tefte8 
weniger  8  Äpfel,  ebenfo  madf)t  er  e8  bei  bem  britten  nnb 
vierten;  bem  fünften  giebt  er  bie  noc§  übrigen  20  Stpfet.  äßie 
Diel  Äpfel  l)at  ber  öater  verteilt? 

Slnflöfnng.  5>a8  trierte  Äinb  erhält  Dom  britten  SRefte 
bie  $älfte  weniger  8  Äpfel;  folglich  bleiben  bie  £älfte  be8 
britten  IRefteS  nnb  8  Äpfel  für  btö  fünfte  Äinb.  2)er  britte 
Steft  mufc  baffer  2(20  — 8)  Äpfel  gleid>  24  Äpfel  fein.  Sefctere 
blieben  übrig,  nad^bem  ba8  britte  Äinb  Dorn  jtoeiten  Sfteft  bie 
$älfte  weniger  8  Äpfel  ermatten  §atte,  e8  bleiben  baljer  bie 
$älfte  öom  jweiten  SRefte  nnb  nodfj  8  Äpfel.  @8  ift  bafjer  £ 
t)om  jtoeiten  9teft  nnb  8  Äpfel  gleidfj  24  Äpfel,  nnb  mithin 
beträgt  tiefer  föeft  2(24  —  8)  Äpfel  ober  32  Äpfel.  SBenn 
man  biefelben  ©dfjtüffe  nodfj  jweimal  amoenbet,  fo  erhält  man 
80  Äpfel.  S)ie  jn  ma^enben  ©^lüffe  fnrj  bnrd(  bie  aritij* 
metifelje  3ci$eitfpra<$e  «gebeutet,  giebt: 

KICKI  +  8) -f-  8]+  8)  +  8  =  20. 
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3)  Aufgabe,  gemanb  l)at  jtoei  gaffer  unb  in  iebcm 
eine  beftimmte  SRenge  SBein.  Um  in  beibe  gteid&ötel  ju 
befommen,  gieftt  er  au«  bem  etften  gaffe  fo  Diel  in  ba3 
jloeite,  at8  fcljon  barin  ift,  giefft  jjierauf  ans  betn  gleiten  in 
ba3  erfte  fo  triet,  als  nun  barin  ift,  unb  enblidj  au8  bem 
erften  in  baS  jtoeite  fo  Diel,  afö  nodj  barin  übrig  ift.  Am 
6nbe  befanben  fid&  in  jebeut  gaffe  801.  2Bie  tuet  Siter 
toaren  anfangt  barin? 

»ufröfung.  ®a  fidf)  julefct  in  jebem  gaffe  801  SBein 
befanben,  fo  entfetten  beibe  gäffer  1601.  2)a3  gafc  B  enfc 
f)ielt  801,  uad)bem  man  au3  bem  gaffe  A  fo  öiet  in  B 
gegoffen  t»atte,  al8  öorljin  barin  fear.  3Ritf)in  befanben  fi<# 
in  B  t>or  bem  testen  Umgießen: 

^  öon  801  —  401 

unb  im  gaffe  A: 

801  +  401=1201. 

S)urd(j  gortfefcung  biefer  ©kläffe  gelangt  man  ju  ben  in  fofc 
genber  Überfidjt  jufammengeftetlten  Crgebniffen: 

ga&  A.  ga&  B. 

4)    801.  801. 

3)  1201.  401. 

2)    601.  1001. 

1)  1101.  601. 

4)  Aufgabe.  9lad)  einem  Seftamente  erhält  ber  Äammer* 
biener  t>on  ber  für  bie  ©ienerfd&aft  be8  Serftorbenen  feftgefefcten 
©umme  t>orab  600  JC  unb  t)on  bem  fRcftc  bie  $ätfte,  t>on  bem 
Übrigen  ber  Äoc§  \  unb  nod)  1200  JC.  S)ie  nodf)  übrig  blei- 
benben  1560  JC  befommt  ber  Äutfd&er. 

Stuflöfung.  S)er  Äod>  erhält  \  öom  öortyergeljenben 
SReftc  unb  nodfj  1200  JC\  atfo  bleiben  \  biefcS  SRefteS  weniger 
1200  <At,  unb  btefe^  macljt  ben  Sfateü  be«  Sutfd&erS,  nämli<$ 
1560  JC.    $er  ganje  3teft  beträgt  ba^er: 

f(1560  +  1200)^  —  3450  JC. 
S)iefe  bleiben,  nad)bem  ber  Sammerbiener  t>orab  600  JC  unb 
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bann  ttodj  bic  $ätfte  Dom  Übrigen  erljaften  Ijat.    Älfo  beträgt 
bie  ipälfte  be3  3tefte3  3450  JC  unb  bic  gange  Summe: 
2  •  3450  c/«  +  600  JC  =  7500  JC. 

§  96.    Sit  ftalfired)mmg. 

S)a8  ©igentfimftdfje  biefer  9ted)nung§art  Befielt  barin,  baft 
ber  föedjner  eine  beliebige,  im  allgemeinen  falfd&e  3a$  fltts 
nimmt,  biefetbe  ben  in  ber  Äufjgabe  geforberten  SBeränberungen 
unterwirft  unb  nun  mit  Jptffe  ber  Stnuafyne,  be$  falfdfjen  @r= 
gebuiffeS  unb  ber  gegebenen  3a^  ter  richtige  SBert  ber  Un* 
bekannten  gefunben  wirb.  S)ie  SRegel  falfi  wirb  in  bie  SRe^nung 
be8  einfachen  unb  be8  hoppelten  falfdfjen  9tnfafce§  untere 
fdjieben,  \t  na^bem  nur  eine  ober  jwet  toilXfürlid^e  $ofyUn 
angenommen  werben. 

A)  ßinfadje  Wegel  ftlft.  &ux  Erläuterung  berfelben 
mögen  folgenbe  Seifpiele  bienen. 

1)  Stuf  gäbe.  Semanb  begießt  öon  jwei  ausgeliehenen 
Kapitalien  jäljrUdfj  1020^  jginfen.  SBie  tuet  Ijat  er  im  gangen 
ausfielen,  wenn  \  baoon  ju  5  Sßrojent  unb  baS  übrige  ju 
4  5ßrojent  oerjinft  ift? 

Sluftöfung.     angenommen,   ba3  Kapital  fei  vorläufig 
400  JC,  fo  würbe  ber  SfaSteiljer  pro  Saljr: 
5JC  +  12JC  =  11JC 
3infen  erhalten.    @r  begießt  aber: 

1020^  =  60- 17  </« 
Binfen;  folgttdj  ift  ba«  wirftidfje  Kapital  audj: 

60-  400  JC  =  24000  JC. 

Qu  bemf elben  @rgebni8  gelangt  man  burd)  folgenbe  Proportion: 

17  JC :  1020  JC  =  400  JCixJC. 

2)  Aufgabe.  SBenn  man  eine  ßaljt  mit  5  multipftjiert, 
\  beS  Sßrobufteä  absieht,  ben  SReft  burd)  10  büribiert  unb  -J-, 
\  unb  \  ber  urfprüngftdien  Qafyl  abbiert,  fo  fommt  68  I)erau8. 
SBelc^eS  ift  bie  8af)l?   (SljaSfara.) 
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Äuftöfung.    S3l)a8fara  löft  tiefe  Aufgabe,  inbem  er 
öerfudjStoeife  3  annimmt,  unb  erhält  fo:  15,  10  unb  1,  \f 
1,  ba3  (SrgebniS  ift  4J.    Sefctereg  ift  in  ber  gegebenen  3^* 
(68)  16  mal  enthalten,  unb  baljer  ift  bie  ridjtige  3*1)*: 
16-3  —  48. 

3n  einem  alten  8ted)enbud>e*)  ift  bie  einfache  galftredjnung 
unter  ber  Überfdjrtft  „De  regula  propositionum  ober  falsi" 
beljanbelt  Über  bie  $f>eorie  biefer  3Äetljobe  verbreitet  fid)  bie 
©d)rift  folgenbermaften;  „S)er  Sßrojefj  biefer  fftegel  toerljält  fi<# 
alfo:  3Äan  nimmt  eine  3al)t  nad)  JBelieben,  bod)  fo,  bafe  in 
felbiger  bie  in  ber  Aufgabe  beftimmten  Seile  oljne  Sfteft  auf- 
geben; mit  biefer  erbidfjteten  3<#  berfätyrt  man  nad)  ben  An* 
forberungen  ber  Aufgabe,  ©efunbeneS  abbiert  man,  ba$  Sottect 
ift  bie  erfte  Qäfyi,  ^e  angenommene  ober  erbid)tete  Qafy  ift 
bie  anbere  ©teile,  unb  toa3  fonft  aus  ber  Aufgabe  befannt;  bie 
brüte  ©teile;  afebann  verfährt  man  nad)  ber  gemeinen  Siegel 
de  tri,  wie  nad(gefe$te  Stempel  be8  meljren  jeigen  werben." 

Stufgabe.  @in  ©ofyt  fragt  feinen  SSater,  wie  alt  er  fei. 
©er  SJater  antwortete  iljm:  SBäreft  bu  nodfj  einmal  fo  alt, 
£mal  fo  alt,  Jmal  fo  alt  unb  nodj  1  Sa^r  älter,  fo  wäreft 
bu  gerabe  100  3aljre  aft.    SBie  alt  ift  ber  ©ofyt? 

„Äuflöfung.  ©efefet,  ber  @otyi  fei  48  3af)re  alt  (48 
ift  bie  erbityete  3a$l). 


j48 

96  nodj  einmal  fo  alt 
24£mal  „   „ 

J2Jmal  „   „ 

132  Soßect 


100-1  =  99;    48-99:132  =  36. 
$>er  ©oljn  war  alfo  36  Sa^re  alt." 

SKadfj  unferer  mobernen  ©reifafc* 
bered&nung  würbe  ber  Änfafc  etwa  fo 
lauten:  SSeträgt  ba8  Ergebnis  (©oßect) 
132  Sa^re,  fo  ift  ba8  SCIter  48  3a§re. 
SBie  öiel  beträgt  ba8  Sllter,  wenn  ba8 
@rgebni8  99  ift? 

S)a8  SSerfaljren  mit  einer  angenommenen  Qcfyl  ift  alfo 
fel)r  einfad>.   S)ie  3tid>tigfeit  beäfelben  beruht  auf  bem  ©bluffe: 


*)  $a8  Titelblatt  feljlt. 
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2)ie  angenommene  Qäfjl  a  öer^ält  ftc§  jur  Unbefanuten  #  wie 
bie  aus  a  burdf  bie  geforberten  SSeränberungen  ber  Aufgabe 
erhaltene  3<rftf  m  ju  ber  gegebenen  3<*1#  w- 
3n  Seiten:  m :  w  —  a :  x. 

83ei  ber  einfachen  galfired)nung  bürfen  nur  bie  trier  erften 
SftedjnungSarten  ber  Slrit^mctil  auf  SBrud^teile  ber  ©rgebniffe 
angetoenbet  »erben,  ttrie  ber  Äommentator  ber  ©Triften  81)  a8* 
faraä  (®ane$a)  richtig  bemerft. 

6)  Sie  Kegel  ber  jtoci  falfdjen  *ttfa*e.  3ur  ©infü§rung 
in  baS  SBerftänbni«  ber  boppelten  galfiredjnung  biene  folgenbeS 
SBeifoiel. 

1.  Aufgabe.  (Sin  Sater  ift  42  3al)re,  fein  ©ot)n  6  3al)re 
alt.  SRadfj  ttrie  mel  Sauren  ift  ber  Sater  4mat  fo  alt  afe  ber 
©oljn? 

Stuftöfung.  1.  Annahme:  uadf)  3  Sauren.  $>ann  ift 
ber  ©oljn  9  3al)re  unb  ber  JBater  45  Satire  alt.  Sladj  ber 
Aufgabe  foß  ber  SSater  4mal  fo  alt  als  fein  ©oljn,  er  müfjte 
alfo  36  Saljre  alt  fein,  golgtidj  ift  bie  erfte  Abweisung,  ber 
erfte  geiler: 

45  Saljre  —  36  3aljre  =  9  3at>re. 

2.  Annahme:  nadj  4  Sauren,  ©ann  ift  ber  ©oljn 
10  Saljre  unb  ber  SJater  46  Saljre  alt.  Saut  JBebingung 
ber  Aufgabe  muffte  legerer  40  Saljre  jagten.  S)ie  jtueite 
Abweisung  ift  alfo: 

46  3aljre  —  40  Saljre  —  6  3a§re. 

©urdfj  bie  2.  Annahme  Ijat  ber  erfte  geiler  um  3  3at)re 
abgenommen,  ©erfelbe  fott  gleidjj  0  werben,  alfo  mufj  er  nodfj 
um  6  abnehmen,  ©amit  biefer  Überfd&ufj  öerfdfjttrinbet,  mufe 
bie  2.  Annahme  um  fo  triel  Saljre  warfen,  als  3  3at)re  in 
6  Sauren  enthalten  finb,  alfo  um  2  Saljre.  2)er  SSater  ift 
baljer  nad(: 

4  Sauren  +  2  3aljren  =  6  Saljren 

4mal  fo  alt  al8  fein  @ol|n.  —  Sßrobe! 
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grübet  »erfuhr  man  rein  medjanifS*)  nadj  folgenber  Siegel:  SKan 
na§m  jwei  beliebige  galjlen  ^  unb  a,  an,  bottjog  an  iljnen  bie  in  bet 
Aufgabe  geforberten  33eränberungen  unb  beftimmte  bie  beiben  Abweisungen 
ober  geiler  fx  unb  ft  jwtfd§en  ben  erhaltenen  Sagten  unb  ber  gegebenen 
3a!jl.  $ann  bilbete  man  swei  ftdj  fd&neibenbe  ©eraben,  fefcte  an  bie 
beiben  Gnbjmnfte  ber  einen  Seite  bie  wüttürlid&en  Annahmen  unb  an 
bit  anbern  Subpuntte  bie  beiben  geiler.  SRun  multiplizierte  man  bie 
Satjlen  „tm  ftreu$"  unb  nannte  ba3  $robu!t  a,/i  ba*  erfte  unb  ba* 
$robu!t  atf%  ba*  jweite  SRefultat.  SBaren  bie  Abweisungen  gletd&5 
artig,  alfo  beibe  pofitib  ober  negativ,  fo  bibibierte  man  bie  SHfferenj 
ber  fRefuttate  burdj  ben  Untertrieb  ber  gfeljler,  in  geilen: 

traten  bagegen  bie  Abweisungen  /i  unb  /",  mit  berf^iebenen  58or$eid>*n 
behaftet  auf,  fo  würbe  bie  Summe  ber  $robufte  bur<$  bie  ©umme  ber 
geiler  biöibtert,  in  Seidjen: 

S)a3  ©djema  ber  ©eredjnung  war  wie  folgt  (Aufgabe  l). 
©efce     3  Sa^re.  ©e|e     4  3a$re. 


©oljn    9  Sa^re 
»ater  45      „ 

36     „     fönten  fein. 
9  Sa^re. 


3 


Sifl.  »0. 


©oljn  10  galjre 
SBater  46      „ 

40     „     fottten  fein. 
6  Sa^re. 


9 


4  -9  --3  ■  6 
9  —  6 


«6. 


*)  (Sin  fol$e$  geifttofeS  töeSnen  geißelt  ©djweifcer  in  feiner 
„SKet^obe  für  «lementarleljrer"  in  folgenber  SBeife:  ,,9taä)  ber 
alten  9ttetljobe  madfjte  man  bie  ©djüler  $u  bewuf$tlo3  operlerenben 
SReSenmafSinen,  wajjrfd)einlid)/  weil  e$  bamalg  nodj  leine  SReSenmafSinen 
gab,  bereu  (Srftnbung  erft  ber  neueren  Seit  angehört,  ©ewiffe  unbegriffene 
Shmftgriffe  würben  eingeübt,  unb  p^ftenS  gewann  unter  ben  Dielen 
SRartern  einfeitig  ba8  ©ebftdjtni*.  AUeS  War  ein  geiftlofeS  treiben, 
burd}  weldje*  fidj  bit  ©djüler  in  einem  !)o!jlenföegelwer!  feftrenneten". 
SSerglei^e  baS  in  §  92  über  bie  Siegel  falfi  ©efagte. 


Digitized  by 


Google 


§  96.    S)ie  galfiredjmmg.  305 

SBetociS  für  bic  Sftid&tigfeit  t»orftel)enber  SRegel. 
2)ie  algebraifcfje  SSegrünbung  ber  SReget  be3  boppelten  fallen 
Stnfafce«  ift  cinfac^.  ®a  bic  algebraifdfje  Äuftöfung  ber  9tuf* 
gaben,  toetc^e  mittete  ber  Sieget  falfi  lösbar  finb,  auf  eine 
©leidfjung  t>on  ber  gorm: 

a#  =  & 

fü^rt,  fo  genügt  e$,  bie  SRidfjtigfeit  be3  OefefceS  ber  galfi* 
redfjnuug  für  biefe  (Steigung  ju  betoeifen. 

klimmt  man  für  bie  Unbefannte  x  jtoei  beliebige  SBerte 
an,  ettoa:  %_^    unb    Xamm(h 

unb  fefct  biefe  QcfyUn  ftatt  a  nadjeinanber  in  bie  ©leidfjung 
ax  =  b  ein,  fo  ljat  man  im  allgemeinen  bie  ^JjtaflWdjmtgen: 

a  .  ax  =  6    unb     a  •  a2  =  6 . 
S)ie  beiben  geiler  ober  Stbtoeidfjungen  finb  offenbar: 
6  —  aax    unb    6  —  ac^ . 

©efct  man  ben  geiler  in  ber  erften  ©leid)ung  gteidfj  fx  unb 
ben  ge^er  in  ber  jtoeiten  ©leid^ung  gleich  f2f  alfo: 

b  —  aat=  /i    unb    b  —  aa^  =  f2 , 
fa  folgt: 

aaj  =  6  —  /i    unb    aa2  =  6  —  f2 . 

Subtrahiert  man  bie  beiben  legten  ©teidfjungen  nadjeinanber 
ton  ber  gegebenen,  fo  entfielt: 

a(x  —  a1)  =  f1    unb    a(#  —  a2)=f2^ 

Offenbar  finb  bie  beiben  aus  biefen  ©lei^ungen  fi<#  ergebenben 
SBerte  für  a  einanber  gleich,  b.  $.: 

fx      =      6 

hieraus  erhält  man  bie  Proportion: 

(*  —  aj) :  0  -  a2)  =  /i :  A 
unb 

©Mütter,  tCtit^meHL  20 
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SHe  gefttttbene  gönnet  für  x  brücft  fotgenbe«  allgemein 
gültige  Otfet  anS:  $>ie  Unbefannte  x  ift  einem  93ru<f>e 
gteidj,  beffen  $fijjler  gebitbet  ift  au«  einer  SHfferenj, 
beten  SRinuenb  ba3  Sßrobnft  an»  ber  jtoeiten  Annahme 
nnb  bem  erften  geiler  nnb  beten  SÄinnenb  ba3  $ro* 
bnit  ans  bet  etften  Annahme  nnb  bem  jtoeiten  fjeljter 
ift;  nnb  beffen  Kennet  bie  ©ifferenj  bet  beiben  &b* 
toeidjungen  batftellt.    (SWan  üerglei^e  obige  Sieget) 

S)a8  33erfa!jren  bet  boppeften  galfitec^nnng  tantet  in  ein* 
fachtet  fjorm:  ©efce  1)  ax  =  0,  2)  a2  =  1  nnb  beftimme 
bie  geltet  /i  nnb  f2,  bann  ift  bie  Unbefannte  gtei<#  bem  erften 
tjfeljler  biüibiett  burd)  bie  SJifferenj  bet  %ttyxx,  in  ßeid&en: 

S)ie  SRedjnung  mit  ben  Annahmen  0  nnb  1  empfiehlt  fic§  bei 
mannen  Aufgaben  ber  bequemen  Operationen  falber. 

2)  SBeifpiel.    ©egeben  fei  bie  8)  Aufgabe  in  §  93. 

Äuftöfnng.  1)  ®efe|t,  nadj  ber  erften  Aufteilung 
ftänben  in  einer  Steige  0  äRann,  bann  toäre  ba8  SRegiment: 

0*  +  39  =  39  2Kann 
ftarf.    Seim  jtoeiten  SBerfudj  ergäbe  fidj  bann: 

(0  +  1)*  — 50 49. 

gfotgfidfj  beträgt  ber  gefyter: 

39  -  (—  49)  —  88 . 

2)  angenommen,  in  einer  Steige  ttröre  1  SKann,  fo  würbe 
baS  ^Regiment: 

(l2  +  39)  3Äann  =  40  2Rann 

jagten.  S)ann  ftönben  nadj  ber  jtoeiten  Äujfteßung  auf  einer 
©eite  2  3Äann,  unb  e8  toäre: 

2* -50  =  -46. 

2Rit$in  ift  jefct  ber  geiler: 

40 -(-46)  =  86. 
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3)urd)  bie  jtoeitc  Annahme  ift  ber  gelter  um: 

88  -  86  —  2 
öerminbert  toorben;  er  fott  nodj  um  86  abnehmen.    3)ic  Jtoeite 
Annahme  mufe  baljer  fo  oft  um  1  größer  genommen  »erben, 
afö  2  in  86  enthalten  ift,  b.  i.  um  43.    (SS  [tauben  baf)er 
auf  einer  ©eite  be3  Duabrate2: 

(1  +  43  — )  44  SRann, 
unb  baS  ^Regiment  toar: 

(442  +  39)  SKann  =  1975  SÄann 
ftarf.    SJladj  obiger  SReget  ift: 

—        &        —       88        _  AA 
X  ~  /i  -  f%  ~  88  -  86  —  44' 

3)em  Sewenben  empfehlen  mir,  ntdfjt  me$amf$  nadj  obiger  gormel 
ben  SBert  ber  Unbcfanntcn  ju  beregnen,  fonbern  bie  Stuflöfung  in  Motten 
ju  liefern,  wie  in  btn  ©eiftrielen  l)  unb  2)  gezeigt  ift. 

(Befd&td&tlid&e*.  5)a3  SBerfalpen,  t>on  einem  falfd&en  Stnfafc  aus» 
ftugetjen  unb  ben  geiler  nachträglich  ju  Berichtigen,  war  juerfk  bei  ben 
alten  Ägyptern  in  ®eBraud&.  SBci  ben  3ftbern  begegnet  un3  biefe  SRedfjnung 
als  Bewußte,  auägeBilbete  SJtetljobe.  3)ie  9fred&nung  mit  swei  falfdfjen  2tn* 
nahmen  gehörte  audfj  Bei  ben  alten  Arabern  jur  Seit  Sftoljammeb  ben 
SRufaS  „tum  ©runbftocte  matljematifdjer  SSBa^r^eiten".  &raBtfdf)e  Sil* 
geBraifer  föreiBen  bie  ©rjtnbung  ber  gfalfired&nung  ben  ®eleljrten  ber 
Snber  ju.  S)ie  Araber  nennen  ba*  Jöerfa^ren  „Ate  gel  ber  %toti 
Sfeljler"  unb  „SRetljobe  ber  SBagfdjjalen"  (fcegula  lancium). 
filtere  ift  t>on  3Bn  SllBannä,  b.  %  ©o$n  be*  »oumeifter*,  (geb.  1252 
ober  1257  in  äRaroffo)  in  Ijoljem  3Ra|e  auSgeBtlbet  worben.  ®in  beweis 
für  bie  fltidfjtigfeit  be8  J8erfal)ren8  würbe  bagegen  Weber  Don  einem 
inbifd&en  nodf)  Don  einem  arabifd&en  SRatljematifer  gegeben. 
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«Innungen  erpen  toxabtz  mit  mehreren  unbekannten. 

§  97.     Segriff   mtb   ßigenfötften   eines   Stents   linearer 
©leidjungen. 

3)ie  Slormatform  einer  ®leid)ung  erften  ©rabeg  mit 
mehreren  Unbefannten  ift: 

an  +  &y  +  cz  + =  i , 

in   toet^er   bie   3^^c^  x*  Vt  * unbefannte   unb   bic 

fioeffijienten  a,  l,  c fotme  ba3  Slbfo(utg(ieb  Je  gegebene 

Balten  bejeidfjnen.  3ft  in  einem  befonbern  gatte  &  =  0,  fo 
ljeifct  aorfteljenbe  ©leid^ung  homogen,  kommen  in  einer 
©leid&ung  mehrere  nnbefannte  ©röfjen  öor,  fo  !ann  man  jtnar 
ben  SBert  jcber  Unbefannten  inbejug  auf  bie  anbern  auSbrücfen; 
aber  ba  f)ier  bie  SBerte  ber  Unbefannten  üoneinanber  abhängig 
finb,  ober,  ttrie  man  fidfj  ttriffenfdfjafttid)  auSjubrücfen  pflegt,  bie 
eine  Unbefannte  eine  gunftion  aller  übrigen  ift,  fo  ift  ber 
gefunbene  SBert  unbeftimmt.    @8  fei  j.  89.  bie  @leid)ung: 

5x  +  3y  =  13 
gegeben.    Söfen  ttrir  biefelbe  nadf)  x  auf,  fo  erhalten  ttrir: 

13  -  3y 

x 5 

©er  gefunbene  SBert  für  x  ift  aber  unbeftimmt,  weit  tt>ir 
ben  Sßert  ber  Unbefannten  y  nicf)t  fennen.  Stemmen  ttrir  l)in= 
gegen  für  y  einen  ttrillf  Urtieren  SBert  an,  fefcen  j.  33.: 

y  =  0,       y  =  l,       y  =  3, 
fo  folgt: 

*  — 2|,        x  =  2f       a=l£- 

SBie  man  erfieljt,  aertuanbett  fic§  bie  öorgelegte  ©lei^ung  burdi 
beliebig  getoät)tte  SBerte  für  y  unb  ben  jebeSmal  beregneten 
für  x  ftets  in  eine  ibentifdje.  (Sine  ©teidfjung  mit  jtoei  unb 
mehreren  Unbefannten  t)at  batjer  unenbftdfj  triete  Söfungen  unb 
ttrirb  eine  unbeftimmte  ober  biop^antifd^e*)  ©teidfjung 

*)  $)iop!jantu8,  ein  Berühmter  9ttatl)ematiter  beä  Altertum», 
geworben  um  350  n.  ®fjr.,  $at  fid&  Diel  mit  imbefttmmten  Gleichungen 


Digitized  by 


Google 


§  97.  SBegriff  unb  @tg,enfd)aften  eines  ©tyftemS  lineorer  (Sletdjungen.    309 

genannt.  @8  lenktet  ein,  baft  eine  ©teid&ung  mit  jfcei  Un- 
befannten  nidf)t  genügt,  um  mit  ?tu8fdfjtuf$  ttriüfürlid&er  2ln= 
nahmen,  atfo  burdf)  ftrengc  9ledf)nung  für  jebe  Unbefannte  nur 
einen  beftimmten  Qa^Untottt  ju  finben.  Qu  biefem  Qtotde 
muft  trietmeljr  eine  jtoeite  @leidf)ung  gegeben  fein,  bie  beftimmte 
(Sigenfd&aften  erfüllt.  Um  überhaupt  bie  SBerte  *>on  n  Un- 
befannten  beftimmt  ermitteln  ju  fönnen,  finb  ebenfo  biete 
@letd)ungen  erforberticl).  3Ref)rere  jufammengef)örige  ©leidfj= 
ungen  Ijeifcen  ein  ©Aftern  öon  Gleichungen. 

@in  ©teidfjungSftyftem  auflöfen  §eif$t,  bie  beftimmten 
SBerte  ber  Unbefonnten  finben,  toel^e  jcbe  ber  gegebenen 
©leid&ungen  in  eine  tbentifd&e  öertoanbett.  ©inb  j.  93.  bie 
©leid&ungen: 

x  +  2y  =  9     unb     2a?  +  3y  =  16 

gegeben,  fo  genügen  biefem  ©tjftem  nur  bie  SBerte: 

x  =  5  unb  y  =  2 , 
»eil  nur  burdfj  (Sinfefcung  biefer  Sagten  jebe  ©leidfjung  in  eine 
ibentifdfje  übergebt.  3ur  Sfafftnbung  ber  beftimmten  ßaljten* 
toerte  ber  Unbefannten  finb  an  baS  ©leidfjungSfoftem  gettriffe 
Slnforberungen  ju  ftetten.  $>te  n  gegebenen  @leidf)ungen  mit 
n  Unbefannten  muffen  a)  aoneinanber  unabhängig  fein, 
unb  b)  leine  ©leidfjung  barf  einer  anbern  ttriberfprecljen. 
®leid)ungen  Reißen  unabhängig,  toenn  fie  au8  anbern  burdE) 
aritfimetifcfje  Umformungen  nidfjt  hergeleitet  »erben  fönnen- 
®a8  ©teidjungSf  Aftern: 

2x  +    5y—    3*  =    7 
x  —  13y  +  10*  =    3 

\Zx—  8y+  7  z  =  10, 
muß  ate  unbrauchbar  jur  Sluflöfung  öertoorfen  »erben,  ba  bie 
erfte  ©leidfjung  ba%  (SrgebniS  ber  ©ubtraftion  ber  jtoeiten 
®leid)ung  öon  ber  britten  ift.  ©ntf:pridf)t  ein  @leid)ung§ft}ftem 
ben  t)or!jin  angegebenen  Slnforberungen,  fo  laffen  ftdfj  allemal  bie 
SBerte  ber  Unbefannten  burd)  ftrenge  2luflöfung3metf)oben  finben. 

Befdjftftigt,  unb  üjnt  &u  (£tjren  nennt  man  bie  unBeftimmten  ©letdjungen 
audj  bio^antifd^e. 
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§  98.    Scidjttmfdjc  Sorftcflung  ber  Sofungcn  einet  linearen 
©leidjung  Jtoifdjen  jtoci  tlnbclomttcn.*) 

SÄan  nennt  bie  Sohlen  für  x  unb  y,  toeldje  eine  toor* 
gelegte  ©letc^uttg  in  eine  ibentifdje  benoanbeln,  jufammen* 
gehörige  SBerte  nnb  jebe8  jufammengeljörtge  SBertepaar  eine 
Söfung  ber  ©leidjung.  Seber  ©leidjung  mit  jtoei  ttnbefannten 
genügen  unjä^Iig  iriele  Jßöfungen.  $>iefelben  »erben  erhalten, 
tpenn  man  eine  gegebene  ©leidjung  inbejug  auf  eine  Unbefannte, 
etoa  y,  auf  (oft,  in  bem  erhaltenen  Stuäbtucf  an  ©teile  t>on  s 
einen  Beliebigen  3a^e^^e^  fe^t  nnb  Ijiernad)  y  beregnet.  (£3 
fei  bie  ©leidjung: 

3x  —  2y  —  6,    alfo    y  =  3(\x  —  1) 
gegeben,    ©efct  man: 

*=      0,         1,      2,    3,     -4,    5,      6, 

fo  nrirb: 

y  =  -3,    -1±,    0,     lf     3,    4±,    6,  ....  .  - 


Um  nun  fotwrfjl  bie  uneublidje  Slnja^l  *>on  Söfungen 
ber  öorfte^enben  (Steigung  als  aud)  bie  gegenfettige  31  b= 
pngigfeit  ber  Unbekannten  ju  öerfinnlid)en,  öerfüljrt  man 
auf  folgenbe  SBeife. 

SRan  jeidjnet  (gig.  31)  burdj  einen  feften  Sßunft  0  jtoei 
fid}  red(tttmtfelig  fdjneibenbe  ©eraben,  XXX  unb  YYlf  bie  man 
nadj  jeber  ©eite  Ijin  als  unbegrenzt  annimmt.  3n  jeber 
©eraben   unterfdjeibet   man   eine  pofittoe   unb   eine  negative 

•)  Über  ben  bibafttfdjen  SBert  beS  Ijier  bezauberten  ©egenftonbeS 
äußert  fid}  ©ulmann  in  feiner  ©djrift  „$ie  gra^ifdje  ©tati!" 
(2.  Auflage):  „@3  liegt  nid^t  im  Stoede  biefe&  SBerteS,  bie  Xljeorie  ber 
Gleichungen  grapljtfd)  toeiter  $u  entnricleln,  allein  e3  toürbe  ha»  S$er  = 
ftänbniS  berfelben  gettiß  ungemein  erteiltem,  wenn  man  bie  auftraten 
8atytoer$&Itniffe  burdj  8eidjuung  barfteflen  unb  erläutern  würbe".  — 
$aud  fogt:  „Sei  ber  (Snttoidelung  ber  Xljeorie  ber  ©letdjungen  totrb 
niemanb  biefe&  toertöofle  8eranfdjauli($ung3mittel  unbenufrt  laffen".  — 
Sterling  f treibt:  „$ie  ^ufnafpne  ber  gra^ifc^en  3)arpeKung  ift  afö 
eine  toertöotte  Beigabe  banlenb  ^injune^men".  (8ettfdjrtft  für  matlj. 
Unterricht,  XII.  galjrg.  ©eite  342  nnb  869.) 
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#älfte-  ©efct  man  bie  SRid&tuug  OX  red^tö  t>on  0  al8  bic 
pofittoc  feft,  fo  iratfj  man  bie  entgegengefefcte  OXj  ate  negatiö 
besetdjnen,  unb  nimmt  man  bie  Stiftung  0  Y  oberhalb  XXX 
als  pofitib  an,  f o  mufc  man  notoenbtg  bie  §aftad)fe  0  Ft  atB 
negatto  anfeljen.    (SRan  aergteidfje  §§  29  unb  38.) 

SMe  SBSertc  ber  Unbefannten  #  werben  öerfumüdjt,  inbem 
man  nad(  einer  beftimmten  Längeneinheit  bie  biefen  ßatym 
entfpredjenben  Sängen  anf  ber  Steife  XXt  öom  SRuttpunft  aus 
abträgt,  nnb  jtoar  bie  pofitfoen  SBerte  auf  ber  pofittoeu  unb 
bie  negativen  auf  ber  anbern  §ätftc    2Ran  nennt  baljer  bie 

2ftg.  »1. 


©erabe  XXt  bie  X*&djfe,  unb  ba  bie  Slbfc^mtte  auf  berfelben, 
toetdje  bie  SBerte  öon  x  öeranfdjauüd)en,  Stbfciffen  ^ciftci^  fo 
füljrt  bie  -X>ätätfe  aud)  ben  Stamen  Sbfciffenadjfe.  Um  ben 
SBert  für  y  jeidjnerifdfj  bar juftetten,  ber  einem  beftimmten  SBert 
für  x  jugeorbnet  ift,  errichte  man  im  ©nbjmnft  bteftr  Äbfeiffe  x 
bie  ©entrechte,  beren  Sänge  bem  gaftfentoert  für  y  eutfpridjt 
Obigen  gejifefcungen  infolge  fallen  bie  ©tredten  für  alle  poft* 
tioen  SBerte  uon  y  oberhalb,  bagegen  bie  negativen  unterhalb 
ber  X*2ld)fe.    S)ie  Sote,  toeldje  jur  Serfinnlid&ung  ber  SBerte 
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öon  y  bienen,  Reiften  Drbinaten,  fie  »erben  nad)  iljrer  Sage 
in  pofittoe  nnb  negative  unterfd)ieben.  3Ran  nennt  bie  SWjfe 
YYlt  toeld^e  mit  ber  Drbinaten*3tid)tung  parallel  gesogen  tft, 
Drbinatenadjfe.  gür  alle  Sßunfte  ber  Slbfciffenadjfe  ift  bie 
Drbinate  gleich  SKutt,  unb  in  jcbeut  fünfte  ber  Drbinatenad)fe 
ift  x  =  0.  ©tatt  bie  Drbinaten  unmittelbar  an  it)re  Slbfciffen 
anzutragen,  fann  man  bie  SBerte  für  y  aud)  auf  ber  ©eraben 
YYX  abtragen,  burdj  ben  erhaltenen  Sßunft  bie  parallele  jur 
X*2ld)fe  unb  au$  bem  @nbpunft  ber  jugef)örigen  Stbfciffe  bie 
parallele  jur  Drbinatenadrfe  jieljen ,  ber  ©djnittyunft  beiber 
parallelen  giebt  bie  Sage  be3  fünftes  für  y  genau  an.  Sßeil 
man  alle  SBerte  für  y  auf  ber  ©eraben  YYX  abtragen  fann, 
fo  nennt  man  biefe  aud)  r^djfe.  Slbfctffe  unb  Drbinate 
führen  ben  gemeinfdjaftlidien  SKamen  „Äoorbinaten"  unb  bie 
beiben  Stufen  bie  Benennung  Äoorbinatenadjfen.  3)er 
lederen  gemeinfdjaftfidjer  $unft  0  Reifet  ber  Stnfang  ober 
Urfprung  ber  Äoorbinaten,  Ijier  finb  Slbfctffc  unb  Drbinate 
gleich  SRulI. 

3n  öorfteljenber  ßeid^ttung  t>erfinnltd)t  Sßunft  G  bie  Söfung 

x 2,        y  =  —  6, 

*ßunft  C  ba8  SBertepaar 

x  =  4,       y  =  3 
unb  enblid)  Sßunft  E  bie  Söfung 

x  =  6,        y  =  6 

ber  vorgelegten  ©leidjung 

3x  —  2y  =  6. 

Scbe  Söfung  ber  lefcteren,  überhaupt  jcber  linearen 
©leidjung  jtoifdjen  jtoei  Unbelannten,  Wirb  burdj  einen 
Sßunft  öerfinnlidjt,  beffen  Slbfciffe  unb  Drbinate  ben 
jufammengetjörigen  SBerten  öon  x  unb  y  gleidj  finb. 
S)enft  man  fidj  für  alle  (reellen)  l&afyUxi  &er  tetoti&en  &°$m* 
reilje  (§  58)  öon  x  bie  jugeljörigen  SBerte  für  y  beregnet  unb 
bie  entfpredjenben  fünfte  in  ber  ©bene  jeidjnerifdj  bargeftellt, 
fo  liegen  biefe  Silber  nidjt  getrennt,  fonbern  fie  fliegen  tütfenloS 
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ineinanber  über  unb  bilbett  eine  gerabe  Sinie.*)  ®ie  unjäljüg 
Dielen  Söfungen  jeber  Steigung  t>on  ber  gorm: 

ax  +  by  +  c  =  0     ober     y  =  ax  +  6 

formen  alfo  räumlidf)  miteinattber  t>erbunben  unb  burdf)  eine 
©erabe  t>erfinnlidf)t  toerben.  2Bir  finb  fomit  jur  Slnfftettung 
beS  folgenben  Set)rfa|e8  berechtigt: 

8e|tfa^:  3ebe  ©leicljung  erften  ®rabe8  jmifdOen 
jtoei  Unbefannten  lann  burdE)  eine  beftimmte  ©erabe 
bilbltdf)  bargeftellt  toerben. 

äßcm  nennt  ba^er  bie  SKormalform  einer  linearen  ©leicljung 
jtorifcljen  x  unb  y,  alfo  bie  ©leicljung: 

an  +  by  +  c  =  0     ober     y  =  ax  +  b , 

bie  ®lcid)ung  ber  (Seraben.**)  2)a  jebe  ©erabe  burdfj  #oei 
fefte  fünfte  ooQftänbig  beftimmt  tft,  fo  finbet  man  ba$  SBiXb 
einer  vorgelegten  ©leicljung,  toenn  man  für  jwei  Söfungen  bie. 
fünfte  fud^t  unb  burdf)  biefe  bie  ©erabe  jieljt.  S)er  ©infacljtjeit 
toegen  pflegt  man  bie  jtoei  fünfte  feftjuftetten,  in  toeld&en  bie 
gefugte  ©erabe  bie  Stdjfen  fd&neibet.  ®ie  Sinie  l(at  ftetö  mit 
jebcr  Steife  einen  Sßunft  gemeinfam,  toenn  bie  2Berte  ber  83ucljs 
ftaben  a,  b  unb  c  in  ber  ©leicljung  t>on  SKutt  öerf Rieben  finb. 
SSeifpiel.  ©egeben  fei  bie  ©leidjung: 
2z  — y  +  4~0, 
man  foD  bie  bilbliclje  ®arfteüung  berfelben  finben. 

Stuflöfung.  3Ran  ertoage,  baft  bie  Drbinaten  aller 
fünfte  ber  X*Std(jfe  gleich  SRull  finb.    gür  bie  Stbfciffe  be$ 


*)  3n  nnferer  8eid&nung  »erhält  fld): 
AB:  AD  ^BC:  DE    unb    AO:AF=OH:FG. 
$iefe  Proportionen  lönmn  ber  Äonftruftion  getnäfc  nur  unter  ber  93e= 
bingung  befreien,  baß  Sfteieä: 

ABC ~  ADE    unb    AOH~AFG, 
b.  i.  bie  burd&  bie  fünfte  O,  H,  A,  C  unb  E  gezogene  Sinie  gerabe  ift. 
**)  9Äan  öergleid&e  bie  erfte  gufjnote  ©eite  267. 
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®df>nitt|)unlte3  bcr  gefugten  ©eraben  utufi  alfo  y  =  0  fein. 
Um  biefe  äbfciffe  ju  finben,  fe|t  man  ba^cr  y  —  0  unb  fud&t 
aus  ber  ®Ieidjung  2a;  +  4  —  0  ben  SBcrt  für  x;  man  fittbct 
*  =  —  2.  ©a  für  alle  Sßunlte  ber  Fsäcjjfe  s  —  0  tft,  fo 
fcfec  man  jur  SBeftimmung  be3  ©d^nittpunfte«  ber  (Seraben  mit 
ber  Drbinatenad&fe  in  ber  gegebenen  ®letd>ung  x  —  0.  Äu8 
— y+4=0  folgt  y  =  4.  Xrfigt  man  bie  9C6fctffe  a?=  — 2 
unb  bie  Drbtnate  y  —  4  öom  »nfangSpunlt  au8  ab  unb  jteljt 
burd^  bie  erhaltenen  fünfte  bie  ©erabe,  fo  tft  biefe  ba$  SBitb 
ber  vorgelegten  ©teid&ung. 

©ef  mbere  ftafle.  JBetradjten  ttrir  jefct  bie  3fäHe,  in  toetcJjen 
bie  3ct$cn  a,  b  unb  c  einjeln  unb  jtoei*)  berfetben  t>on  fltatt 
öerfdfjiebene  SBerte  bejeid&nen. 

1)  @8  fei  a  =  0,  fo  get)t  bie  SRormalgtei^ung: 

ax  +  6y  +  c  =  0 
in  bie  folgenbe  über: 

1)    by  +  c  —  0 ,    toorauS  folgt    y  =  —  |  • 
5E)ie  ©leidfjung  1)  toirb  burdf)  eine  ©erabe  öerfinnßd&t,  bie  im 
«bftanbe  -  J  mit  ber  X*%äj\i  fraßet  tfiuft.    @o  j.  85.  ift 

bie  bitblidfje  S)arfteHung  ber  ©leid&ung  2y  +  4  =  0  bie  gerabe 
Sinie,  welche  im  Slbftanbe  t>on  2  Sängen  unterhalb  ber  Z^Äc^fe 
mit  biefer  parallele  Stiftung  l)at. 

2)  3ft  gleichzeitig  a  =  0  unb  c  —  0,  fo  l)at  bie  ©teidfjung 
bie  gorm: 

2)    6y  =  0;    alfo    y  =  0. 

S)er  ©leicljung  2)  entfpridjt  eine  ©erabe,  toetclje  mit  ber  Äbfciffen* 
acljfe  jufammenfäDt,  b.  §.  biefe  «d&fe  felbft.  ©ie  ©teidfjung  ber 
Z^ife  ijeifjt  alfo  y  =  0. 

3)  #at  b  ben  SBert  Kuß,  fo  t>ertoanbeft  ffa$  bie  Sfomnal* 
form  in  folgenbe: 


*)  a  unb  b  bütfcn  nid&t  augletd)  ben  SBert  0  annehmen ,  totil  ba« 
butd)  beibe  Unbetonnteu  au*  ber  (SHetdjung  berfd&mtnben  toürben. 
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c 


3)    a#  +  c  =  0;     mithin     x  = 


a 


2)a8  SBilb  biefer  ©leidfjung  ift  bie  ©erabe,  toetdfje  mit  ber 
r*8tdf>fe  im  Stbftanbe  —  ^  parallel  geljt.  Sßirb  jugleidf)  audfj 
c  =  0,  fo  entfielt: 

4)    ax  =  0,     alfo    #  =  £  =  0. 

3>icfe  ©tetdjung  bejeidjnet  bic  r=Std(jfe. 

5)  SBenn  ferner  c  =  0  ift,  f o  erhält  bic  SKormalgleidfjmtg 
bie  gorrn: 

5)    ax  +  by  =  0, 

foetdjer  bie  SBerte  #  =  0  unb  y  =  0  genügen.  ©leicljung  5) 
§at  jum  Silbe  eine  ©erabe,  toeld^e  burd)  ben  StnfangSpunft 
ber  Soorbinaten  geljt. 

SBeifpieL    ©egeben: 

2x  +  y  =  0. 
©e$t  man  x  —  —  1 ,  fo  wirb   y  =  2  utib  für  #  =  —  2 
tnirb  y  =  4.    ©teilt  matt  bie  Sßunfte,  toetöje  biefe  Äoorbinaten 
erfüllen,  bar,  unb  jieljt  bie  ©erabe,  fo  fie^t  man,  bafc  biefelbe 
burdj  ben  änfangSpunft  ge^t. 

3)ie  äeidjnerifdje  $)arfteßung  ber  ©teidjungen  liefert  ferner 
ein  anfcljaultcljeS  33ilb  ber  gegenfeitigen  Slbljängigfeit  ber  Un* 
befannten.  3n  gtgur  31  fteigt  bie  ©erabe  ÄE  nadj  redjt« 
unb  man  fieljt  beutlidj,  toie  ba8  2Bad)fen  ber  Stbfciffe  x  audf) 
ein  3ttne^men  ber  Drbinaten  jur  (Jolge  Ijat.  SBenn  bagegen 
bie  ©erabe  nad)  redfjtS  faßt,  fo  nehmen  bie  $bfciffen  ju, 
toöljrenb  bie  juge^örigen  Drbinaten  Meiner  »erben,  ©teigt  bie 
Sinie  nadj)  tinf8,  fo  nehmen  bie  Slbfciffen  ab,  toaljrenb  bie  Orbi* 
tiaten  toad&fen,  unb  fällt  bie  ©erabe  nadj  lütfS,  fo  nehmen  bie 
ftoorbinaten  ab*),  ttrie  bie  Sinie  EG  (fjig.  31)  anfdfjaulidjj  jetgt. 


*)  $er  ßemenbe  toergegentoftrtige  ftd&  ben  Straft  öon  §  32. 
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§  99.    8Rei|ibett  jur  «ttflSfang  eine»  @t|fletttS  einfadjer 
©leidjungcu. 

S)a§  ©erfahren,  ein  ©leid&ungSfijftem  mit  n  Unbefannten 
aufjulöfen,  befteljt  barin,  ba|  man  burdfj  SSerbinbung  ber 
gegebenen  ®leidf)ungen  nadfj  wnb  naclj  bie  einzelnen  Unbefannten 
beseitigt,  bis  man  fdfjlieftlidf)  eine  ©letd&ung  mit  nnr  einer 
Unbefannten  erljält.  S)ieje  ©leid&ung  wirb  aisbann  nad)  ben 
für  bie  ®leid()Mtgen  mit  einer  Unbefannten  gegebenen  Siegeln 
aufgelöft.  @ine  Unbefannte  ans  einem  ©ijftem  toegfd&affen, 
Ijeifct  biefelbe  eliminieren*),  unb  bie  Snbgleid&mtg,  in  toetdfjer 
burdf)  ©limination  nnr  eine  unbefannte  (Sröfte  öorfommt,  tnirb 
SliminationSgleicIjung  genannt.  3)ie  ©limination  ber  Un* 
befannten  läftt  fidfj  burclj  öerfd&iebene  SRet^oben  erreichen,  welche 
man  @limination8metf(oben  nennt.  3)a  baS  SSerfafiren  bei 
(Sleid&ungSfijftemen  mit  metjr  als  jtnei  Unbefannten  nur  mehrere 
3Rale  angetnenbet  wirb,  jo  jeigen  mir  bie  t>erfd(jiebenen  aRetljoben 
ber  Sluftöfung  an  einem  ©Aftern  aus  jttei  einfachen  ©leic^ungen. 

I.    jpie  gu>Mti<m#-  ntib  *&nbtvaktion#'  (jenglifd}*) 

3Ran  bringe  baS  gegebene  ©leid&ungSfoftem  junäd^ft  auf 
bie  ÜRormalform: 

{ax  -f-  by  =  c 
a^  +  b^y^c^ 

falls  es  in  bicfcr  gorm  nidfjt  bereits  erfdfjeint.    S)a8  einfad^fte 
unb  Ijäufig  twrfommenbe  ©ijftem  ift: 

(x  +  y  =  a 

\x  —  y  =  b. 

Sluflöfung.  Um  ben  2Bert  für  x  ju  fhtben,  abbiere 
man  bie  beiben  (Steigungen,  fo  entfielt: 

2x  =  a  +  b ;    folglich    x  =  £(a  +  6). 

*)  9tad>  @ulet  (1707  —  1783)  aus  »afel,  SWot^emotilet  in 
@t.  Petersburg. 
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Subtrahiert  bie  jtoeite  ©leicljung  t>on  ber  erften,  fo  erhält  man: 

2y  =  a  —  b ;  mithin  y  «=  fc(a  —  6). 
©iefe  SBcrte  ber  Unbefannten  finb  für  bie  Slufföfung  ber 
quabratifdf>en  ©(eidfjungen  mit  itoei  unbefannten  ©röften  tootjt 
ju  merfen.  2Bie  lauten  bie  gegebenen  ©teidfjungen  unb  bie 
(Srgebniffe  in  ber  2BortfpradE)e?  Sinb  bie  Stoeffijienten  t>on 
x  unb  y  in  ber  einen  (Steigung  ben  gaftoren  t>on  y  unb  x 
ber  anbern  gtetc^ ,  fo  !ann  man  ba3  ©Aftern  auf  ba8  t>or= 
ftetyenbe  äurücffüljren,  j.  89.: 

©egeben:  (12s  +    7y  =  69 

1  7s+12y  =  64. 
S)urclj  Slbbition  beiber  ©teidjungen  entfielt: 

19(s  +  y)  =  133,    alfo    x  +  y  =  l. 
3)ie  Subtraftion  ber  ©teidfjungen  Kefert: 

b(x  —  y)  =  5 ,    mithin    #  —  y  =  1 . 
2>urclj  eine  jtoedmäfcige  SSerbinbung  mancher  Sijfteme  fann 
man  bie  Summe  ober  bie  ©ifferenj  ber  Unbekannten  ableiten, 


1)  87s  +  45y  =  480 

2)  79s  +  53y 


=  4801 
=  448] 


Subtrahiert  giebt: 

8(s-y)  =  32 
x  —  y  =  4. 

5)iefe  ©leicljung  mit  45  mut 

tipßjiert    unb    bie    erhaltene 

©(eidf>ung  ju  1)  abbiert,  Kefert: 

34^=170;  x=b  u.  f.  to. 


1) 

2) 


95s  +  81y< 
46s  +  39y 


433 1 
209 


S)ie  2)  ©leidjung  mit  2  mutti= 
pKjiert  unb  bie  neue  ©teidfjung 
Don  1)  fubtraljiert,  Kefert: 
3(s  +  y)  =  15;  x  +  y  =  b. 
2Rulti:pK}iert  man  lefctere 
©leidjung  mit  39  unb  fufc 
tradiert  bie  neue  ©leidjung 
Don  2),  fo  entfielt: 
Ix  =14;    x  =  2  u.  f.». 

2)a8  allgemeine  SBerfaljren,  ein  auf  bie  Sftormafform  ge- 
brachtes Softem  aufeutöfen,  befielt  barin,  bafc  man  äunädfjft 
bie  Äoeffijienten  ber  ju  etiminierenben  Unbefannten 
gfeiclj  grofc  mad)t,  unb  bie  neuen  ©leid^ungen  burdfj  Äbbition 
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ober  ©ubtraltion  öerbtnbet,  je  nacljbem  bie  Äoefftjienten  etrt- 
gegengefe$te  ober  gleite  SSorjeid&en  Ijaben.  2)aburd()  entfielt 
eine  (gliminationSgleidfjung,  bereu  Stuflöfung  befcnnt  ift.  Um 
bei  Vorbereitung  ber  Elimination  mit  ben  ßeinften  &<ä)hn  ju 
redjnen,  mutttyltjiere  mau  bie  gegebenen  ©leidfjungen  mit  folgen 
tJaltoren,  baft  bie  fortjufdjaffenbett  Unbelannten  ba8  fleinfie 
gemeinfdfjafttidfje  SBietfad^e  (§  66)  al8  Äoefftjienten  erhalten. 
3u  befonberen  gäUen  ift  e$  jtoeclmäfcig,  eine  gegebene  ©teidfjung 
burdf)  einen  beftimmten  galtor  ju  bitribieren. 
Söcifpiel.    ©egeben  fei  ba8  ©Aftern: 

1)  17a- 36y  =    98 

2)  11*  +  90^  =  290. 

Sluflöfung.  2)a8  fleinfte  »ielfad&e  ber  toeffi}ienten  36 
unb  90  ift  4  •  5  •  9  =  180.  2Äulttylijiert  man  (Steigung  1) 
mit  5,  bie  jtoeite  mit  2  unb  abbiert  bie  erhaltenen  ©leidfjungen, 
fo  entfteljt: 

107*  =  1070;    folglich    a:=10. 

Um  x  ju  eliminieren,  multipliziere  man  bie  erfte  ®lridjung  mit 
11,  bie  jtoeite  mit  17  unb  fubtraljiere  bie  neuen  ©leidjungen, 
fo  ergiebt  fidj: 

1926y  —  3852;    alfo    y  =  2. 

«bgelurjte  Wttflofung.  3)ie  Söfung  mm  ©fernen  (be= 
fonber«  mit  2  Unbelannten) ,  toeldfje  feine  großen  ßatjlen  ent* 
Ratten,  fann  baburclj  toefentlidf)  abgefürjt  »erben,  baft  man  nicljt 
fämtliclje  Umformungen  unb  SSerbinbungen  ber  ©letd^ungen  an= 
fcljreibt,  fonbern  bie  Nebenarbeiten  ganj  ober  jum  Seil  im 
Äopfe  ausführt. 

Söeifpiel.    ©egeben: 

1)  9*  +  7y  =  lll 

2)  6x  —  hy  =    45. 

»erfahren:  SDtan  fefce  bie  galtoren,  mit  welchen  bie 
©leid&ungen  5ur  Sfortfdfjaffung  ber  Unbelannten  y  multtylijiert 
werben  muffen,  redfjts  neben  bie  ©leidfjungen.    2>a  y  fortfällt, 
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fo  fommt  biefe  ©röfce  jur  SSeredjnung  be8  2Berte8  t>on  a;  nidjt 
inbetracfjt.  S)en  Sßcrt  ber  Unbefannten  fd^reibe  man  in  SSrudfc 
form  fofort  $in.  ©er  Sö^et  be8  89rttd)e8  befielt  aus  bcn 
Sßrobuften  bcr  S^Ien  auf  ber  regten  ©eite  ber  Steigungen, 
ber  Kenner  enthält  bie  Sßrobufte  aus  bett  Äoefftjienten  t>on  x 
unb  ben  entforedjeuben  gaftoren.  ®a8  ©d&ema  ber  «uftöfung 
fie^t  fo  aus: 


10. 


y 

1) 

9* 

+  7y- 

111 

5 

2) 

6* 

-5y  = 

45 

7 

5-111  +  7-45 

5-9  +  7-6 


970 
97 


Um  x  ju  eliminieren,  fatm  matt  ©tetdjung  1)  mit  2, 
©leidjung  2)  mit  3  mutti|rfi§ieren  unb  hierauf  bie  entftattbetten 
®letd)ungen  fubtraljieren.  S)er  ©teidjförmigfeit  be8  S$erfal)rett$ 
toegen  empfiehlt  t&  ftdj,  bie  gaftoren  fo  ju  toasten,  ba§  ftcts 
ettte  Äbbitiott  ber  ©leidjungen  jur  (Elimination  ber  Un= 
befannten  füljrt.  ©aljer  multtylijiere  man  bie  erfte  ©teidjung 
mit  2,  bie  jtoeite  mit  (—3)  unb  abbiere  bie  neuen  ©leid&ungen. 
@o  ergiebt  fidj  folgenbe  Storftellung: 


1)  9a:  +  7y  =  lll 

2)  6s  — 5y  =   45 


x 


2 
-3 


_  222  —  135         87  _  q 
y  —    14+15    =  29  —  6* 

2>oä  fcottftänbige  abgefürjte  SBerfaljren  für  bie  Äuflöfung 
eines  ©Aftern«  mit  jtoei  Unbefonnten  ift  au8  folgenbem  ©djema 
erfidjtlidj: 


1)  20a;  +  9y  —  136 

2)  15a?  —  4y  =    59 


x 


3 
—  4 


y  = 


4-136  +  9-59 
80  +  135 
136  —  4  -  59 
27  +  16 


_107ö_5 
—  215  —  °- 

172  - 
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(Segeben  fei  ba§  tiorige  Stiftern.  9Kan  löfe  eine  ©leidfjung 
nadE)  einer  Unbekannten  anf  unb  fefce  ober  fubftituiere  ben  er* 
Ijaltenen  StuSbrucf*)  an  ©teile  biefer  Unbefannten  in  bie  anbere 
(Sleidjung,  moburdf)  biefe  fiel)  in  eine  ffiliminationSgleicljttng  öer= 
toanbelt.    ©o  folgt  j.  85.  auä  ©leicljung  1): 

16a?  —  59 

y 4 — 

S)iefen  SBcrt  ftatt  y  in  2)  eingefe|t,  liefert: 

20a;  +  9.16a?^69  =  136. 
hieraus  x  beftimmt,  liefert  x  =  5  unb  ba^er  ift: 

75  —  59         A 

®iefe  @limination8metljobe  fiiljrt  faft  burcljgängig  auf 
©teidjungen,  in  toeld&en  Quotienten  oorfommen,  unb  baljer  ift 
iljre  Stmoenbung  namentlich  bei  ©leidOungäfoftemen  mit  meljr 
als  jtoei  Unbefannten  mit  umftänblidjen  SRecljnungen  berfnityft. 
Sei  85enu|ung  biefer  ©erfaljrungSart  toirb  man  ben  SBert 
ber  jenigen  Unbefannten  aus  einer  ©leidjung  entaridfeln,  toetdfje 
ben  einfachen  StuSbrucf  liefert  unb  ben  fleinften  Soeffijienten 
Ijat.  S)ie  ©ubftitution3metf)ot>e  finbet  am  meiften  Sntoenbung 
jur  Stuflöfung  eines  ©ijftemS,  in  toeldfjem  bie  eine  t>om  erften 
unb  bie  anbere  turnt  j weiten  (Srabe  ift. 

III.  jpt*  Q$UUijTctinn£#~  &bev  &otmpavaH0tt*n%8tlj0b0. 

@8  fei  ttrieber  ba3  lefcte  ©Aftern  gegeben.  Soft  man  jebe 
ber  vorgelegten  ©leid&ungen  nadfj  einer  unb  berfelben  Un* 
befannten,  j.  85.  nadfj  x  auf,  fo  erhält  man 

auH)    x-1^*    unb  aus  2)     *-2-±^- 

©efcen  toir  biefe  SluSbrücfe  für  x  nad()  bem  3)  ©runbfafce, 

*)  Sfcad)  bem  ©runböeje&e:  SDfcan  batf  ©letdjeä  für  ©leidjeS 
fefcen  (Sinlettunö  13,  3). 
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(Sinleitung  13)  einanber  gleich,  fo  entfielt  bte  ®Kmtnation8= 
gleidjung  in  y: 

59  +  4«/         136  —  9y  ~ .  . 

3)rücft  man  aus  beiben  ©leidjungen  bie  SBerte  für  #  aus  unb 
Derbinbet  testete  burdj  ba8  ©leidjljeitSjeidjen,  fo  f(at  man: 

Ihx  —  69         136  — 20tf  c 

— 1 9 5      .«-5. 

2)a3  &orftef)enbe  33erfaf)ren  gut  Slimination  einer  Un= 
befannten  befielt  barin,  bafj  man  f ämtlidje  ©leid)ungen  be§ 
gegebenen  ©tjftemä  inbepg  auf  biefelbe  Unbe!annte  auftöft 
unb  bie  erhaltenen  StuSbrüdEe  als  gleidje  SBerte  berfelben  ©röfte 
einanber  gleidj  fefct,  tooburdj  man  eine  Sliminati  nSgleidjung 
für  bie  in  ben  StuSbrüdEen  enthaltene  Unbefannte  erhält.  SDiefe 
SluflöfungSart  ttrirb  ©leidjfejjunga*  ober  ®omparation3= 
metljobe  genannt.  ®er  S^eorie  nadj  feljr  einfach,  fü^rt  biefe 
2Ret^obe  in  ber  praftif  djen  Stntoenbung,  befonberS  bei  SCuf= 
löfung  t>on  ®teid)ung3ft}ftemen  mit  meljr  afe  jmei  Unbefannten, 
auf  weitläufige  SRedjnungen. 

IV.    jpt*  %$tct\q0b£  bsv  nnbefiimmten  &ocffi$ienien. 

3n  ber  Stlgebra  pflegt  man  Ijäufig  eine  allgemeine  QafyU 
gröfce,  beren  SBert  vorläufig  nodj  unbeftimmt  ift,  in  bie 
SRedjnung  einjufüljren  unb  mit  berfelben  fo  ju  operieren,  bafc 
fie  toeiterljin  einen  beftimmten  SBert  erhalt  2Rit  §ilfe  be3 
lefcteren  toerben  bann  bie  SBerte  anberer  Unbefannten  beftimmt, 
toeSljalb  bie  eingeführten  ©röften  SöeftimmungS*  ober  §ilfs= 
grölen  genannt  toerben.  ©ine  foldje  §itf8gröf$e  toirb  Ui  ber 
folgenben  äßetljobe  angetoenbet,  um  bie  Unbefannten  ju  eli* 
minieren. 

©egeben  fei  ba3  ©Aftern: 

1)  ax  +  by  =  c 

2)  atx  +  bxy  =  ct . 

Äuflöfung.  SKultiptijiert  man  ©leidjung  1)  mit  ber 
vorläufig  nodj  unbeftimmten  (fpäter  ju  beftimmenben)  ^üf8= 

@$filler,  «ritymettt.  21 
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gröfte  m,  abbicrt  ju  (fubtral)iert  \>on)  bcr  neuen  ©leidjung  bie 
jtoeite  unb  fefct  bie  Äoefftjienten  öon  x  unb  y  in  klammern, 
fo  entfielt  bie  fogenannte  9tefolt>ente*): 

3)  (<h  +  «*»)#  +  (&i  +  bm)y  =  cm  +  ct . 
2)iefe  (Sleidjung  f)at  btn  Sorjug,  bafc  man  aus  berfelben 
fotooljl  s  als  y  fogleidj  toegfd^affen  !ann.  ©oll  y  eliminiert 
toerben,  fo  fefee  man  btn  Äoeffijienten  biefer  Unbefannten  gleid) 
SKutt,  ba  ein  Sßrobuft  ju  SKulI  toirb,  toenn  ein  gaftor  beSfelben 
ben  SBert  SRulI  l|at  (§  40,  2).    fcann  bleibt: 

4)     («i  +  am)x  =  cm  +  cx . 
SluS  ber  SeftimmungSgleicljung: 

Jm  +  ^  —  0     folgt     m |. 

©efct  man  biefen  SBert  ftatt  m  in  (Steigung  4),  fo  öertoanbelt 
fidj  biefelbe  in  bie  (SüminationSgleidjung: 

5)     (a&x  —  axb)x  =  \c  —  lc1 . 
Um  bie  Unbelannte  x  aus  (Steigung  3)  ju  eliminieren,  fefce 
man  ben  Soeffijienten  öon  x  gleich  9tuH,  fo  bleibt  bie  (Steigung: 

6)     (&i  +  bm)y  =  cx-\-  cm. 
SRun  ergiebt  fidj  aus  ber  SebingungSgleic^ung: 

am  +  «1=0,         m  =  —  -  • 

liefen  SBert  an  ©teile  t>on  m  in  ©leidjung  6)  gefegt,  liefert 
bie  etiminationSgleidjung  in  y: 

7)  {abx  —  «i&)y  =  aci  —  <hc< 
S)iefe  SKet^obe  ttrirb  nad)  bem  SKamen  iljreS  (SrfmberS, 
eines  franjöfifdjen  3RatljematiferS,  Söejout'fcfye**)  ober  fdjledjt* 
toeg  franjöfifdje  SRetljobe  genannt.  S3ei  Sluflöfung  eines 
©tjftemS  öon  brei  (Steigungen  Ijat  man  jtoei  berfelben  mit 
^ilfSgröfcen  m  unb  n  ju  multiplisieren  unb  bie  erhaltenen 
(Sleidjungen  unb  bie  brüte  ju  abbieren.***)    Um  aus  biefer 

*)  $iefe  ©eaeidjnung  iftöon  (guter  in  bie  SHgebra  eingeführt  »orben. 
**)  »äjout  $at  biefe  SRetljobe  1760  öeröffentlid&t 
***)  9Äan  lann  bie  britte  ©leid&ung  aud)  öon  ber  ©utnme  ber  anbem 
Gleichungen  fnbtraljieren. 
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neuen  (Sleidjung  mit  einem  aRale  jroei  Unbefannten  ju  eli- 
minieren, fe$e  man  i^rc  SJoefftjienten  gleich  ÜRutt  unb  ermittele 
aus  biefen  SebingungSgleidjungen  bie  SBerte  für  m  unb  w. 
©e|t  man  biefe  für  bie  #ilf3gröfcen  in  bie  Stefofoente,  fo  geljt 
lefctere  in  bie  (SliminationSgleidjung  ber  britten  Unbefannten  über. 
SBeldjeS  SSerfa^ren  bon  ben  erläuterten  @ümination3* 
metljoben  am  fdjnellften  jum  QkU  füt)rt,  bleibt  in  iebem  ein- 
jelnen  gatte  bem  Urteile  be8  9tec§nera  übertaffen.  3n  ber 
SßrajiS  entttricfelt  man  bie  SBerte  ber  Unbefannten  eüteä  ©tj* 
ftemS  fetten  nadj  einer  3Retljobe,  fonbern  man  benufct  eine 
#oe<fmäfjige  SSerbinbung  berfelben  unb  öertoenbet  audj  ben 
gefunbenen  SBert  einer  Unbefannten  jur  Söeredjnung  ber  anbem. 
kommen  in  einem  ©tiftem  mit  meljr  als  brei  Unbefannten  nid)t 
alle  in  jeber  (Steigung  bor,  fo  eliminiert  man  jmedhnäfjig  bie 
Unbefannte  juerft,  meldje  in  geringfter  Änjaljt  tiorljanben 
ift.  @rfd)einen  in  jeber  (Steigung  alle  Unbefannten,  fo  fdjaffe 
man  juerft  bie  Unbefannte  mit  ben  fleinften  Äoeffijienten 
fort.  S)em  Semenben  ift  feljr  ju  empfehlen,  bafc  er  fidj  bie 
fürjefte  unb  borteilljaftefte  83eljanblung  gettriffer  Ijäujtg  bor* 
fommenber  ©leidjunggfofteme  tooljl  merft. 

V.    gejonbeve  gtetjanMtmg  zini$zv  *frxj)Ume  mit  fcrsi 
mtxbchfxntxten. 

1)  SSeifpiel.    ©egeben: 

1)  x  +  y  =  a 

2)  y  +  e  =  b 

3)  x  +  z  ™  c . 

Sluflöfung.    Sbbiert  man  biefe  (Steigungen  unb  bteibiert 

bie  neue  (Steigung  burdj  2,  fo  entfielt: 

4)    x  +  y  +  z  =  £(a  +  b  +  c) . 

#ierbon  bie  gegebenen  ©teidjungen  nadjeinanber  fubtraljiert, 

liefert: 

x  =  \(a  +  c  —  b),        y  =  \(a  +  b  —  c) 

unb  z  =  1(6  +  c  —  a). 

2)  Sinige  ©leidjungäfofteme  führen  auf  ©teidjungen  §öljeren 


* 


21 
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©rabeS,  toenn  bic  83rüdf)e  aus  benfelben  fortgefdfjafft  toerben. 
©o  j.  83.  erhält  jebc  ©letcljung  be$  ©^ftemä: 

x    l    y  1 

«  +  *=*, 

y    '    *         2 


m    .    n 
Vx    *     z 


A8 


burdf)  bicfc  SSeränberung  bie  gorm: 

Ax  +  By  =  C#y, 

unb  fotdje  ©leidfjungen  gehören  naclj  ber  ©rflärung  in  §  97 

toegen  beS  ©liebe»   Cxy  nid^t  ju  jenen  Dorn  erften  ©rabe. 

Um  bieje  gönn  ju  öermeiben,  beftimme  man  junädfjft  nicljt 
bie  Unbelannten  felbft,  fonbern  ityre  umgefeljrten  Sßerte. 

güljrt  man  nämlidfj  neue  Unbelannten  ein  unb  fefct  ettoa: 


=  u, 


i  _  i 

y  '      *  ' 


fo  geljt  ba8  gegebene  ©Aftern  nadf)  ©ubftitution  biefer  ©röften 
in  folgenbeS  über: 

a  •  u  +  b  -  v  =  kt 

c  •  v  +  d-  w  =  k2 

[m  •  u  +  w  •  v  =  Äg 

#ierau8  beftimme  man  naclj  einer  SluflöfungSart  bie  ©röfcen 
u,  v,  w  unb  mit  $ilfe  ber  (Srgebnifte  bie  SBerte  für  bie  Un- 
belannten x,  y  unb  e. 

3)  SBeifpiet.    ©egeben: 


1) 


xy 


2) 


xz 


=  6,        3) 


^-=c. 


a  +  y  '         "J     x  +  z        "'  VJ     y  +  z 

Stuflöfung.    8lu8  ben  gegebenen  ©leidfjungen  folgt: 
xy  =  a(x  +  y),        X0  =  b(x  +  z),        y*=*c{y  +  z). 

Sebe  ©leicljung   burdfj    ba8   ©lieb    auf    iljrer    Knien   ©eite 
btoibiert,  liefert: 

!_„(!+!),  i-»e+i).  i-.g+3. 

$ierburclj  ift  bie  Aufgabe  auf  bie  Vorige  jurüctgefüfjrt 
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xy  =  ax  +  by 
yz  =  cy  +  dz 
xz  =  m#  +  nz.*) 
Anleitung  jur  Stuftöfung.    SMöibiert  man  jebe  (Steigung 
bur$  ba§  ©lieb  auf  iljrer  linien  ©rite,  fo  entfielt  ba3  befannte 
©^ftem: 

1 


a? 


&     ,    a 


z    '   y 


5)  3n  äf(ntidjer  Sßeife  toie  t>orl)in  ift  baä  folgettbe  ©Aftern 
5U  beljanbetu: 

4 


sy 


J/f 


cy  +  cxg 


Ä>. 


§  100.    Sttgelürjte  Säfung  linearer  @lei$ung*fyfieme 
mittels  eines  quabratifdjen  @$ema*. 

a)  (Steigungen  mit  jtoei  Unbekannten. 
Sßenn  man  ba3  ®Ieid)ungStyftem 

{a^x  +  62y  =  c2 
mittele  ber  Slbbition^  nnb  ©ubtraftion3metl)obe  auflöft,  fo  rnufc 
man,  um  eine  ©ItminationSgteidjung  in  x  ju  erhalten,  bie  erfte 
©tetdjung  mit  b2,  bie  jtoeite  mit  bt  multiplizieren  unb  bie  er- 
haltenen ©teidjungen  fubtraf)ieren,.  ttoburd)  man 


*)  S)ieje8  ©Aftern  ttrirb  audj  burd)  bie  SBerte: 
x  =  0,      y  =»  0      unb      z  —  0 


Befriebigt. 
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credit    ©üribiert  man  biefe  ©tetcJjung  burdf)  bcn  Äoefftjienten 
bon  xt  fo  entfielt: 

SBieberljoft  man  biefeS  (£Umination3t>erfaljren,  um  bcn  Sßert 
für  y  ju  ermitteln,  fo  ergiebt  fiel): 

®ie  ©ntoidEetung  jeber  Unbelanntcn  erforbette  jtoei  äRulti- 
ptifationen,  eine  ©ubtraltton  unb  eine  3)itrifiotu  3)a§  bie 
Nebenarbeiten,  toetdje  bie  allmähliche  ©ftmination  erforbert,  fidj 
bei  Stuftöfung  eines  ©^ftemS  mit  brei  Unbelannten  erljettid) 
umfangreicher  ate  toorljin  geftalten,  lenktet  fofort  ein.  ®a  bei 
SSeftimmung  beS  SßerteS  t>on  n  Unbelannten  aus  n  linearen 
©teidfjungen  biefe  geifttofen,  medjanifdjen,  ermübenben  unb  jett* 
raubenben  9tedf)enarbeiten  toieberfeljren,  fo  liegt  bie  grage  nadf) 
einer  SluflöfungSmetljobe  nalje,  burdj  toetdfje  bie  Operationen 
toefenttidfj  abgelürjt  toerben. 

89etrad(jtet  man  bie  Söitbung  ber  öorljin  gefunbenen  all* 
gemeinen  SBerte  (gormein)  ber  Unbelannten ,  fo  ergeben  fidj 
folgenbe  SBa^eiten: 

1)  bie  SluSbrüdfe  ber  Unbekannten  erfeljeinen  in  gorm  t>on 
89rüd)en,  toeWje  benfelben  SRenner  fytben; 

2)  3&§!er  unb  Kenner  biefer  SJrüclje  befielen  au$  jtoei 
©Hebern,  t>on  meinen  baä  erfte  pofitto,  ba8  jtoeite  negatit)  ift; 

3)  ba8  erfte  pofttioe  Sßrobuft  be8  gemeinfd)aftttdjen  SKennerS 
ift  au$  bem  fioefftjienten  t>on  x  ber  erften  ©teidfjung  unb  bem 
gaftor  t>on  y  in  ber  jtoeiten  ©leid&ung  gebilbet.  3n  äljntidfjer 
SBeife  ift  ba$  jtoette  negative  ©lieb  ba8  Sßrobuft  aus  bem 
Äoefpjienten  öon  y  in  ber  erften  unb  bem  fioefftjienten  t>on  x 
in  ber  gmeiten  Steigung. 

2Bie  bie  Äreuje  in  nadfjfteljenber  StorfteUung  anbeuten,  Ijätte 
man  mä)  ÄenntniS  biefe»  89ilbung3gefefce3  ben  SKenner  fofort 
ljinf ^reiben  lönnen: 
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»  x 


«i       &i 


ober  2) 


\ 


62  . 

~  + 


4)  Stuf  ä^ntid^e  SEBctfc  ttrie  bcr  kennet  tft  audj  ber  ßä^Icr 
beS  SBerteS  für  jebe  Unbefannte  au%  ben  83ef turnten  q,  c2  unb 
ben  Soeffijienten  ber  anbern  Unbelannten  gebitbet.  2Äan  erhalt 
ben  Q&^Ux  eines  33rudje3  aus  feinem  Kenner,  inbem  man  bie 
Äoeffijienten  ber  gefugten  Unbefannten  burdfj  bie  Slbfotutgfteber 
ct  unb  %  erfefct.  £ternad(}  ergtebt  ftdfj  atfo  aus  bem  ©djema 
unter  2)  für  bie  Unbelannte  x  ber  ßäijler: 

y<^        b.i.    J^  — V^; 
c2        b2 


für  y  ber  3&$Ier: 


b.t 


83ejetdjnet  man  bie  SStfbung  ber  Sßrobufte  in  ben  quabra- 
tifd^en  ©d&emata  für  bie  QfäUx  unb  Kenner  ber  gormein  für 
x  unb  y  baburdj,  bafc  man  jebes  ©d)ema  burdfj  jtoei  fenfred&te 
©triebe  einfd&ftefct,  fo  ift: 


1)    x  = 


«1 

h 

% 

h 

«1 

K 

aa 

h 

2)   y 


«i 

«1 

«2 

% 

«1 

h 

o2 

h 

WA  SBenufcung  biefer  fomboftfdjen  $)arfteßungen  lönnen 
ttrir  bie  SBerte  ber  Unbefannten  aus  einem  ©tyftem,  in  »eifern 
jebe  ©teid&ung  bie  Sftormatform  ax  +  by  =  c  erfüllt,  oljne 
3ttrifdjenred)nung,  fofort  Jjinfd&retben. 

1)  SSeifptet.    ©egeben: 

\lx  +  5y  =  31 
[4x  +  3y=18. 
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#  = 


y  — 


93  —  90 
21  —  20 


126  —  124 
1 


3; 


2)  SBetjpiel    (Segefcett: 


(9x— lly  =  44 
loa:  —    7y  =  20. 


Sluflöjuttg. 


a;  — 


44   —11 
20    —   7 


y°= 


9    -11 
5-7 

9     44 
5      20 


—  308  -f  220 

—  63  +    55 


=  11; 


•8 


180  —  220 

=^8        : 


SCnmerfung.  ÄuS  biefen  ©eifoielen  bürfte  erretten,  baß  bic  SCuf« 
löfung  eines  ©leidntngSfoftemS  mitfctffebeS  „quabratifdfjen@dfjema3" 
im  allgemeinen  große  Vorteile  öor  ben  anbem  ©ftminationämetljobett  bietet. 
$a  ber  Kenner  ber  ©rudjtoerte  uttüerättberHdj  ift,  fo  brauet  man  ben= 
felben  nur  einmal  anjufdjreiben  unb  ju  beregnen.  S3ei  einiger  Ü6ung 
lann  ber  Keiner  bie  Starftettung  beS  ©d&emaS  unterlagen  unb  au£  bem 
gegebenen  ©Aftern  bie  ©rgebniffe  jofort  in  SBrud&form  §infd>retben.  3)urdj 
biefe  SCblüraung  toirb  im  33ergtei$  mit  ber  öottftänbtg  aufgeführten 
SCbbttionS?  unb  ©ubtra!tion§metI)obe  btö  SCnfd^reiben  üon  25  galjt&eicijen 
erftmrt. 


SBenn  ber  SBert  be8  ©djjemaS 


a2    68 


gteidfc  Sfaitt  ift,  fo  muß 


_L  «  -i  fein,  in  biefem  Satte  finb  bie  SBerte  für  x  unb  y  unenbttdfj  groß, 
a%        o2 

b.  §.  baS  ©üftem  lann  bur<$  enblidfje  galjfentoerte  ntdfjt  befriebigt  werben. 

©inb  gteidfoeitig  audfj  bie  ®$tmata  ber  Sanier  ber  9httt  gletdjj,  ift  alfo 
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cih  —  c*1>i  Ä  °  un&  ai cs  —  <hci  =  °/  fa  rauft  ftet»  —  =»  -v1  =»  — 

dj        o2        c2 

fein,  unb  jebe  Unbefannte  §at  ben  SBert  -  (§  40).    2tt3bann  fmb  bie  ge* 

gebeiten  ©Ieidprogen  abhängig  boneinanber,  jeber  Unbelannten  genügt 
ein  beliebiger  Safjtentoert,  aber  feiner  üon  ifjnen  liefert  eine  Suflöfung 
beS  ©tjftemS  (§  97). 

b)  ©teid&ungen  mit  brci  Unbefannten. 
Soft  man  baS  ©leid&ungSfoftem 

a^  +  \y  +  q*  =  dx 
a2x  +  &2y  +  4*  =  rf2 

auf,  fo  erljätt  man: 

j\     ^  _  <*i(M8  —  M2)  +  <*»(&8Ci  —  Ms)  +  d,(M>  —  fr8Q 
;  0i(Ms  —  5sc2)  +  a^c?!  —  ^c8)  +  a^b^  —  Vi)  * 

SSejeidjnen  nur  bcn  SRenner  biefeS  SBrudfjeS  jur  Äürje  mit 
U*),  fo  ift: 

j;     y 5 

Q\     -  _  ^1  (Ms  —  M*)  +  <*2(Mi  -  M8)  +  q8(M*  —  Mi) 

6)     z ^ 

©ic  SBertc  bcr  Unbefannten  erfd&einen  audj  Ijier  in  33  rüdjen 
mit  gemetnfdfjaftltd&em  Sftenne.r.  (Sine  aufmerffame  33e* 
tradjtung  jetgt,  bafc  ber  Bäljter  eines  jeben  SrudijeS  aus  feinem 
Kenner  Ijerüorgeljt,  toenn  man  an  ©teBe  ber  Soeffijienten  ber 
gefudfjten  Unbefannten  bie  Slbfotutgtieber  dlt  d2  unb  ds  fe$t. 
®ie  aus  ben  gormein  für  bie  Stuflöfung  eines  ©tyftemS  mit 
2  Unbelannten  gefolgerten  SBa^eiten  werben  atfo  audfj  üon 
ben  allgemeinen  SBerten  ber  Unbefannten  eines  ©trftemS  aus 
brei  ©leidjungen  ausgebrochen. 

©teilen  mir  ben  gemeinfd&aftftcljen  Kenner  obiger  83rüdje 
burd)  baS  unter  a)  eingeführte  quabrattfdfje  ©d&ema  bar  unb 
bejeid&nen  ben  SBert  beS  erfteren  burdfj  R**),  fo  f)aben  tt)ir: 

*)  Sagrange  benufct  bat  fttityn  ä. 
**)  SBie  biele  SRedjnungen  nnb  ©Treibereien  bon  SBndjftaben  jur 
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4)     22  =  0^ 


c% 
Ca 


+  <h 


h     <h 


+  «s 


«1 

*. 

<h. 

«2 

&* 

Ci 

«8 

h 

Ca 

Äürjer  lonit  man  biefen  Stenner  bnxä)  ein  qnabrattfdjeS  ©djema 
o«8  ben  Äoefftjtenten  ber  Unbefannten  be8  ttorgelegten  (SHeidj* 
ttngS^ftetnS  bejetdmen,  n&mttd): 


5)    R 


Um  ben  SBert  btefeS  ©djemaS  ju  beregnen,  fann  bic  gönnet 
unter  4)  benufct  merben.    @o  ift  g.  83.: 

6    2    3 
R  =    15    5    6 
24    8    9 
6  8    9 

9    +16    2    3    + 

18  +  90-72  =  0. 

ßur  fdjnellett  praftifäen  &u8toertnng  eine»  quabratifd&en  ©djemaS 
au8  9  ßaljlgröfjen  giefct  e3  ein  einfad&eS  SSerfaljren,  ttetcljeS  bnrdfj 
nac^fte^enbe^  ©d&ema  toeranfdjautidjt  toerben  foö. 


=  6 


6    2 

3 

J?  = 

15    5    6 
24    8    9 

5    6 
8    9 

+  1 

5 

8    9 
2    3 

■+ 

•24 

2    3 
5    6 

R  = 


o, 

*i 

h 

o2 

&3 

c* 

= 

"*/ 

«s 

h 

Ca 

/ 

/**?/ 

Pz  y%^ 

SBtc  man  erficht,  ftnb  brtn  urfprüngtieljen  ©d&ema  rechts  bic 
betben  erften  SSertifatreiljen  beigefügt.  StuS  bem  erhaltenen 
©dfyema  finbet  man  bie  brei  pofitt&en  ©lieber,  tt>enn  man 

Sfaffmbwtg  biefer  SBertc  etforberlicfc  ftnb,  ba$  möge  ber  ßemenbe  fel&ft 
beredmen. 
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bic  ßaljtgröften  in  ber  SRidfjtnng  ber  diagonale  Don  ax  nadfj  cs 
fottrie  bic  einer  jeben  mit  btefer  paraBet  lanfenben  ©iagonate 
ju  Sßrobnften  öerbtnbet.  S)ie  negatfoen  ©lieber  ergeben  fidfj, 
inbem  man  bie  g>tifyn  in  ber  ©tagonatrid&tnng  Don  %  nadj  ^ 
unb  bie  Sagten,  bie  in  jeber  ber  beiben  mit  biefer  SRidjtnng 
paraßet  tanfenben  ©eraben  liegen,  ju  Sßrobuften  bereinigt 

3)a,  tt)ie  bereite  oben  gefagt  fcorben  ift,  ber  S&fyter  be& 
SßerteS  einer  jeben  Unbelannten  atö  htm  Slenner  be8  SSrod&eS 
§ert>orgeljt,  inbem  man  an  ©tefle  ber  Äoeffijienten  biefer  Un- 
belannten bie  Sbfolutglieber  fefct,  fo  rnufc  and)  ba3  qnabratifd&e 
©dfyema  ffir  bie  Q&fjiitx  Don  x,  y,  0  ans  obigem  ©d>ema  beS 
Kenner»  entfielen,  »enn  bie  Soeffijienten  biefer  Unbefannten 
bnrdfj  bie  SSefamtten  dlf  d2  nnb  d9  erfe|t  toerben.  ®ie  alt 
gemeinen  gormein  ber  Unbefannten  fönnen  baljer  fnrj  in  fol- 
genber  SBeife  bargefteBt  »erben: 
dL    \    c 


x  = 


dz      62      C2 

d*    h    c* 


at     dl 

<a 

«2     d2 

<k 

«8     <*s 

c» 

B 


R 


o, 

»1 

dt 

«2 

h 

d% 

«8 

h 

ds 

R 


Sflun  finb  ttrir  imftanbe,  mit  £üfe  beS  qnabratifdfjen  ©d&emaS 
andfj  ©leicljttng&fofteme  mit  brei  Unbefannten  nnmittelbar  anf- 
julöfen: 

1)  83eifpiel.    ©egeben: 


15. 


2x  +  3y  —  5*  =  7 

2 

3     -5 

3x  —  2y  +    *  =  6 

J?  = 

3     —2          1 

x  +    y  —  3#  =  2. 

1          1-3 

7         3-5 

2     7—5 

6     -2          1 

3    6          1 

/y»  — 

2         1-3 

--3; 

4i    —— 

12-3 

JU  — — 

15 

y  = 

15 

2         3 

7 

3     -2 

6 

• 

«  rrr: 

1          1 

2 

-.  1 

2; 


15 
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2)  »etfpiel    ©egebert: 

#  +      V +      *=    5 
3z  —    5y  +    1b  =  75      B  = 
9a;-  liier +10    =    0. 


x 

5 
75 


9     -  10    —  11 


1        5 

1 

1 

75 

—  5 

7 

-  10 

0     - 

-  11 

196 


196 


=  —  5;    *= 


1         1 
3    -5 

9         0*) 


=  5; 


1 

7 

11 


196. 


1  1 

3     -5 


5 
75 


0-10 


196 


— o. 


JDtttrntittanttn. 

§  101.    Begriff  einet  Seteratimmte;  Selpfate  fiter  Um* 
föeriieftättbigteit. 

3m  Hörigen  Paragraphen  tjafcen  wir  erfeljen,  ba|  bie  83enu|ung 
ber  quabrattfdjen  Schemata  für  bie  Slnflöfung  genriffer  linearer  <S)leid}wtgSs 
ftftetne  erlje&Itdjen  SSorteit  getod^rt,  tnbem  man  ofjne  jebe  Sttnfdjenredjnung 
bie  SBerte  ber  Unbelannten  barfteüen  fann.  Sa  nun  getttffe  Gügenfd&aften 
biefer  Schemata  jur  8tu8t»ertung  berfelben  eine  toefentlidje  Äbfurjung 
gewähren,  unb  audj  bie  S^eorie  jener  etgentümlidjen  foutbolijdjen  Su8= 
brüde  in  neuerer  Seit  eine  Jjeroorragenbe  SJebeurung  erlangt  t)at,  (o 
erlernt  ti  angejagt,  bie  Anfänge  biefer  ftlaffe  t>on  »uSbrüden  ju 
erläutern. 

a)  33  e griffe.  äJtan  nennt  ben  gemeinfatnen  SRenner  ber 
SSrndjwerte  ber  llnfcefannten  eines  linearen  ©leidjungSfoftemS, 
alfo  bie  burdj  bie  quabratifdjen  ©djemata 

Oj    bt    ct 

unb    2)       a2    fc,    c, 

a,    6,    Cg 


1) 


<h        \ 


*)  SBenn.in  einet  ©letdjung  eine  Unbefannte  fetylt,  fo  be$eid)net 
man  ben  Koeffizienten  berfelben  mit  0.  3Ran  fönnte  bie  btitte  ©leidjung 
be8  ©gftemS  aud)  fo  fdjreiben: 

9rc  +  0  •  y  —  11*  —  —  10. 
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bejeid&neten  atgebratfdjen  ©ummen:      1)    atb2  —  a^     unb 

2)    ai(h%  —  h%)  +  <**Q>*Ci  —  h%)  +  (hihe*  —  Mi) 
bie  Determinante  bicfcS  ©ttftemS. 

@me  Determinante  toirb  atfo  lurj  bargefteltt,  inbem  man 
4,  9,  16  •  •  •  w2  gegebene  ßaljlgröften  in  n  tnagered&te  unb  in 
n  fenfredljte  9teÜ)en,  in  gornt  eines  QuabrateS,  orbnet,  nnb  bie 
Sagten  burdj  jtoet  fenfredjte  Striae  etnfd&ltefct.  Die  in  beut 
©d&ema  jufammengefteBten  fyxtya  Ijeifcen  Sternen  te,  bie  wage* 
regten  Steigen  »erben  au<$  furjtoeg  Seilen,  bie  fenfredtjten 
Solonnen  genannt.  @in  ©tement,  tt>et<$eS  in  geraber  SRct^c 
an  geraber  ©teile  ober  in  ungeraber  9tet!je  an  ungeraber  ©teße 
fteljt,  nennt  man  g  er  ab  e,  äße  übrigen  (Stemente  finb  ungerabe. 
Die  einjelnen  Sßrobufte  ber  burdj  baS  ©djema  bejeid^neten 
algebraifd&en  ©umme  Ijeifjen  ©lieber  ber  Determinante.  Unter 
Determinante  eines  ©tyftemS  öon  n2  ©tementen  üerfteljt  man 
bie  atgebraifdje  ©umme  tum  Sßrobuften,  bie  aus  ben  Slementen 
nadj  fotgenbem  ©efefc  gebitbet  finb:  SebeS  Sßrobuft  befielt  aus 
ngaftoren  unb  eS  barf  aus  jcber  Seite  unb  Äotonne  nur  ein 
©tement  enthalten.  83ei  einem  ©d&ema  aus  4  ©röfeen  ift  baS 
©lieb  aus  ben  ©tementen  in  ber  Sftidjtung  ber  ^auptbiagonate, 
namtidj  baS  Sßrobuft  axb2  pofttto,  tträljrenb  baS  ©lieb  ber  hieben* 
biagonate  a2bx  negatiü  ift.  Diefetbe  Sieget  gilt  audj  für  bie 
Auswertung  eines  ©d&emaS  aus  9  ©tementen,  wenn  man  bem=' 
fetben  rechts  bie  beiben  erften  Sotonnen  beifügt  (§  100).  ©ine 
Determinante  aus  4,  9,  w2  ©tementen  toirb  eine  Determinante 
2ten,  3ten,  nten  ©rabeS  genannt,  weit  üjre  ©tieber  Sßrobufte 
aus  2,  3,  n  gaftoren  finb. 

SBie  Dorthin  bemerft  toorben  ift,  barf  eine  ©röfce  beS 
©d&emaS,  j.  33.  ax  nid)t  mit  ben  ©tementen  in  berjetben  $t\U 
unb  Sotonne  öerbunben  »erben.  Deuten  mir  mittets  ©dfjema 
Dom  ^weiten  ©rabe  bie  ©temente  an,  mit  welchem  a^  in  ber 
Determinante  unter  2)  öerfnüpft  werben  barf,  unb  bejeidjnen 
baS  ©djema  jWetten  ©rabeS  mit  Au  jo  fyat  man: 

b2    c2 


A 


h   % 


—  b2c$       b$c2 
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334    fünfter  2C6fdjmtt.    ©teidjwtöen  ctficn  intb  jiüciten  ©rabeä. 

Diefe  Determinante  jtocitcn  ©rabeS  ttcttnt  man  bic  bcm 
(SIemcntc  ax  juge^örtgc  Untcrbctcrminantc.  gür  jebeS 
ölement  eines  ©d&emaS  btittcn  ©rabeS  giebt  es  eine  iljm  ju- 
gehörige  Unterbeterminante;  bicfelbc  wirb  beut  ©ebraud&e  gemäfc 
burdfj  ben  bem  ©temente  entfpredfjenben  ©rofebudjftaben  bejeidfjnet. 
@el)ört  bie  Untcrbcterminante  einem  geraben  (Slement  ju,  fo 
ift  tljr  SSorjetdjen  pofitiü,  im  anbern  gatte  negatfo.  Die 
Determinante  britten  ©rabeS  fann  alfo  furj  burdfj 

jß3  =  a  Ät  —  a^  +  a8  Äs 
bejetdfynet  werben. 

ßufolge  beS  §  100  unb  beS  SSorangeljenben  finb  wir  nun 
beredjtigt,  folgenben  Seljrfafc  auf jufteHen. 

Selpfafc:  Der  8Bert  jeber  Unbefannten  eines  linearen 
©Iei<$ungSft)ftemS  ift  einem  Srudje  gtetd^,  beffen 
Kenner  ftets  als  bie  Determinante  aus  ben  Äoeffi* 
jienten  ber  Unbefannten  erfdfjeint  unb  beffen  $&§Uxz 
Determinante  aus  bem  Kenner  burdEj  Sinfefcung  ber 
befannten  ©lieber  an  ©teile  ber  Äoeffijienten  ber 
gefugten  Unbefannten  ^eröorge^t. 

b)  Sefyrfäfce  über  bie  SBertbeftänbtgfeit  ber  Deter= 

5      6 
.min ante.    SSertaufdjt  man  in  ber  Determinante  •  ft    10    bie 

(Elemente  in  ber  erften  $eile  mit  ben  (Siementen  in  ber  erften 

5      8 


Solonne,  fo  f)at  man  baS  <3ti)tma    "      "    .    Der  SBert  ber 

Determinante  beträgt  50  —  48  —  2,  ber  jweiten  ebenfalls  2. 
Durdfj  bie  SS  er  tauf  dfjung  ift  alfo  ber  SBert  ber  Determinante 
unöeränbert  geblieben.    Allgemein  ift: 

«2      h  I  \      h 

1)  ßeljrfafc:  Der  SBert  einer  Determinante  änbert 
fidfj  nidfjt,  toenn  man  fämtlidtje  ©lemente  einer  §oxu 
jontalreifje  mit  ben  ölementen  einer  SSerttfalreilje 
öertaufd&t. 


U2  = 


=  a^z  —  a2^i  • 
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§  101.    Seijrfäfce  über  bie  SBertbeftänbigfett  ber  Determinante.    335 


Der  SBert  bcr  Determinante 


Beträgt  offenbar 


35  — 12  —  23.  SSertaufdEjen  nur  bie  beiben  SSerttfalreiljen  uttb 
bie  tt>ageredf)ten  Steigen  miteinanber,  fo  erhalten  ttrir  bie  beiben 
©dfjemata 


2    5 

mtb 

6    7 

7     6 

5    2 

35er  SBert  ber  tefctern  ift  12  —  35  —  —  23.  Durd&  bie  »er* 
taufdfjung  Ijat  atfo  nur  eine  Änberung  be3  33orjetd£)en3,  ntdfjt 
be8  abfotuten  SBerteS  ftattgefunben.    SlBgemein  ift: 


h 


—  a^  —  a^; 


&i 


alfo 


>2    <h 
\    ai 
h     a9 


a%bl  —  aj>< 


'2> 


2)  ßcljrfaif:  SBenn  man  in  einer  Determinante  jtnei 
Seilen  ober  jtoei  Äolonnen  miteinanber  üertaufdfyt,  fo 
änbert  bie  Determinante  nur  tfjre  SBorjeidjen,  nid^t 
tljren  abfotuten  SBert. 


R*  = 


1     4    7 

2     5    8 

=3 

3    6    9 

10 
5 
6 


16 

0    0    0 

8 

= 

2    5    8 

9 

3    6    9 

(Srftärung:  Stbbiert  man  bie  erfte  unb  brüte  £orijontal= 
retlje  in  ber  erften,  fo  Ijat  man  bie  jtoeite  Determinante.  SBirb 
in  festerer  baS  boppette  Sßrobuft  ber  jtoeiten  $tüt  *on  &er 
erften  fubtraljiert,  fo  erljätt  man  bie  britte  Determinante.  Die 
SBerte  fämtfidfjer  Determinanten  finb  einanber  gleich,  nämtidfj 
jß8  =  0 .  Daäfetbe  9tef ultat  ergiebt  ftdfj,  ttenn  man  bm  SBert 
jeber  biefer  brei  '©tyfteme  nadj  bem  in  §  100  angegebenen  33er* 
fahren  beregnet.  Durdfj  bie  SSeränberungen,  foetdje  mit  obigen 
Determinanten  öorgenommen  finb,  ift  baljer  iljr  SBert  ntdfjt 
öeränbert  toorben.    SlBgemein  ift: 


jß8 


«1 

h 

Cl 

o» 

h 

Cj 

«3 

h 

<S 

ai  i  mh 

h 

Cl 

ai  i  m^t 

h 

Cj 

<h  +  mh 

h 

Cs 
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336    günftet  SCbfd&nttt.    ©leidjungeti  erften  unb  stoettett  ©rabeä. 

3)  ßcljrfaif:  Der  SBcrt  einer  Determinante  Bleibt 
unöeränbert,  toenn  man  ju  ben  (Stementen  einer  3$er* 
tifalreilje  ober  £orijontalreil)e  ein  beliebiges  SSiet- 
fadje  einer  anbern  Äolonne  ober  Seile  abbiert  ober 
öon  berfelben  fubtral)iert. 

Diefer  teuere  Sefjrfafc  ift  für  ba$  prafttfdje  Sftedjnen  mit 
Determinanten  öon  3Bitf)ttgfett.  Denn  mit  £tffe  beSfelben  fann 
man,  tote  aus  obigem  83eift>iele  f)erüorgel)t,  bie  ©lieber  einfer 
Determinante  auf  eine  geringere  Stnjafyi  rebujieren  unb  babur<$ 
bie  SRedjnung  abfürjen.  Dieje  Stebuftion  befteljt  barin,  baft 
man  mehrere  (Slemente  auf  9iuQ  bringt,  tooburdj  alle  ©lieber 
ber  Determinante,  in  benen  ein  gaftor  9luH  ift,  öerfdjnrinben. 

§ier  folgen  ju  obigem  Se!jrfa$  no<$  einige  Seifpiele: 


4    7     9 

0    1     1 

0 

1    1 

1    1 

jß8  = 

2    3     4 

SS3S 

2    3     4 

= 

2    3    4 

=  2 

4    8    10 

4    8    10 

0    2    2 

Z     Z. 

27    9    4 

0    9    4 

O      A 

*,- 

18    6    7 

= 

0    6     7 

=  1 

6    7 

=  63  —  24  = 

13   4    9 

1     4    9 

39. 


SBetfpiel  (jum  folgenben  Seljrfafce): 


R 


3 

4 

5 

6 

7 

8 

3 

4 

5 

+  3. 
+  4 
+  5 


7-5 
8-3 
6-4 


+  - 


5  •  7  •  3J 

3-8-4 
4-6-5 


=  0. 


Stttgetnetn  ift: 


JBj  = 


h 

«1 

h 

Oj 

h 

«s 

=  0. 


4)  ßcljrfaif:  SBenn  in  bem  ©djema  einer  Determi- 
nante  jtoei  gleite  Sßarallelreiljen  üorfommen,  fo  ift 
ber  SBcrt  ber  Determinante  gleich  9lull. 

33etoet3.  SSertaufd^t  man  bie  jtoei  gleiten  Sßarattelröljen, 
fo  änbert  bie  Determinante  nad)  bem  jtoeiten  Seljrfafce  iljr 
3$orjeid)en,  e3  toirb  alfo  au8  Ä,  ber  SBert  —  Rs.     Da 
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§  102.    Sfoflöfung  eingelleibeter  ©teid&ung*aufgaben  :c       337 

nun  toegen  ber  gleiten  (SIetnente  burdf)  bic  SSertanfdfjnng 
nidjts  geänbert  toirb,  fo  nmfj  1^  =  — &,  fein,  tta8  nur 
mögftdj  ift,  toettn  B  ben  SBert  SRuU  f|at  (§  32). 

©efdljidfjttidfjeS.  Die  in  ben  §§  100  unb  101  beljanbeften  atge* 
braifdfjen  Sfo&brüdfe  in  gorm  quabratifdjer  ©d&emata,  roetdfje  ben  tarnen 
„Determinanten"  führen,  §at  juerft  ber  grofje  SJlatfjemattfer  unb 
$$tto{op$  Seibnifr  entbedt  unb  baS  $rin$ty  btefe*  Algorithmus*)  bem 
fran$öjtf(f}en  2Jtot§emati!er  r#opital  in  einem  ©riefe  (1693)  mitgeteilt, 
allein  bie  ©ntbedung  fanb  leine  »eitere  SBead&tung.  Die  Sfamenbung 
ber  Determinanten  jur  SCuftöfung  eines  linearen  (SHeid&ungSftjftemg  Ijat 
jum  jweiten  SWale  ©ramer  (1750)  gezeigt,  unb  na<fj  tl)m  fjeigt  btefe 
SfaflöfungSmetijobe  audjj  (Sramerfd&e  SRegel.  (Süntljer**)  teilt  un*  mit, 
ba|  ber  9tome  „Determinanten  ber  quabratifdfjen  gformen"  oon 
©aufe***)  §errfil)re.  Der  etgentüd)e  33egrünber  ber  Determinantenleljre 
ift  ber  franjöfifd&e  SWatfjematüer  (Saud&tj  (1812),  ber  bie  uon  ©au6 
gefd&affene  SBejeidjnung  beibehalten  Ijat  („le  däterminant").  Die  erfte 
oottpanbige  ©d&rift  über  bie  fcfjeorie  btefeS  8u8bruc!3  ijat  Sacobt  (1841) 
beröffentlidfjt.  ©tolbefter  brüdCt  ftdfj  über  bie  Determinanten  fotgenber* 
mögen  au$:  „2Ba3  ift  im  ©runbe  genommen  bie  Dtyeorte  ber  Determi« 
nanten?  (53  ift  eine  über  ber  Algebra  fte^enbe  Algebra,  ein  föedjjnungSs 
»erfahren,  toefdje3  uns  in  ben  ©taub  fefct,  \>ic  föefuttate  ber  algebraifdfjen 
Operationen  ju  fombinieren  unb  biefelben  borauSjufagen,  ftt)nlid^ ,  tote 
mir  uns  mit  §üfe  ber  Algebra  ber  befonbern  Operationen  ber  Ärit^metil 
entheben  lönnen." 

§  102.    ftuflSfung  eingetleibeter  ©leidjungs  auf  gaben  mit 
mehreren  Unfcefanntcn. 

Sotmnen  in  einer  angetoanbten  ©teidjungScmfgabe  mehrere 
Unbefannten  t>or,  fo  fann  man  jebe  öortemfig  burdj  einen  S3uc§* 
ftaben  xf  yt  z  u.  f.  to.  anäbrüden,  aus  ben  33ebingungen  ber 

*)  Der  ©eleljrte  Sföoljammeb  ben  2ßufa,  SBerfaffer  einer  @d&rtft 
über  inbif dfjeS  SRedfjnen,  tourbe  foäter  nad(j  feinem  ©eimatlanbe  ©ljotoarefmien 
2Üdfjtoart&mi  genannt.  2fa3  biefem  tarnen  entftanb  SUgoritljmt  unb 
bur$  Übertragung  biefeS  SRamenS  uom  SBerfaffer  auf  bit  @d&rift  bilbete  fid& 
ba8  SBort  3Ugoritfjmu3.  äftit  teuerem  beaeid&net  man  jefct  jebeS  jur 
Siegel  getoorbene  3fced(jnung3berfal)ren. 

**)  „Se^rbudfj  ber  DetermtnantensXljeorie  für  ©tubte* 
renbe",  (Erlangen  bei  S3efofl>. 

***)  Disq.  arithm.  (Seite  301  u.  f. 

©füllet,  atityneti!.  22 
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Aufgabe  fo  Diele  unabhängige  ©teid^uttgen  herleiten,  als  Un* 
befannten  gejuxt  werben,  unb  btö  aufgeteilte  ©Aftern  auflöfen. 
3ebe  gebilbete  ©teidjung  muft  eine  neue  83ebingung  auSfpredjjen. 
S3ei  ber  Verleitung  be8  ®teidjung§foftem8  befolge  man  bie  in 
§  91  enthaltenen  SRegeln  unb  fjingcrjctge.  gorbert  eine  Stuf* 
gäbe  bie  @ntoi<felung  üon  m  +  n  Unbefannten,  ttJätyrenb  fie 
nur  bie  SBebtngungen  für  Silbung  Don  m  ©letd&ungen  enthält, 
fo  Reifet  bie  Aufgabe  unbeftintntt.  3m  allgemeinen  ift  bem 
SRedjner  ju  empfehlen,  nidfjt  meljr  Unbefannten  einjufüljren,  als 
jur  Sluflöfung  ber  Aufgabe  nötig  finb.  3ft  auä  ben  gegebenen 
(Sröften  nur  eine  Unbefannte  beregnet,  fo  fann  man  mittels 
be3  (SrgebmffeS  leidet  bie  anbem  gefugten  Qa^Un  beftimmen. 
S)er  Semenbe  öerfud&e,  mehrere  ©nippen  öon  Aufgaben  mdfjt 
blofc  einer  öerfdjiebenen  algebraifdfjen  Steljanblung  (burdf)  @in* 
fü^rung  mehrerer  unb  einer  Unbefannten)  ju  unterwerfen, 
fonbern  bemülje  fidfj  audfj,  auf  btn  in  §  92  angegebenen  anbem 
SBegen  Auflösungen  ju  liefern. 

I)  Aufgabe,  gtoei  ßnaben  Ijaben  Äpfel.  SBenn  Sfoton  10  t>on 
feinen  Äpfeln  bem  granj  gtebt,  fo  Ijaben  beibe  gleidjbiel;  giebt  aber 
Sfranj  2  üon  feinen  Äpfeln  bem  totem,  fo  Ijat  ber  leitete  7 mal  fo  oiel 
aI3  granj.    SBte  oiel  Äpfel  befifct  jeber  flnabe? 

1)  Sllgebratfdje  Äuflöfung.  ©ejei^net  man  bie  Änjaljl  Äpfel 
be3  Sfaton  mit  x,  bie  be8  gtanj  mit  y,  fo  liefern  bte  ©ebingungen  ber 
Aufgaben  folgenbe  ©letdjungen: 

ix  —  10  =»y  +  10 

\x  +    2  — 7(y-  2). 

2)  Sllgebraifc^e  Söfung.  2Ran  fu$e  sunädfjft  bie  (Summe  Äpfel, 
toeldje  beibe  ßnaben  $ufammen  befifcen.    $eifit  biefelbe  *,  fo  Ijatte  SCnton 

öor  ber  erften  Verteilung  -+  10  unb  8fran§  -  — 10.    SRadj  ber  atoeiten 
Verteilung   tofitbe    SCnton    -  +  10  +  2  /   ^er   anbete   ftnabe   bagegen 

2 

|  —  l0  —  2   Äpfel  befifcen.    $a  ber  erftere  Änabe  jefct  7  mal  fo  oiel 
Äpfel  o»  gtanj  ptte,  fo  ift: 

|+12-7(|-12);       folg««    8  =  32. 
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3)  Sllgebraif  dje  ßöfung.  SfaS  ber  $§atfadfje,  bafj  btibt  ßnaben 
nadfj  bet  erften  Verteilung  gletd&biel  Äpfel  befifcen  würben,  f dfjlie&t  man, 
bo6  Slnton  urfprüngltd&  20  Äpfel  meljr  als  granj  Ijat.  Vejeid&net  man 
bie  2lnaal)l  Äpfel  beS  lefcteren  mit  #,  fo  ergtebt  fidfc  leicht  folgenbe 
©leidjung: 


«  +  20  +  2  —  7(s  —  2); 


6. 


giß.  82. 


4)  Huflöfung  mittele  aetdjnerifdfjer  $arftellung  (8fig.  32). 
S)te  Sln&aljl  Äpfel  beS  SCnton  toerbe  burdjj  bie  Stredte  uiJJ  nnb  bie  gafjl, 
toeldfje  bie  Äpfel  bon  granj  angiebt,  burdfj 
bie  ©tredfe  EF  berfhmltdfjt.  ©iebt  Slnton 
10  Äpfel  an  granj  ab,  fo  befifcen  Beibe 
fötaben  gleidfjbiel.  $ieS  beranfd&aultdfjen 
totr,  inbem  ttrir  bon  bet  ©tredEe  .AB  Dom 
$un!te  B  aus  ein  @tücf  Bö  abfd&neiben 
unb  EF  big  G  berlängern.  $ie  geidfjnung 
jetgt  nun  offenbar,  ba%  bie  ©trecle  AB  um 
2xFG  größer  als  .E-F1  ift,  b.  lj.  im 
aritljmetifdjen  ©inne:  Hnton  ijat  urfprfing* 
lidj  20  Äpfel  mel)r  als  granj.  Söei  ber 
itoeiten  Verteilung  giebt  lefcterer  2  Äpfel 
bem  anbem  Änaben:  ber  jefctge  Vorrat  bon 
gfranj  ttrirb  burdfj  bie  @tre<fe  EH  unb  ber 
beS  Sfaton  burd&  AD  berfinnlidjt.  9tod& 
ber  geid&mmg  ift  AD  um  baS  ©tfidt  DK 
größer  als  EH;  @trede  DK  beranfdfjaulid&t 

1)    bie  8al)t  24 
unb         2)    6  x  EH. 
$er  Stbfd&niit  EH  bejeid&net  alfo 

£  bon  24  —  4 
unb  mithin  berftnnlityt  EF  bie  Saljl  6 

unb  bit  ©trecfe  AB  bie  galjl  26.    2lnton  ijatte  baljer  26  Äpfel  unb 
gfrana  6  Äpfel. 

5)  Slritljmetifdfje  Söfung.  SWan  erholt  eine  rein  aritljmetifd&e 
Äuflöfung,  toemt  man  bit  (Srgebniffe  ber  borigen  burtfj  bloße  ©d&lüffe 
enttoidCelt.  jftadfj  ber  Aufgabe  Ratten  beibe  fhtaben  gleid&biel,  toenn  Hnton 
10  bon  feinen  Äpfeln  btm  gran$  gäbe,  hieraus  {daliegen  toir  auf  einen 
Unterfd&ieb  bon  20  Äpfeln,  fo  ba%  Slnton  biefe  &n$a$l  meljr  Ijat  als 
Sfranj.  ©iebt  legerer  2  Äpfel  an  Änton  ab,  fo  ttrirb  ber  befteljenbe 
Uuterfd&ieb  um  4  Äpfel  größer,  mithin  tjätte  jefct  Sfoton  24  Äpfel 
meljr  als  ber  anbere  Änabe.  gufolge  Vebingung  ber  Aufgabe  befäße 
Slnton  aber  aud)  7  mal  fobiel  Äpfel  als  granj,  b.  Ij.  er  Ijätte  1)  bie  jefcige 
Sfojaljl  Äpfel  bon  granj  unb  2)  nod>  baS  @ed&Sfad)e  berfelben  me§r  als 

22* 
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jener,  golgttd&  nmfs  ba*  @ed&*fad>e  ber  Äpfel  beft  gran$  24  Äpfel,  b.  i. 
ba*  einfache  4  Äpfel  betragen,  u.  f.  n>. 

6)  9Trtt1)mettfdje  Söfung.  SRan  Beregne  &uerft  bie  Summe 
bet  Äpfel  beiber  Änaben.  9*ad&  ber  erften  Verteilung  $&tte  jeber  Änabe 
bie  ©älfte  aller  Äpfel,  nadj  ber  feiten  mürbe  Ä.  i  biefer  Summe  unb 
g.  £  berfelben  beftfceu.  ©efefct  nun,  bie  Summe  betrage  Vorläufig 
8  Äpfel*),  fo  ^ftttc 

nadfj  ber  1)  Verteilung  «.  4  Äpfel  unb  g.  4  Äpfel; 

„      „    2)  „         K.  7      „      „     ».  1  flpfet 

3  Äpfel.  8  Äpfel. 

35er  Unterföieb  ber  Slnjo^l  Äpfel  nad&  ber  erften  unb  jtoeiten  Verteilung 
beträgt  bei  jebem  Änaben  3  Äpfel.  Saut  Vebingung  ber  Aufgabe  ftnbert 
ftdfj  ber  Vorrat  Äpfel  eines  ieben  Änaben  burdfj  bie  Verteilung  um: 

10  Äpfel  +  2  Äpfel  -  12  ÄpfeL 
Sttefer  Unterfdfjieb  ift  4  mal  fo  groß  als  ber  bunfj  bie  Slnnaljme  erhaltene 
unb  folglich  ip  bie  toirfttdje  ©umtue  Äpfel  ber  Änaben  audj: 

4x8  Äpfel  —  32  Äpfel, 
©ierbon  würbe  jeber  Änabe  nadfj  ber  erften  Verteilung  bie  fcftlfte,  b.  i. 
16  Äpfel  befifeen;  alfo  tyttte  21.  26  Äpfel  unb  g.  6  Äpfel. 

7)  Sluflöfung  burdfj  bie  Siegel  be8  boppelten  falfdfjen  Sin« 
fafceS.  Sufolge  ber  jwetten  Vebingung  ber  Aufgabe  foH  g.  2  Äpfel 
an  51.  abgeben  unb  biefer  alSbanu  7  mal  fo  biel  aU  g.  beft  Jen.  Sttefe 
Vebingung  ift  in  SBirfltdfjleit  nur  erfüllbar,  wenn  g.  toenigftenS  3  Äpfel 
$at.  Um  ber  erften  Vebingung  geredet  ju  werben,  mufj  man  für  $1. 
23  Äpfel  annehmen.  1)  ©efefct,  beibe  Änaben  Ijätten  aufammen  26  Äpfel, 
bann  bef&ge  nadfc  ber  ^wetten  Verteilung  g.  1  Gipfel  unb  91.  25  Äpfel 
Saut  ber  Huf  gäbe  müfjte  legerer  7  mal  fo  öiel  als  g.,  b.  i.  7  ©tüdt 
Beftften;  folgltdfc  ift  bie  erfie  $bwetd&ung  25  —  7  =  18.  2)  angenommen, 
bie  ganje  (Summe  betrage  28  Äpfel,  bann  mürbe  nadj  ber  feiten  Ver« 
teilung  g.  2  unb  H.  26  @tücf  beftfcen.  9lun  foHte  infolge  Vebingung 
ber  Aufgabe  ■«.  7x2  Äpfel  —  14  Äpfel  Ijaben;  mithin  ift  ber  smeite 
geiler  26  —  14  =  12.  S)urdj  bie  jweite  2lnnaf>me  Ijat  ber  geiler  um 
18  —  12  ==•  6  abgenommen,  bamit  er  berfdjjtoinbet,  muß  bie  galjl  28  fo 
oft  um  2  uermeljrt  werben,  als  6  in  12  enthalten  ift.  golgltdfj  befagen 
beibe  Änaben  jufammen  32  Äpfel. 

II)  Stuf  gäbe.  Von  einer  (Summe  (Selbes  erhalten  A  unb  B  $ufammen 
a  «  25  JC,  B  unb  C  jufammen  b  —  32  JC  unb  bie  Anteile  beS  A  unb 
C  betragen  guf  anraten  c=»48  JC.    SBie  grofi  ift  ber  Anteil  jeber  $erfon? 


*)  (Sinfadfje  SRegel  falfi. 
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SCXgeBratfc^e  Äuflöfung.  33e$etd(jnet  man  bie  gefugten  Anteile 
ber  bret  Sßerfonen  mit  x,  y  unb  z,  \o  liefern  bie  33ebingungen  ber  8uf* 
gäbe  fotgenbe  ©leid&ungen: 

oj  -f.  y  »  25  =»  a 

y  -f.  z  «=  32  —  6 

a:  -f-  *  «  48  =  c . 

$te  Sfoflöfung  MefeS  ©tjftemS  in  allgemeinen  Saljlen  liefert  (§  99)  bie 

*«*:  «  -  ^(a  +  c  -  b),  y  -  *(a  +  b  -  c) 

unb         s  =»  ^(6  +  c  —  a). 

SHefe  abftralten  ga^entüerte  für  bie  Unbefannten  lann  man  burdjj  fol* 
genbe  geometrifdfje  $arftellung  'toerfinnltd&en.  3Ran  aeid&ne  au3  brei 
©treefen,  beten  Sängen  ben  Scalen  a,  b  unb  c  entfpred&en,  ein  3)reiecf 
unb  betreibe  in  baSfelbe  btn  ©erüljrung$trei*.  ÄlSbann  toeranfd>auüci)en 
bie  Kbfönitte,  meldte  burdlj  bie  S3erüljruttg*jMnfte  auf  ben  Seiten  be$ 
Ereiedfö  gebilbet  toerben,  bie  SBerte  ber  Unbefannten.  5)te  toorljin  ge* 
funbenen  ÄuSbrücfe  für  x,  y  unb  z  lann  man  a\&  ber  gigur  unmittelbar 
ablefen.*) 

HE)  Aufgabe.  An  einem  SBerfe  toürben  A  unb  B  jufammen 
12  Sage,  B  unb  G  gemeinf^aftlid^  15  Sage  unb  A  unb  G  20  Sage 
lang  arbeiten  muffen,  a)  3n  tweöiel  Sagen  toürbe  jebe  $erfon  allein 
bie  Arbeit  ausführen?  b)  3n  toeld&er  Seit  toirb  bat  28er!  üoffenbet, 
toenn  bie  brei  $erfonen  gemeinfam  arbeiten? 

Sluflöfung.  A  unb  B  &errid)ten  jufammen  in  1  Sage  (unter 
fonft  gleichen  Umftftnben)  ^  be*  SBerfeS,  B  unb  G  leiften  in  l  Sage  ^ 
unb  A  unb  C  in  berfelben  Seit  ^  ber  ganjen  Arbeit.  öejeid&net  man 
bie  Seiten,  in  toeldjen  jebe  $er[on  allein  bat  SBerf  ausführt,  mit  x,  y 
unb  z,  fo  befielen  folgenbe  ©leidfjungen: 

x  ^  y       12 
y  T  «       16 

a  ^*        20 


*)  3m  16.  3*§rljunbert  lennjeic^net  ftcij  bie  SWatljematif  burd& 
beft&nbige  innige  Serfnflpfung  $toif<$en  Algebra  unb  Geometrie. 
3-93.  Senebetto  benufet  in  feiner  ©dfjrift:  „Diversarum  speculationum 
math.  et  physis.  Liber",  Surin  1585,  beftänbig  geometrifd^e  Betrachtungen, 
um  arit^mettjdje  unb  algebraifd^e  ©efefce  unb  Kegeln  ju  erläutern  unb  au 
betoeifen.    $te  aorfteljenb  gelöfte  Aufgabe  bietet  ein  öortrepd&e3  ©eifoiel 
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Sßa<$  bcr  in  §  99  angegebenen  ÄuflöfungStoeife  ftnbet  man  x  =  30, 
y  =  20  unb  z  —  60.  £ierau£  ergiebt  fidj  meiter,  bafs  bie  brei  arbeitet 
in  10  Sagen  gemeinfdjaftlid)  bat  SBerl  boQenben  Ibnnen. 

IV)  Aufgabe.  SKan  Ijat  brei  Äörbe  mit  Äpfeln.  Schüttet  man  aus 
bem  erften  Äorbe  i  feines  3nljaite3  in  ben  feiten,  toon  ber  nunmehrigen 
«nja^l  be3  jtoeiten  fotuel  Äpfel  in  ben  brüten,  als  fid)  föon  barin 
beftnben  unb  enbüdj  aus  biefem  |  feines  jefcigen  JJnljalteS  in  ben  erften, 
fo  finb  in  biefem  80,  im  jmeiten  50  unb  im  britten  40  ^fel.  2Biet>iel 
Äpfel  befanben  ftdj  anfangs  in  jebem  Äorbe? 

l)  $ie  Stuflöfung  burd)  ha&  UmfefjrungSberfalpen  ift  au*  folgenber 
©arfteßung  erft<i)tlid): 

ABC 

4)      80  Äpfel  50  Äpfel  40  Äpfel 


3) 

60 

II 

50 

ii 

60 

2) 

60 

II 

80 

ii 

30 

1) 

80 

II 

60 

// 

30 

2)  &lgebraif$e  Söfung.    $a*  gefugte  GKeidjungSfyftem  lautet: 
ix  +  \z  -  80 
\x  +  y  —  z  =  50 
2*  —  £*  =  40. 

§  103.    Ottftbratifdje  ©letdjungen  mit  einer  ttnbefaunten. 

SB  c  9  r  i  f  f .  Srfdjeint  nad)  beut  Crimen  unb  gehöriger 
SRebuftion  einer  (Steigung  bie  Unbefannte  mit  bem  Sßotenj* 
ejponenten  2  behaftet,  fo  ift  bie  ©teidjung  eine  quabratifdje 
ober  öom  jtoeiten  (Srabe.  S)ie  allgemeine  gönn  einer  auf 
üftufl  rebujierten  quabrattfdjen  ©leidjung  ift: 

1)    ax2  +  bx  +  c  =  0. 

SBirb  in  öorfteljenber  ©teidjung  ber  Koeffizient  a  gteidj  Sftutt, 
fo  öermanbelt  fidj  biefelbe  in  bie  ®leidf)ung  erften  ©rabeS: 

6a?  +  c  =  0. 

für  bie  SRetyobe,  toeldje  öenebetto  in  feinem  Stadje  befolgt.  Sludj 
2ula$  be  ©orgo,  Sarban  unb  Xartalea  machen  in  tljren  algebraiföen 
(Schriften  an  trielen  Stellen  tum  ber  Geometrie  Oebraud). 
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SBemt  ba§  freie  ©Keb  c  ben  SBert  iftutt  annimmt,  fo  entfielt 
bie  quabratifdf)e  @leidf)ung: 

aot?  +  bx  =  0, 
fcetdje,  burdjj  bie  Unbefannte  btoibiert,  ebenfalls  in  bie  einfache 
©teidjung:  ax  +  b  =  0 

übergebt,  2)toibiert  man  bie  ©teidfjung  1)  burdf)  ben  Soefftjienteu 
öon  x,  fo  entfielt; 

x2  +  -x  +  -  =  0. 

—  a     —  a 

©er  Äürje  wegen  fefcen  ttrir  in  biefer  ©teid&ung: 
l=p    unb    J-8, 

fo  gef)t  biefelbe  in  bie  folgenbe  über: 

2)  #2  +  p#  +  g  =  0 

ober,  toenn  man  ba3  freie  ©lieb  q  auf  bie  redjte  ©eite  fefct: 

3)  a?  +px  =  +  #. 

$)ie  ©d&emata  unter  2)  unb  3)  nennt  man  bie  SKormal* 
formen  (©eite  268)  einer  quabratifdf)en  ®teidf)ung  mit  einer 
Unbefannten,  in  toeldfjer  bie  93ud)fiaben  p  unb  q  befannte 
pofittoe  unb  negattoe  Sagten  (einfd)Kef$ttcf)  ber  SRufl)  bejeidf)nen. 

Arten.  S)ie  @Ieidf)ungen  jtoeiten  ©rabeS  »erben  in  jtoei 
Strien  unterfdf)teben.  Xritt  bie  Unbefannte  in  ber  erften  unb 
ber  jtoeiten  Sßotenj  auf,  fo  nennt  man  bie  ©teidjung  eine  tioiU 
ftänbige*)  ober  gemifdjte  quabratifd&e.  Sljr  ©d&ema  ift  bie 
©teidfjung  unter  3).  Äommt  bagegen  bie  Unbefannte  nur  in 
ber  jtoeiten  Sßotenj  fcor,  fo  Jjeifct  bie  ©leidjjung  eine  reine 
quabraiifdf)e.  Die  SKormatform  ber  lederen  gef)t  aus  3)  fjerüor, 
toenn  p  =  0  nrirb,  tooburdf)  bie  ©teid&ung  x*  =  q  entfteljt 

§  104.    Äuflöfung  ber  reinen  quabratiföen  ©leidjung; 
SBurjeln  berfeliem 

SSor  Äuflöfung  einer  reinen  quabratifd^en  ©leid&ung  bringe 
man  fie  auf  bie  gorm  x2  =  q,  b.  f).  man  forge,  ba|  ba8 

*)  SBetl  in  ber  Sßotenjretlje  ber  Unbefannten  (ein  ©lieb  fefjlt. 
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pofiti&e  unb  mit  beut  Äoefftjienten  1  behaftete  Duabrat 
ber  Unbe!anntcn  auf  einer  ©eite  ber  ©leidjung  allein  fieljt. 
Sft  bie  Unbe!annte  mit  einem  Pieren  Äoeffijienten  als  1  Der* 
bunben,  fo  mufc  man  btcfclbe  t?on  biefem  gaftor  baburdf)  be- 
freien,  bafc  man  f amtliche  ©lieber  ber  ©leidiung  burdj  ben 
Äoeffijienten  bitubiert  (§  85,  3). 

2)ie  äuflöfung  einer  auf  bie  Sftormalform  gebrauten  reinen 
quabratifdjen  ©leidfjung  gefd)iel)t  baburd),  bafc  man  aus  beiben 
©eiten  berfelben  bie  Duabratwurjel  jieljt.  SBie  bie  reine  qua* 
bratifdfje,  fo  wirb  aud)  jebe  reine  ©leidfjung  leeren  ©rabefc 
gelöft:  2Ran  bringt  bie  mit  ber  wten  Sßotenj  behaftete  Un- 
befannte  allein  auf  eine  ©eite  unb  rabijiert  bie  ©leidjung 
mit  bem  SBurjelejponenten  n.    (2Ran  toergleidfje  §  85,  5.) 

2)ie  SBurjeln  ber  reinen  quabratifdjen  ©leidjung. 
SBenben  wir  ba$  toorljin  angegebene  SBerfaljren  auf  bie  ©leidfjungen: 

a*  =  144     unb     s?  =  q 
an,  fo  erhalten  wir: 

x=>  1/144  =  12    unb    x^]/q. 
Da  aber  bie  Duabratwurjel  aus  einem  pofitiüen  Stabifanben 
jwei  abfolut  gleite,  algebraifdf)  entgegengefefcte  SBerte 
liefert  (©eite  120,  1)  Sef>rfafe),  fo  ift: 

^  =  +  12,      x2 12;        (X>!  =  +  Vq,     *a  =  — 1^, 

Wa3  furj:  a  =  +  12 ,    x  =  +  Yq 

bejeidjnet  wirb.  3ft  in  einem  befonbern  %aUt  ber  SRabifanb  q 
<RuK,  fo  finb  bie  beiben  SBurjeln  einanber  gleich,  nämlidfj  =  0. 
©teöt  enbliclj  ber  SRabifanb  eine  negatiöe  Saljl  &<*r,  ift  etwa 
x2  =  —  36,  fo  giebt  e3  Weber  eine  pofitiöe  nodfj  eine 
negatiöe  3af|l,  weldje  x  genügt,  ba  fowol)!  (+  6)2  als  audfj 
(—  6)2  ftetS  +  36,  aber  niemals  —  36  giebt.  ©leidfjungen 
t>on  ber  gorm  x2  =  —  q  lönnen  alfo  burd)  feine  ber  bisher 
betrachteten  ßaljlformen  bef riebigt  werben.*)    (SSergleidje  ben 

*)  $ie  Sfoflöfung  folget  reinen  quabrattfdjen  ©teidjungen,  in  toelc^en 
bai  Hbfofotglieb  q  negatfo  ift,  erforbert  bie  (Einführung  einer  neuen  galjfc 
form,  nämlidj  ber  imaginären  galjt  (§  116). 
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@df)tufi  t>on  §  42.)  SBir  fdfjliefcen  bafjer  vorläufig  bie  Söfung 
t>on  ©leidiungeu  au8,  in  welchen  q  eine  negatfoe  3a^  &** 
jeidfjnet.    Der 

ßcljrfaij:  Sebe  reine  quabratifdfje  ©leidfjung  fjat 
jtoei  abfotut  gleite,  atgebraifc!)  entgegengefefcte 
äBurjetn, 

lögt  fid^  auf  folgenbe  SBeife  audf)  aus  beut  inneren  SBefen 
biefer  ©teidf)ung  Begrünben.  @e|t  man  in  ber  SRormalform 
ftatt  q  ben  gteid&artigeu  Slu8brucf  (Vqf  unb  Bringt  bie  ©leid&ung 
auf  Sftutt,  fo  f)at  man: 

a»-(Vd*  =  0. 

Sie  linfe  Seite  biefer  (Steigung  fann  nadf)  §  16,  7/3  jertegt 
»erben,  e$  ift  nämtidf): 

**  -  (Yd 2  -  (*  +  Vd  (*  -  Vd  =  0 . 
Da  aber  ein  Sßrobuft  ju  SRutt  ttrirb,  wenn  ein  gaftor  beäfetbert 
SKutt  ift  (§  40,  2),  fo  fann  man  bie  quabratifd&e  (Steigung  in 
folgenbe  einfachen  ©leidfjungen  jerlegen: 

1)  x  +  V~q  =  0, 

2)  x  —  Vq  =  0. 

Sie  Söfungen  biefer  ©leidjungen  finb  nad)  §  88,  2)  Seljrfafc 
audf)  bie  SBurjeln  ber  urfprüngtidfjen  quabratifdfjen  ©teidfjung. 
ÄuS  1)  folgt  x  =  —  Vq  unb  au«  2):  x  =  +  )/q.  #ierau3 
ergiebt  fid)  ber  feljr  Mare,  innere  ©runb,  toe^att  bie  reine 
quabratifdjje  ©leidfjung  jtoei  SBurjeln  f)at 

§  105.    SRetijobtn  jur  Äuflofung  ber  gemtfdjtcn  quabratifdjen 

®Iei(^ung. 

<Rad)  §  103  ift  bie  SKormalform  einer  öoQftänbigen  qua* 
brattfd&en  ©teid&ung: 

x2+px  =  +  g. 

3um  ßtoeefe  ber  Äuflöfung  fät(rc  man  bie  vorgelegte  qua«» 
bratifdje  ©leidfjung  auf  biefe  Kormalform  jurücf. 
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346    fünfter  Stöfönttt.    GHeidjungen  erftcn  unb  atoeiten  ©tobe«. 

a)   äRetfjoben  öon  äRoJjantmeb  ben  SRufa. 
Stfefer  arabifdje  äRatfjemattfer  benufct  jur  Auflösung  ber 
©leidjung: 

sc2  +  10#  =  39  *) ,    allgemein    x*  +px°=q, 

ein  SSerfaljren,  tt>etd)e8  eine  jroedmäfcige,  anfdf)aulid)e  2Jietf|obe 
ift  unb  jugleidf)  aud)  einen  Waren,  geometrischen  93en>ei8  für 
bie  Sftid&tigfeit  be3  eütgefdjlagenen  Sßegeä  liefert. 

1)  2Kan  jeidjne  eine  ©trede  .4B  (gig.  33),  toeld&e  ben 
SBert  für  x  öerfinnftdje;  bef treibt  man  über  AB  ba§  Duabrat, 
fo  ift  bteä  ein  SSilb  beS  3tu3brud8  x%. 
^ 88,  An   jebe   Duabratfeite   lege   man   ein 

SRedjted;  bie  trier  8ted)tede  finb  in  ber 
^eidjnung  mit  a,  b,  c,  d  bejeidjuet 
unb  fiaben  gleiten  Snljaft.  S)iefelben 
t>eranfdjaulid)en  ba3  Sßrobuft  10a:;  mit 
l)in  toerfinnttdjt  bie  ©reite  eines  biefer 
8tedjtede  bie  8af>t  10#:4s  =  $.  @r* 
gänjt  man  bie  gigur  burd)  bie  trier 
©dquabrate  e,  f,  g,  h,  toetdje  bie  3al)l 
4  •  (t)2  =  25  bejeidinen,  ju  einem  Duabrat,  fo  t>erftmtlid)t 
biefe»  ben  SfaSbrud  x2  +  10#  +  25  ober  bie  ßaljl: 

(39  +  25— )  64. 
S)ie  Seite  be3  großen  DuabrateS  bejeid&net  baljer  einerfeit» 
Yx*  +  10*  +  25  =  x  +  5  unb  anbererfeitö  bie  >/64  =  8. 

*)  3)ic  biefer  ©teidjung  entforedjenbe  SBortauf  gäbe  toonSRoljammeb 
lautet:  „(Sin  Duabrat  unb  10  feiner  SBurjeln  ftnb  gleidj  39,  b.  $.  toenn 
bu  su  einem  Duabrate  10  Söurjeln  beSfelben  abbierft,  fo  beträgt  bie 
Summe  39.  SBie  Reifet  bie  SBurjel?"  3>ann  jagt  er:  „SHe  Sfofföfung 
Befielt  barin,  bafj  bu  bie  Stnja^I  ber  3Bur$eln  ^albierft,  unb  baS  madjt 
in  biefem  SBeiftnel  5;  bann  multiplijierft  bu  biefeS  mit  fidj  felbft,  fo 
!ommt  25  Ijerau*.  hierauf  abbierft  bu  biefeS  &u  39,  ba$  madjt  64; 
barauS  jie^ft  bu  bie  Ouabratnmrgel,  ba&  giebt  8,  unb  fubtra^ierft  babon 
bie  $&lfte  ber  gngaftl  ber  SBur^eln,  nämti*  5,  fo  bleibt  3  atS  föeft,  biefer 
ift  bie  SSurjel  beS  DuabrateS,  meines  bu  fudjft,  unb  ba§  duabrat  ift  9." 
hierauf  giebt  SJtoljammeb  ben  unter  1)  folgenben  geometrifdjen  SBetoei* 
für  bie  fflidjttgfeit  be*  33erfa$ren8. 
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§  105. ÜDtetfjoben  jut  Sluf föf ung  ber  öemtfdjten  quabratifdjen  ©letdjmtg.    347 

2>a  a  +  5  =  8  ift,  fo  folgt  x  =  3.  Segt  man  biefer  geo* 
metrifdjen  Betrachtung  obige  allgemeine  ©leidjung  jugrunbe, 
fo  fjat  man: 

v*  +  px  +  4  •  (f)2  =  q  +  4  •  (|)2         ober 


(*  +  ip)2  =  *  +  (*i>)2; 


fotgttdj: 


z-  —  te  +  vr+7Mf. 


x* 


2)  Sie  anfdjaufid&e  Stuflöfung  obiger  (Steigung  unb  bie 
SRidjtigfeit  be3  3Serfaf)ren3  lann  audj  auf  folgenbe  Sßeife  äugen* 
fdjemtid)  gezeigt  toerben.    2)er  SfoSbrucf: 

x*+  10a?  — a?(*+10). 
toerbe  burd)  ein  9ied)tecf  bargefteßt,  beffen  SSreite  AD  ben 
SBert  ber  Unbefannten  x  unb  beffen  Sänge  AB  bie  ©umme 
x  +  10  &erfinnftd)t  (gig.  34).    2)a3  Duabrat  über  AB  üer* 
anfd)aulid)t   #2   unb   ba3 
SRec^ted  EBCF  ba3  $ro*  **• 34- 

buft  10a;.    halbiert  man     D, E £ G 

biefe«  SRed^tcdE  burd)  GH, 

legt  JSOöiT  an  Seite  AE 

unb  bübet  ba3  ©rgänjunga* 

quabrat    über    EH  =  5, 

fo  ift: 

x*+ löx  +  25=39  +  25 

ober: 

(a;  +  5)2  =  64.  J  2T 

äßit^in    &erfinnKd)t    bie 

©eite  AH  beS  größeren  &uabrate8  ben  Stuäbrucf  x  +  5  unb 
aud)  ]/64  =  8.  S)ie  ©trecfe  J.Z)  =  #  bejeid&net  baljer  bie 
Sa^l  8  —  5  =  3. 

b)  Stein  algebraifdje  Ableitung  ber  SluflöfungSformet 
für  bie  allgemeine  (Steigung  x2  +px°=  +  q. 

SSorbereitenbe  Aufgabe:  S)en  jtoeigliebrigen  SfoSbrucf 
x2  +  px  ju  einem  fcottftanbigen  ju  ergänjen. 
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348    Sanfter  «bfdjnitt.    «Ueidjwtgen  erpen  nnb  jtDettcn  ©robe*. 

Äuftöfung:  JBergteidjjt  man  ba3  entoufelte  Ouabrat  bc8 
Sttnom*  a  +  b  mit  bem  &n$brudt  x*  +  pxf  fo  beftefpn  offenbar 
bic  SSejiefjungen: 

a  =  x,    2b  =p;    alfo    6  =  1    itnb  baljer    b*  =  (|) , 

b.  I).  ba3  fefjtenbe  britte  ©lieb  be8  unöoBft&nbigen  quabratifdjjeu 
ÄuSbrucfS  a?  +  px  ift  ba8  Duabrat  be8  falben  Äoeffijien* 

bie  quabra* 

tifdfje   Srgänjung  ober  ba£  ©rgänjungSquabrat   t)on 

Äuftöfung  obiger  ©teidfjung.  Äbbieren  torir  auf  beiben 
©eilen  ber  ©leidjung  ba*  Ouabrat  be3  falben  Äoeffijienten 
be8  jtoeiten  ©liebes,  alfo  \p2,  um  baS  Duabrat  §u  einem  öolk 
ftänbigen  ju  ergänjen,  fo  f>aben  toir: 

«■  ±  i>  s  +  ip*  —  ip*  +  q , 
ober  inbem  ttnr  bie  Rufe  Seite  in  Ouabratform  fdfjreibeu: 

(x±±py  =  ±P*±q. 
ßie^t  man  au»  beiben  Seiten  bie  Ouabratnmrjel,  fo  entfielt: 

folgtid): 

I)     X  =  +  \p±y\if±q. 

hieraus  ergeben  fidf)  für  bie  Unbefannte  jtoei  SBurjeftoerte 
(§  42,  1)  Sefcfafc),  nämlidj: 

«i  =  =F  te  +  ViFTs  /    **  -  +  **  -  Vtf  +  a  - 

gormet  I)  ift  ber  &u8brucf  be3  folgenben  allgemeinen 


3n  jeber  ©leidjung  t>on  ber  SWormatform: 

&  doPx  —  i  2 
ift  bie  SBurjel  ber  Unbelannten  gleich  bem  falben 
Äoeffijienten  be8  jtoeiten  ©liebe«  mit  entgegen* 
gefegtem  SSorjeidfjen,  +  ber  duabrattourjel  au8  ber 
Summe  be8  DuabrateS  biefe»  falben  Äoeffijienten 
unb  bem  Äbfolutgliebe. 
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105.  äftetljoben  pr  Sluflöfung  ber  geutif  djten  quobrattf  djen  (Kleidung.    349 

SBorfteljenbe  Äuflöfungäformel  finbct  jur  SSeredjnung  ber 
Unbefannten  bie  *  ^aufigfte  Sfotoenbung.  ßucrft  töfe  man  einige 
SScifpicte  ausführlich  auf  unb  fdjreibe  bann  beim  praftifdjen 
Steinen  ftetö  ben  SBert  ber  Unbefannten  aus  ber  SWormalform 
fofort  ijin. 

JBeifpiel: 

6a;2  —  40  =  56*;    *2-§*  =  f; 


14    ,   t/20    .     /14\2         14  +  16  iA  2 

3)  $e$tel)ung  jtoifdjen  ben  befannten  (Strogen  ber  ©lei* 
<$ung  unb  i^ten  äBurjeln.  3ft  in  ber  gorotel  für  s  ber  Äcbüanb 
±p*  —  2  =  0,  fo  finb  bie  beiben  SBurjeln  xt  unb  a?8  einanber  gleidj. 
2>er  SfoSbrucI  £p8  —  q,  beffen  SBerfdjtoxnben  bie  ©leidföeit  jtoeter  SBurjefc 
toerte  einer  ©leidjung  bebingt,  nrirb  t>on  neueren  Älgebrijten  SHSlrimx* 
nante  genannt.  #at  bie  5)i$friminante  ben  SBert  SfoiB,  fo  ift  bie  Iin!e 
(Seite  ber  gegebenen  ©letdping  ba&  Duabrat  eines  SBinontS.  SBenn  bie 
3)t3friminante  einer  quabratifdjen  ®letdjung  gröfjer  als  Sßutt  ift,  fo  finb 
Beibe  SBurjetn  berfelben  reell  berfdjieben,  unb  jtoar  rational  ober 
irrational  (§  79,  2),  je  nadjbem  ber  SRabitanb  ein  Ouabrat  (rabijierbar) 
ift  ober  nid)t.  3ft  bagegen  Jp8  —  q  <  0 ,  fo  fann  bie  dtfeidjung  bur<$ 
feine  galjl  ber  relativen  Säulenreihe  (§  68)  befriebigt  »erben.  $ie  au* 
gemeine  Sfoflöfung  ber  gemifdjten  quabratifdjen  ©letdjung  madjt  bie  ein* 
füljrung  einer  neuen  galjlforot,  ber  fog.  fomplegen  $a$l,  nottoenbig. 

»eifpiel: 
^  +  6^  —  40  =  0;      «!  — 4#    x2  =  — 10. 
ffiie  ©umme  ber  SBurjetn  giebt: 

^i  +  ^2  =  4  +  (-10)  =  -6, 
ber  Socffiätent  be«  jtoeiten  ©liebe»  Reifet  +  6.    S)a3  Sßrobult 
ber  SBurjeln  ift: 

z1.*2  =  4-(—  10)  =  — 40, 

baä  freie  ©lieb  ^ei|t  ebenfalls  —  40 . 

ßeljrfaij:  Sn  jcber  gemifdjten  quabratifdjen  ©tei* 
djung  t>on  ber  gorm  x*+px  +  q  =  0  ift  bie  algebraifdje 
©umme   ber   SBurjelu  gleich   bem  Äoeffijienten    be$ 
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350    ^fünfter  fffifönüt    (Biegungen  erften  unb  jtoeiten  Grabe*. 

jtoeiten  ©liebes  mit  entgegengefefetem  SSorjetd^en  unb 
baß  Sßrobult  ber  SBurjelti  bem  »bfoiufgliebe  gteid>.*) 
3to  ßeid^cn: 

^1  +  ^2  — if/       ^1  'x%  ™  i  *• 

1)  S3etoei8.    S)urdf>  bie  äuflöfung  ber  ©leidfjung 

&  +  1^—  2  =  0 
erhält  man  für  bie  Unbetannte  bte  beiben  SBerte: 

x^-te  +  Vtf  +  l,      ** ±!>-ViFT2. 

S)urd(j  Äbbition  biefer  ©leid&ungen  ergiebt  ftd): 

a?i  +  rra  =  —  j>, 
ü)re  SMttylilation  liefert: 

*i  •  **  —  ii>2  —  (fcP2  +  2) «• 

2)  SSetoeiS.    #ei|en  bie  SBurjeln  ber  öorfte^enben  ©fei* 
dfjung  ^  unb  #2,  fo  ift: 

1^+^^  +  2  =  0 

®urd^  Stuflöfung  biefeS  linearen  ©Ieid()ung8foftettte8  nad) 
ben  Unbelannten  p  unb  q  erhält  man: 

1)    p  =  —  (xt  -j-  #2)    unb    2)    g  «»  ^  •  a^ . 

c)  Äuftöfung  burdfj  ßerlegung  in  einfache  ©teidjjungen. 

SBie  bie  reine  quabratifdje,  fo  lann  audfj  bie  linfe  Seite 
ber  gemtfdf)ten  quabratifd^en  ®teidf)ung: 

s?  +  Px  +  4  =  0 
burdfj  ba8  Sßrobult  jtoeier  SBinome  bargefteßt  toerben.    @8  ift 
nämüclj 

1)    ^+^  +  ff  =  (^  +  ^)2-(ii>2-ff)  =  0. 
3n  biefer  gönn  erfdfjemt  bie  Knie  ©eite  afe  2)ifferenj  jtoeier 
Duabrate  unb  bie  gegebene  ©leidfjung  lann  baljer  nadf>  §  16, 7  ß 
burdf): 


*)  2>er  franaöfiföe  SWat^cmatifer  «ieta  (f  1603)  ljat  biefen  8e$r* 
fa$  entbedt. 
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§  106. 9Wetl)obett  &ur  fCuflöfuttg  ber  gemixten  quabratifdjett  (Steigung.    351 

2)     (x  +  \p  +  V±P*-q)  •  (*  +  ip-y^_a)  _  0 
erfefct  toerben.    Sefctere  la^t  ftd^  in  bic  einfad&en  ©letd&ungen 
a)    x  +  iP  +  V±P*-g  =  0 
unb    b)    x  +  \p  -  Vif  —  q  =  0 

jerlegen.  Sie  SBerte  biefer  linearen  ©teidiungen  finb  nad) 
§  88,  2)  jugtetdj  bic  So  jungen  ber  ursprünglichen  (Steigung. 
ÜBejeidfjnet  man  bie  SBerte  ber  Unbefannten  in  a)  unb  b)  mit 
xx  unb  x2f  fo  mufc  naclj  2): 

3)    x2  +  px  +  q  —  (x  —  xjix  —  x2) 

fein,  hieraus  geljt  ber  innere  ©runb  Ijerüor,  toeSljalb  audf) 
bie  gemifdfjte  quabratifd&e  ©leidjung  jtoei  SBurjeln  Ijat. 

ffiie  Sluftöfung  mittels  ßerlegung  ift  eine  feljr  praftifdfje* 
9ftetf>obe.  @ie  füljrt  befonberS  am  fdjneöften  jum  Stete,  toenn 
1)  beibe  ©eiten  ber  ©leidf)ung  einen  gaftor  gemeinsam  $aben, 
in  toeld&em  bie  Unbefannte  fcorfommt,  unb  2)  bie  Knie  ©eite 
ber  auf  SKutt  rebujierten  ©leidfjung  einen  gaftor  öon  biefer 
(Sigenfdfjaft  enthält. 

Seifpiel  ju  1): 

(x  —  a)  (6  —  x)  =  (x  —  a)  (#  +  c) . 

ßertegungen: 

#  —  a  —  0 ,      alfo      x  =  a ; 
6  —  #  =  #  +  c,      mithin      #  =  £(&  —  c) . 
»eifpiele  ju  2): 

(*  —  5) (x  -  8)  —  0;     (x  +  1) (*  -  12)  =  0; 
#(a#  —  6  +  c)  =  0. 
SKan  fefce  jeben  galtor  gleidf)  SRutt  unb  beftimme  aus  ben  er= 
Ijaltenen  einfachen  ©leidfjungen  bie  SBerte  für  x  (§  88, 2). 

3ft  eine  SBurjel  einer  quabratifdjen  ©leidjung  rational 
(§  79,  2),  fo  mufj  bie  anbere  audf)  rational  fein.  Um  eine 
numerifd^e  ©leidjung  mit  rationalen  SBurjeln  mittels  Serlegung 
ju  löfen,  benufce  man  bie  3bentität: 

x*  +  Px  +  q  =  (p  —  xi)  (x  "~  ^2) 
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352    fünfter  «bfdjnitt    (Kleidungen  crften  vutb  jtoeiten  ©rabe*. 


unb  jerfege  ba8  freie  ©tteb  < 

z  na$  §  47, 5) 

in  jwei  Editoren, 

beten  Summe  gteidj  bem  Salilenmert  bes  Äoeffijienten  j>  ift. 

SBeif^icIc: 

**+  13* +  22  =  0; 

(*+ll)(a 

:  +  2)  =  0; 

SBurjeln 

-11,    -2. 

x*  +  bx  —  24  =  0; 

(*  +  8)(* 

-3)=0; 

SBurjeln 

-8,    +3. 

x*  —  bx  -24  =  0; 

(x  —  S)(x 

+  3)  =  0; 

SBurjeln 

+  8,    -3. 

gufotge  obigen  SeljrfafceS  finbet  ntan  bie  SBurjeln  fofort,  toenn  man 
ba8  freie  ©lieb  g  in  &tt>ei  gfaftoren  jerlegt,  beren  Summe  —  p  ift.  @o 
ettyittman  j.2*.  aus  #*— lla?  +  24«0  fofort  a^  =  +  8  unb  ^  =  +3. 
Äennt  man  eine  SButjel  xx  ber  ©leidjung  #*  +  px  +  g  «■  0 ,  fo  finbet 
man  bie  anbere,  toenn  man  btö  reine  ©lieb  q  burdj  ^  bibibiert  ober  bie 
befannte  SBurjel  oon  —  p  fubtraljiert.  (So  toirb  $.  SB.  bie  ©leidjung 
ä8  —  %x  +  8  —  0  tordj  «!  =  2  befriebigt,  toeMjalb  x%  =  8  :  2  «  4 
fein  muß. 

3ft  eine  SBurjel  w  einer  gegebenen  ©letdjmtg  belannt,  fo 
ift  x  —  w?  ein  galtot  ber  Knien  ©eite  unb  ber  anbere  gaftor 

Jjeifct  x  —  —  •    #at  bie  (Steigung  bie  gorm 

a#2  +  &#  +  c  =  0 
unb  ift  w  eine  gefugte  SBurjet,  fo  finb  x  —  m?  unb  a#  — - 

bie  gaftoren  ber  Knien  ©eite.  95ei  ber  3faftoren*3erfeflung 
adjte  man  barauf ,  bafc  in  beut  Sßrobuft  \x  —  wj  •  (ax  —  -—) 

ber  StuSbrucf  #-a#  gleid)  bem  erften  ©liebe  ift  unb  w>  — 
mit  bem  britten  ©Kebe  ber  ©leidf)ung  fibereinftimmt.  S)ann 
liefert  bie  ©teidjung  ax  —  -^  =  0  bie  jtoeite  SBurjel  ber 
quabrattfd&en  ©teidjung.    ©o  j.  33.  toirb  bie  ©teid&ung 

5s2  -  12#  +  7  =  0 
burd)  rr=  1  befriebigt;  folglich  mufi  ber  eine  gaftor  ber  Knien 
©eite  x  —  1  unb  ber  anbere  5  a;  —  7  fein.     ®8  ift  baljer 
5a?  —  7  =  0  eine  befonbere  ä3efttmmung3gleid>ung  für  bie  anbere 


Digitized  by 


Google 


§  105.  SM&oben  jur  Äuflöfung  ber  gemifdjten  quabratifdjen  (Kleidung.    353 

SBurjcl.  2)ie  ©teidjung  6a?  —  23a?  +  20  =  0  famt  burdj 
(3a:  —  4)  (2a?  —  5)  erfe|t  »erben;  bettet  liefern  bie  linearen 
©leidjungen:  3  a?  —  4  =  0  unb  2a?  —  5  =  0  bie  SBurjeln  ber 
gegebenen  quabratifdjen  ©teidjung. 

4)  3ttan  lann  bie  Stuflöfung  ber  quabratifdjen  <äJlei<$ung  benu&en 
um  einen  quabratifdfjen  ÄuSbrucl  Ax*  +  Bx  +  C  in  gaftoren  ju  jer* 
legen  (§  47,  5).    $a 

Ax*  +  Bx  +  C  «-  A  (x*  +  ?x  +  ^) 

xft,  alfo  ber  quabratifdfje  HuSbrucI  tinfS  intmet  auf  bie  gorm 

4(a8  +  ##  +  2) 
gebracht  »erben  fann,  fo  bertoanbele  man  ben  StuSbrucI  in  ben  klammern 
mittel  ber  SBurjeln  ber  (Steigung 

in  ein  Sßrobuft  unb  multipliziere  badfetbe  mit  A.    3.  ©•: 

3x8  -  28a  —  20  —  3  (x*  —  y  *  -  y)  • 
$ie  SBurjeln  ber  ©leidmng: 

,        28  20        .     r  k  iA  2 

*'  —  yx  ~~  y  —      f       Ä1  —     '   ^  "  ""  5 5 
mithin: 

3a8—  28a:  —  20  —  3(0?  —  lo)  (x  +  |)  «  (a  —  lo)  (sa;  +  2V 

6)  ftennjeidjen  für  bie  Art  ber  SBurjeln.  $ie  ®leid)ung  3) 
unter  c)"in  ber  llmfeljrung,  nftmftdfj  (*  —  xx)(x —  #2)  *=  x*  +  px  +  q 
fagt:  SBeun  man  bie  auf  SJlutt  gebrachten  2Burjelgleidfjungen  miteinanber 
multipliziert,  fo  entfielt  eine  quabratifd&e  (Sleidjung,  in  toeld)er: 

—  (xt  +  ^t)  ■=  P      unb      xt  •  x%  —  g 
ift.    Um  baljer  5.  33.  bie  ©leidjung  aufeuftellen,  meiere  bie  SBurjeln  +  8 
unb  —  10  fyit,  bitbe  man  bie  auf  9taU  rebujierten  äBurjelgteidfjungen: 
x  —  8  —  0  unb  x  +  10  «=  0.    SUSbann  $eif$t  bie  verlangte  ©Iei^ung: 

(x  — -  8)  (x  +  10)  —  0      ober     x9  +  2x  =*  80 . 
Ober  man  beredme  bie  fBerte  für  xl  +  x%  =p,   x1xs^  q  unb  f treibe 
bie  gefugte  ÖHeidfjung  fofort  $tn.    ©ollen  j.  ©.  bie  SBurjeln  +  12  unb 
—  6  Ijeifjen,  f 0  ift  xx  +  xt  —  7  unb  ^  •  a?8  =*  —  60 ;  bal)er  lautet  bie 
Verlangte  ©leid)ung  x*  —  7#  —  60  —  0. 

@inb  a  unb  &  reelle  SBurjeln  einer  quabratifdjen  ©leidjung,  fo 
beftetjen  l)infidjtlidj  ber  ©orjeidfjen  folgenbe  trier  öerfdjjiebene  gormen  ju 
bilbenber  Saltoren,  bejro.  ©leidjungen: 

6dfrütler,  «rttytnetil.  23 
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354    fünfter  Abritt.    (Kleidungen  erfiten  unb  jtoeiten  ©rabe*. 

1)  (x  +  a)  (x  +  b)  =■  x*  +  px  +  q  =  0 

2)  (x  +  o)  (x  —  b)  =  s8  +  P#  —  2  —■  0 
8)    (#  —  a)  (rc  +  &)  —  #  *  — ■  px  —  Z  —  0 

4)    (*  —  a)  (*  -  b)  =-  s8  —  px  +  g  —  0.  (Bergt. § 47, 5.) 

©leidjwtg  l)  fagt:  ®inb  j>  unb  q  pofitib,  fo  ftnb  bie  ffiurjeln  negatib. 
Slu$  2)  unb  3)  folgt:  3ft  p  f>ofitib  ober  negatib,  q  bagegen  negatib,  fo 
ift  eine  SBurjel  pofitib,  biz  anbere  negattb.  (Kleidung  4)  leljrt: 
3Benn#  negatib,  aber  q  pofitib  ift,  fo  Ijaben  beibe  SBurjeln  J>ofi* 
tiben  3Bert. 

5)te  Sfofeinanberfolge  je  atoeier  ©lieber  einer  ©leidjung  mit  beut* 
felben  Sorjeidjen  nennt  man  eine  So  Ige.  §aben  jtoei  ©lieber  bie 
Seiten  +,  —  ober  — ,  +,  fo  liegt  eine  Slbtoedjf  elung  bor.  ©leidjung  l) 
Ijat  alfo  2  Solgen,  bie  ©leidjungen  2)  unb  3)  geigen  1  golge  unb 
1  $btt>edjfelung  unb  in  ©leidjung  4)  befielen  2  8btoedjfelungen. 
#ierau*  fliegt  ein  J>ra!tifdje8  ©efefc,  burdj  meldte»  man  au%  ber  Sfolge 
unb  bem  2Be<$fel  ber  Sorjei^en  ber  brei  ©lieber  auf  bk  Art  ber  SBurjeln 
fdjliefjen  lann. 

£e$rfafc:  gebe  ©leidjung  mit  reellen  SBurjeln  Ijat  fo  btele 
pofitibe  SBurjeln  als  Slbtoedjfelungen,  unb  fo  Diele  negatibe 
SBurjeln,  aU  Solgen  borljanben  finb. 

$iefe$  ©efefe,  bon  $e3carte$  (1596—1650)  entbeeft,  gilt  auc$  für 
Ijöljere  ©leidjungen. 

§  106.     S^tntnetttfdje  gotm  ber  SBurjcltoette;    «nflöfung 
Hon  SBurjelgletdjungcn. 

3n  einigen  gäßen  ift  cS  tofinfd)en3tt>ert,  bie  äBerte  ber 
Unbefannten  in  Sorot  öon  tymmetrifdjen  äuSbrücfen  barju* 
fteüen.  S)iefe  Umformungen  finb  befonberS  bei  Äuflöfung  ber 
©leidjungen: 

1)    x>-ax  +  b*  =  Of      2)    x*  -  ax%  +  V  =  0*) 
gebräuchlich.   3n  ben  gäHen,  in  benen  ein  fommetrifdje§  Sftefuttat 
geforbert  ttrirb,  toenbet  man  jur  Xufftfung  feljr  jtoecfmäfjig  ben 
Sefirfaj}  öon  ber  forrefponbierenben  Slbbition  unb  ©ubtraftion 
(§  74)  an. 


©egeben: 
x2  —  ax  +  6* 


©egeben: 
s4  —  as*  +  &2  =  0. 


*)  2>iefe  ©leidjung  ift  bom  bierten  ©rabe  (§  107). 
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§  106.    (S^mmetrtfdje  gotm  ber  SBuraelmerte. 
Söfung:  Söfung: 


355 


x' 


+  6». 


ax 


x*  +  b* 


2bx 
x*  -f  68  +  25a; 
a:8  +  68  — 26a: 

a:  +  6 


25«  =  26 
a  +  26 


a 


25 


m 


26 
25 


a;  =  6 


)/a  +  2&  ±Va  —  2& 
Va+  26  q:  j/a  —  2b 


#*  -J-  68  =  a#2 
a?4  +  68 


26ä8 


a 
25' 


8  —  6        r    a  — 


25 
25 


5 


Va  +  26+l/a  — 26 


/a+26  —  j/a  —  26 

3)te  SButjcln  aus  beut  Kenner 
fortgefdjafft,  gicbt: 

x*  _  (ya  +  26  +  }/a  —  2 6)2 
6   —  46 


*=±i(V«+ 26+1/^=26) . 


©tymmetrifdje  ©leidjungen.  @inb  in  einet  georbneten  auf  9taft 
$urücfgefiH)rten  ©leidjung  bie  ßoefftjtenten  üortoärts  unb  rficftoftrts  gelefen 
biefelben,  fo  nennt  man  bie  ©leidjung  ftymmetrifdj.  $ie  allgemeine 
fommetrtfdje  ©leid&ung  jtoeiten  @rabe$  ift: 

1)    as8  ±  6a;  +  a  —  °  • 

fctöibiert  man  biefe  ©letdjung  burdj  a  unb  fefct  —  =  i? ,  f  o  geljt  fie  in 

bie  §orm: 

2)    «8±pa;  +  1  =*  0 

über.    $a  jufolge  be*  ©efefce*  §  105  unter  3)  xx  •  rc8  —  l  fein  mufj,  fo 

ift  in  jeber  ©letdjung  borfteljenber  gorm  ^  —  —  unb  x%  —  —  #xerau8 

folgt,  bafj  bie  eine  SBurjel  ber  fommetrifdjen  ©leidjung  2)  bem  reji* 
prof en  SBerte  ber  anbern  gleidj  fein  mufj,  toefyalb  audj  bie  SBejeidjnung 
rejiprole  ©leidjung  gerechtfertigt  iß.  ftiefe  ©leidjungSart  ljat  bie 
fcigentümlidjfeit,  bafj  fie  unöeranbert  bleibt,  toenn  man  an  ©teile  bon  x 

bie  föe$>ro!e  —  fefct.    $>ie  ©leidjung  x  +  — 
x  x 


Iftfjt  fidj  auf  bie  gform 


x8— raj+l=-0  Bringen  unb  ift  baljer  fommetrifdj.   ÜDttttel*  ber  Sfof* 
löfungSformel  I  §  106,  b)  erhält  man: 

^-■^(«±l/a8-468). 
©iebt  man  ber  gegebenen  ©leidjung  bie  gorm 


ä8+  1 


unb  toenbet 


23* 
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356    Sfünftcr  tibjduutt.    ©letdjungen  erpen  unb  gtoeiten  <$rabe&. 

jur  5luflöfung  bie  forrefponbierenbe  ttbbition  unb  ©ubttaftion  an,  fo 
getoimtt  man  bie  SBurjeht  in  ber  fommetrifdjen  Sonn: 


VcT+2b  q=  ]/a  — 2ft 
£u*  bcn  fommetrifdjen  GJIetdjungen: 

x  +  —  =-4  +  -=-—    unb    a?H —  «=-  +  - 

lann  man  fofort  auf  bie  SBurjeln  4,  -,  be%to.  -  unb  -  fd&tiefjen. 


Suflöfung  t)on  aBurjelgteid&ungen. 

3für  bie  93eljanblung  t>on  SBurjelgleidfjungen,  beten  Auf- 
löfung  auf  eine  quabratifdfje  ©leidfjung  füfjrt,  gelten  bie  in  §  90 
beforodfjenen  Regeln,    ©leidf)ungen  öon  ber  gönn: 

ax  +  b  +  cYax  +  &  =  rf 

laffen  fid)  nadfj  ber  SRetljobe  b)  (§  90)  birelt  ate  quabratifdje 
löfen.    §at  bie  ©leid^ung  bie  gortn: 

ax  +  b  +  c^rfa;  +  c  — » f, 

fo  geftalte  man  biefelbe  fo  um,  ba§  ax  +  b  bem  Sftabifanben 
gleiclj  nrirb,  tooburclj  bie  ©leidfjung  fid&  für  ben  SBurjetauSbrucf 
in  eine  quabratifdje  öertoanbelt.    2)ie2  Serfatyren  fyat  öor  bem 
§  90,  1)  angegebenen  mehrere  SSorjüge. 
1)  ffleifpiel.    ©egeben: 

x  —  6]/#  =  40. 

Äuflöfung.  SJian  betraute  Yx  at8  Unbefannte  unb  fefce 
Yx  =  0,  atsbann  geljt  bie  gegebene  ©leidfjung  in  folgenbe  über: 

*»  — 6*«40. 
$ierau§: 

0  =  3  +  7;      ^  =  10,      *2  =  — 4; 

fotgtidfj: 

a;1  =  102  =  100     unb    ^  — (— 4)1. 

3)a  ber  SBurftelegponent  gerabe  ift,  fo  gelten  für  bie  äBurjelgröfje 
beibe  JBor&eidjen.    $>er  eine  SBert  xx  gilt  für  ba*  pofttbe,  alfo  für  bie 
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§  106.    tfofiöfung  Don  äBuTgelgteidjunQen.  357 

©lei<$nn0:  x-*-(+Vx)-*0, 

ber  anbete  xt  für  ba3  negative  unb  befriebtgt  bie  ©letdjnng: 
a-  _  6  •  (—  Yx)  =  40. 

2)  Setztet,    ©egeben: 

s  +  iVäT+l  =  17  +  2YÖT+1. 
Äuftöfung.    2Ran  gebe  ber  ©leidjnng  bic  gorm: 


a  +  7  +  2yx  +  l  =  17  +  7  =  24 . 


ys+7=-l+5;  mithin  ^=9  unb  s2=(—  6)a— 7  «=29. 

3)  »cif^iet    ©egeben: 

}/S  +  10         Via;  +  5 

_  SBSS    _  • 

V«         io — yx 

Äuftflfung.  Schafft  man  bic  SSrüdje  fort  unb  orbnet 
bie  ©teidjung,  fo  erhält  man: 

3s  +  5J/J  —  100.  ]/^==ll±^. 

4)  Sßeifpiet.    ©egeben: 

4s  -  8^7 x  +  1  +  28  =  0. 

Stuflöjung.  Um  bie  ©leidjnng  ffir  btn  2Bnrjefou8brocf 
qnabratifdj  ju  madjen,  mufttyüjiere  man  biefelbe  mit  %  unb 
abbiere  beiberfeits  1,  fo  entfielt: 

Ix  +  1  —  14}/7s  +  1 48 ;      yix  +  1  =  7  +  1 . 

5)  SBeifaiet.    ©egeben: 

Vös*  —  16  =  32  —  (s2  +  2)5. 
Stnflöfnng.    2Kan  gebe  ber  ©teidjung  bie  gorm: 
5s*  _  16  +  ]/5s2  —  16  —  6. 

**  +  *  =  6;    *  =  =^- 

x  =  ±2,      ±|/5.    (»ergieße  §113.) 

6)  SBcifpicI.    ©egeben: 

3s*  +  6s]/6s  -  5  =  329  —  (2s8  +  10|s). 
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358  fünfter  Stbfdjmtt.    ©tetd&ungen  erften  unb  ^weiten  ©rabe«. 

Äuflöfttttg.  3RulttpIijicrt  man  bic  ©leidfjung  mit  5  unb 
orbnet,  fo  entfielt: 

25s2  +  30xY6x  -  5  +  54a;  —  1645. 
SBeiberfeitS  45  fubtraljiert,  liefert: 
(5ff+3y6;r-5)2=1600;    ba^er    5;z+3l/6a— 5=±40. 

2)iefe  ©leidfjung  mit  $  muttipßjiert  unb  auf  beiben  Seiten  5 
fubtraljiert,  giebt: 

6a-5+  ^Y6x  —  5  =  43. 
y6^T5=^|^       ^  =  5. 

§  107.    $S$ere  ©leMjttttgen,  bie  fidj  auf  quabratifdjc 
jurürffuljrctt  laffett. 

SRandje  ©leidfjungen  tjöljerer  ©rabe  taffen  fidfj  auf  qua* 
bratifdfje  jurücffüljren  unb  bann  ttrie  biefe  auflöfen.  S)a^in 
gehören  I)  äße  leeren  (Steigungen,  in  benen  ber  ©jponent 
ber  einen  Unbefamtten  ober  eines  StuSbrucfS  berfetten  bie 
$älfte  be8  Ijödfjften  ©rabanjeigerS  biefer  Unbefamtten,  be3 
ÄuSbrudfö  ift,  alfo  alle  breiglieberigen  ©leidjungen  öon  ben 
gormen: 

1)  x*n  +  axn—b  =  0 

2)  ]/x  +  a}/x  —  b  =  0 

3)  (ax2  +  bx  +  c)*  +  d(ax*  +  bx  +  fi)+f=0    unb 

4)  (x  +  a)  {x  +  2a)  (x  +  3a)  (a  +  4a)  +  b  —  0. 

1)  SBetracfjtet  man  in  ©leidfjung  1)  xn  als  Unbefannte 
unb  fefct  für  biefelbe  eine  33eftimmung8gröf$e,  etoa  $,  fo  toirb 
(xn)*  =  0*.  güljrt  man  bie  neuen  Unbefamtten  in  bie  gegebene 
©leidfjung  ein,  fo  öeroanbelt  fidfj  biefelbe  in  bie  quabratifdfje: 

z%  -f-  az  =  b . 
hieraus  folgt: 

0  _  £ (_  a  ±  Ya2  +  46) . 
S)a  ber  SSorauSfefcung  gemäfj  e  =  xn,  fo  ift: 
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107.  $ö$ete  ©leidjungen,  bie  fid)  auf  quabratifd&e  jurftcf fähren  laffcit.    359 

SSeifpiel    ©egeben  fei  bie  btquabrattfdfje  ©teidjung: 
a*  +  6z2  =  135 . 

Äuftöfung:  ©efct  man  x*  =  0,  fo  toirb  x*<=*z2  unb 
*2  +  6*=135;        ^  =  9,    $2  =  — 15; 

folgltd^:  

x  =  +  3    unb    #  =  +  >/—  15     (imaginär). 

2)  ©iefjt  man  in  (Steigung  2)  y^x  junädjft  al8  Unbefannte 
an  unb  fefct  biefetbe  gleid)  0,  fo  ttrirb: 

a^/x^at    nnb    y#  =  $2. 

S)urd)   (Sinfefcung   ber  neuen   Unbefannten   in  bie   gegebene 

@teid)ung  entfielt: 

#  +  ae  —  6 . 

2>a  nun    *  —  *(—  a  ±  Va*  +  4&),    fo  ift: 
*  =  [±(-a  +  ya2  +  4&)]2\ 

Seifpiel    ©egeben: 

Stuftöfung.    ©efct  man  l/^  =  xr,   fo  toirb: 

4y#  —  4*    unb    }/ä  —  s? . 

e*  + Ae  =12.        0t  =  2,    02  =  —  6; 
folgtief): 

^  =  2*  =  16    unb    <ra  =  (—  6)*  —  1296  . 

3)  S)ie  ©teidjung  (3)  ift  für  ben  9fo8brucf  in  ber  Älammer 
t)om  jtoeiten  ©rabe.  3n  befonbern  gälten  !ann  b  ober  c  gteidj 
9luß  fein. 

33eifpiel.    ©egeben: 

ä4  —  10s8  +  37a?2  —  60#  +  32  —  0. 

Stuf  töfung.  SRan  ergftnje  ben  StuSbrucf  a?4  —  10b8  ju 
einem  öottftanbigen  Quabrat,  inbem  man  (10a?8:2a^)2  =  (5a?)2 
fjinjufügt.*)    2)ann  gebe  man  ber  ©teidjung  bie  gorm: 

*)  S)ie  quabratifdje  (Ergänzung  26#'  wirb  ton  37#*  weggenommen. 
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360    Sünfter  «bfönttt.    ©leid&ungen  etften  unb  jtoctten  @rabeS. 

(a2  —  5s)2  +  12(s*  —  5«)  +  32  —  0, 
»eldje  für  a?  —  5a?  quabratifd)  ift.    3Won  finbet: 
3*_5tf  =  _6  +  2. 

a)    a*  —  bx 4  b)    a2  —  5x  =  —  8 

2^  =  4,      a?2=»l.  a;s  =  3,      #4  =  2. 

4)  SBetf^iel  1).    ©egeben: 

z(x  +  1)  (s  +  2)  (z  +  3)  =  120. 
«uftöftttig.    @3  ift: 
s(s  +  3)«=z2  +  3*    unb    (a+ l)0r  +  2)«=s2  +  3s  +  2. 
©efct  man  x*  +  3x  =  *,  fo  ge^t  bie  ©leidjung  in  folgenbe 

über:       z(z  +  2)  =  120;    alfo    * 1+11. 

a)    a^  +  3a;==10  b)    s2  —  3x 12 

x1  =  2f      s2=— 5.  x  =  ^(3  +  ]/^39)  . 

(fomtfej,  §  119.) 
»etfpiet  2): 

(*  -  5)  (x  -6)  {x  -  7)  (x  -  8)  —  360. 

«uf löfung:  2)a8  ^robuft  (#  —  5)  (x  -  8)  gtebt 
x2—  13s  +  40  unb  (a?  —  6)(a  —  7)  liefert  x*  —  13z  +  42. 
aSctrad^tct  man  ben  ÄuSbrud  x?  —  13a?  +  40  als  Unbefannte 
y,  fo  §at  man: 

+  2)  =  360;    folglich    y  —  —  1  +  19   u.  f . ». 


II)  ©tjtnntetrifd&e  ©letdjungen  brüten,  bierten  unb 
fünften  ®rabeS  bon  ben  gönnen: 

1)  ax*  +  bx*  ±  bx  ±  a  — .  0 

2)  ax*  +  bx*  ±  ex*  ±  dx  ±  a  =  0 

3)  ax6  ±  6«*  +  ex*  ±  c«f  ±  fta  ±  a  =■»  0 , 

laffen  fid)  ebenfalls  mittels  ber  ÄenntntS  quabratiföer  ©leid&ungen  löfen. 

«uflöfung  bon  ©Jeidjung  1).  @inb  alle  ©lieber  pofitib,  fo  ift 
bie  linle  @eite  burdj  x  +  l  teilbar,  tiefer  galtor  gleich  SfcuH  gefegt, 
liefert  bie  aBurjel  xx  —  —  1.  9la%  ausgeführter  S)tbifion  ift  nod&  bie 
reftiprote  quabratifdje  ©letdjung: 

ax*  —  (a  —  b)x  +  a  —  0 


Digitized  by 


Google 


§  107.  $ö$ere  ©leidjungen,  btc  pdj  auf  auabratifd&e  jurücffüljreu  Iaffen.    361 

&u  löfen.  #aben  bie  beiben  legten  ©lieber  bog  negative  $orgetc$en, 
fo  ift  bie  Knie  Seite  burdj  x  —  1  teilbar,  fctoibtert  man  @leid(jung  l) 
burd)  a,  fo  erhält  biefelbe  bie  gorm: 

rc8  +  a«f  +  a«  +  1  —  0. 
Sefctere  ©leidljung  fann  burd(j: 

(«  +  1)  [0»  +  (a  -  1)*  +  1]  -  0 
bargefteüt  werben. 

33e$anblung  ber  ©leidfjung  2).  $totbtert  man  bie  linle  Seite 
burdj  x*  unb  bereinigt  bie  ©lieber  mit  bemfelben  Äoeffoienten,  fo  entfteljt: 

.(«■  +  ^)  +  »(«  +  ±)  +  c-0. 

2)iefe  @leid(jung  ift  inbe$ug  auf  ben  8fo3brud  «  H —  quabratifdfj.  Sefct 
man    « H —  »y,    alfo    «8  +  -,  =  y*  —  2 ,    fo  §at  man: 

ay*  -\-  by  +  c  —  2a  =  0 . 

Reiften  bie  SBurjeln  biefer  ©leidnmg  yx  unb  y%,  fo  erhält  man  für  x 
au«  ben  rejtyrolen  quabratif^en  ©leid&ungen  (§  106): 

*  +  -  —  Vx     unb     x  +  -  —  y, 

•47  *C 

je  2  SBurjetn,  bie  rejtyrol  ftnb. 

9luflöfung  ber  ©leidjung  3).  3e  nadfjbem  ba3  erfte  unb  ba$ 
le|te  ©lieb  ber  Unten  Seite  gleite  ober  entgegengefefcte  Sorjeidjen 
tjaben,  teile  man  biefelbe  burdj  x  +  l  ober  x  —  l .  &l$bann  ift  nodj 
eine  ftimmeirifd&e  ©leid&ung  trierten  ©rabeS  ju  löfen. 

@efd&tdjtlidje3  über  bie  quabratifdfjen  ©leidfjungen.  $ie 
erften  Spuren  t>on  ber  ftuflöfung  ber  öottftänbigen  quabratifd&en  ©leidljung 
t>at  man  in  GuflibS  „Elementen"  (II.  »udj,  11)  Saft  unb  VI.  $u<$, 
Saft  28)  unb- 29)  erfanut.  (SuIlibS  Äuflöfungen  biefer  Aufgaben  in 
üoüftfinbig  geometrifdljem  ©ettanbe  führen  algebraifdlj  aufgefaßt  auf  bie 
£0fung  einer  quabratifdfjen  ©leidjung.  £eron  öon  Sllejanbria,  beffen 
fd^riftftetterif^e  Sljätigfett  ettoa  in  bie  Seit  100  ö.  <£ljr.  faßt,  löft  bie 
gemifdjte  quabratifd&e  ©Teilung  bereits  auf  rein  algebratfdjem  SBege. 
SSor  Sluflöfnng  ber  ©leidjungen  t>on  ber  gorm  ax*  +  bx  =  c  öofl&ieljt 
er  foldfje  Sföulttylüationen,  bafc  bie  SBerte  für  a,  b  unb  c  gan$&a!jlig 
toerben.  Sein  SSerfaljren  burd)  biefe  83ud(jftabenglei<Ijung  auSgebrücft,  ift 
folgenbeS: 


(«+9"— +©".  -KV- +©'--{)■ 
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362    günfter  Ebfdjnitt.    Gleichungen  erften  itnb  jttcitcn  Grabet. 

2(ttd&  $iopljanttt$  toav  bie  Sfaflöfung  ber  quabratifdjen  ©leidjungen 
belannt.  $er  inbifdje  ©eletjrte  Ärtjabljatta  (geb.  476  n.  <£fjr.)  löft 
beftimmte  Seifoiele  obiger  3form,  inbem  et  bie  ©leidjnng  ftetö  mit  bem 
Koeffizienten  be3  QuabrateS  ber  Unbefannteu  multipliziert  unb  bann 
beiberfeitö  ba8  Cluabrat  be3  falben  Koeffizienten  beS  trotten  ©liebe* 
abbiert.    $a£  giebt: 

(ax)9  +  b  •  (ax)  =*  ac;    ax  *=  —  \b  +>/ac  +  (^6)8. 

Sßegatttoe  SBurjeln  Ijielt  biefer  Sllgebrailer  nidjt  für  julaffig,  er  fagt: 
„Slbfolttte  negatfoe  galjlen  toerben  öon  ben  Seaten  nidjt  gebilligt." 
93raljmagupta  (698—650  n.  ®fjr.)  benufct  biefelbe  2foflöfung3metljobe, 
audj  lommen  bei  üjm  negatitoe  SBurjeln  t>or.  (Srlbljara  giebt  fol* 
genbe  Siegel  jur  Sluflöfung:  SQtuttipli&iere  bie  Gleichung  mit  bem  bter= 
fachen  Koeffizienten  be$  QuabrateS  unb  abbiere  auf  beiben  Seiten  biefer 
©leidjung  ba3  Quabrat  be3  Koeffizienten  be3  mittleren  ©liebeä.  $ie* 
SSerfa^ren  liefert  für  bie  allgemeine  ©leidjnng  folgenbe  Sluflöfung: 
ax*-\-bx  =  c;      ±a*x*  -\-4abx  =  ±ac;      (2a#)2  +  2b(2ax)  =  4ac; 

(2ax  +  &)2  =  4ac  +  52;     a  —  ^(V4ac  +  6*  —  b) . 

$er  berühmte  arabifdje  2Jlatljemati!er  SÄo^ammeb  ben  SRufa  (Slld)* 
toarizmi)  unierfdjeibet  in  feiner  Algebra  brei  Slrten  oon  ©leidjungen, 
»eldje  burdj  Söudjftaben  auägebrüdt  lauten: 

1)    x*  -)-  px  =  q,      2)    a;.,  +  g  =  pa!,      3)    «*  —  px  +  q. 

3für  jeben  biefer  brei  gfäüe  giebt  er  bie  Sluflöfung  eines  SBeifoielä  in  be= 
ftimmten  Sohlen  unb  fdjlteftt  baran  einen  geometrifdjen  83emei3  für  bie 
9tict)tigfeit berfelben.*)  Söeijcber  ©lei<§ung8form  berücffidjtigt  Sßotjammeb 
nur  bie  pofitiöen  SSerte.  fjür  bie  ©leidjung  #2  +  2l  «lOrc  beredjuet 
er  z»ei  SBurzeln  xt  =  7,  x%  =  3,  »eil  beibe  pofititi  finb.  OTgemein 
giebt  er  für  bie  2)  ©leidjung  ztoei  SBurzelioerte,  nämlidj: 


|(p  ±  Vp*  -  4g), 


toenn  p*  >  4g  ifr.  @r  fagt,  baß  man  in  jebem  befktmmten  Satte  unter« 
fud&en  muffe,  toelct)er  pofitibe  galjlenfoert  ben  Sebingungen  ber  2Bort= 
aufgäbe  entforedje,  bei  p*  <  4g  fei  bie  Aufgabe  unmöglich,  btx  p*  =  4g 
läfet  er  nur  1  SBert  zu.  $en  Oterten  gall,  ben  bit  allgemeine  ©leidjung 
barbieten fann  (§  105,  6),  ermähnt  Sßoljammeb  nid&t,  toeil  beibe  äBurzeln 
ber  ©leid&ung  x*+px  +  q=*0  negotii)  finb.  $em  Snber  33lja8fara 
ift  bie  $oppelbeutigfeit  ber  Cluabratnmrzel  befannt,  er  öertoenbet  aber  bie 
negatiöen  SBurzeln  nur  in  bem  gaße,  toenn  beibe  ©leidjnngSfoerte  pofittö 
toerben  unb  bei  Slntoenbung  auf  bit  Aufgabe  leine  negatioe  8^1  audj  nur 


*)  2ßan  fe^e  §  106  a)  unb  bie  gufjnote. 
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§  108.    Duabratifdje  (Sleidjungen  mit  jtoct  Unbelannten.      363 

oorübergeljenb  jum  Sorjdjein  lornmt.  Söeifpiel:  „5)a&  öuabrat  beS  um 
3  oerminberten  6.  Seiles  einer  §erbe  Bffen  war  in  einer  ©rotte  üer* 
borgen,  1  3tffe  war  fidjtbar,  ber  auf  einen  Saum  gevettert  war.  SBic 
tJiete  8ffen  waren  e3  im  ganzen?"  &§a3f  ara  giebt  Ijier  bie  Antworten 
50  unb  6  an,  bemerft  aber,  bafj  bie  leitete  nid)t  patt^aft  fei,  toeil,  tüte 
ein  Kommentator  erläutert,  ber  6.  Seil  öon  5,  b.  i.  1  um  3  oerminbert 
bie  negative  8a$l  —  2  liefere,  ßufa*  be  Söorgo  (1496)  fölte&t  fid^ 
üoflftanbtg  Sßoljammeb  an,  er  betrachtet  ebenfalls  bie  oben  angegebenen 
brei  grdtte,  für  weldje  er  be  jonbete  Regeln  jur  Sluflöfung  in  lateinifdjen 
Serien  giebt  unb  ba%  SSerfaljren  burdj  geometrifdje  33e&ieljungen  begrünbet. 
@rft  (Sarbano  (1645)  läfct  bie  »efcfjranfung  ber  SBurjeln  fallen.  Die 
negatioen  SBurjeln  mürben  früher  falfdje  (radices  falsae)  genannt  2>iefe 
Benennung  war  lange  gebraud&lid),  and)  $e3carte*  bebiente  fid)  ber* 
felben  nocb,  obgleich  er  bie  negatioen  SBurjeln  im  geometrifdjen  ©inne 
richtig  auffaßte.  Slilardjl,  ber  etwa  um  1010—1016  n.  (Sljr.  $u  SBagbab 
föriftftellerifd)  tptig  war,  %at  juerft  bie  Sfuflöfung  ber  breiglieberigen 
©leidjung  ax*a  +  bxn  —  c  burdj  gurücffuljrttng  auf  eine  ouabratifdje 
angegeben.  <5r  $eigte  auä)  bie  Sluflöfung  ber  ©leidjung  2Jlol>ammeb3 
x%  -f  10  x  —  39   mittels  neuer  geometrijdjer  Betrachtungen. 


§  108.    Ouabratijdjc  ®lcid)ungcn  mit  jtoei  Unbelannten. 

a)   SSegriffe.     2)ie   allgemeine  gorm   einer   ©leidjung 
jtoeiten  ©rabeS  mit  jtoei  Unbelannten  ift: 

I)     az*  +  bzy  +  cy2  +  dz  +  ey  +  f  =  0 . 

3n  biefet  ©leidjung  nennt  man  bie  ©lieber,  toeldje  bie  jtoeite 
Sßotenj  ober  ba3  Sßrobuft  ber  Unbefannten*)  entsaften,  alfo  bie 
©lieber  az2,  bxy,  cy2,  quabrattfdje  ober  ©lieber  jtoeiter 
2)imenfion.  ©o  lange  nur  ein  ßoeffijient  biejer  ©lieber  öon 
Stoß  üerfdjieben  ift,  bleibt  ©leidjung  I)  quabratifdj.  S)ie  mit 
ber  erften  Sßotenj  ber  Unbelannten  behafteten  ©lieber  dz  unb 
ey  Reiften  lineare  ober  ©lieber  erfter  SDimenfion,  toäljrenb 
f  ba8  Slbfolutglieb  ber  ©leidjung  genannt  ttrirb.  ©inb  fämfc 
lidje  ©lieber  einer  ©leidjung  öon  berjelben  Srtmenfion,  fo  nennt 
man  fie  ljomogen.  kommen  in  einer  ©leidjung  nur  quabrattfdje 
©lieber  öor,  fo  fagt  man,  biefelbe  fei  öon  „fanonifdjer"  gorm. 


*)  S)ie  ©umrne  ber  Opponenten  in  bem  Sßrobult  xy  beträgt  2 
(§  49;  golgerung  2);  ba^er  ift  biefer  2fo*brucl  quabratifdj. 
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364    Sfünftcr  Äbfänttt.    @lei$ungen  erftett  unb  jtoeiten  (Sfcabe*. 

2)toibiert  man  obige  ©leidjung  burdj  a,  fo  entfielt  eine 
©leidjung  folgenber  gorm: 

II)    x*  +  a#y  +  by*  +  c#  +  <fy  +  e  =  0. 

©efct  matt  jur  ©leidjung  I)  eine  jtoeite  öon  berfelben  gorm, 
fo  f)at  matt  baö  ©Aftern: 

1)    ax*  +  6#y  +  cy*  +  dx  -\-  ey  +/es0 


12)    a^  +  ^xy  +  cly2  +  d1x  +  exy  +  £  =  0 

Schafft  matt  au«  btejett  ©leidjungen  eine  Unbefannte,  j.  8.  y2 
fort,  inbem  man  bie  erfte  mit  c^  bie  jtoeite  mit  c  multipliziert 
unb  bie  neuen  ©leidjungen  öoneinanber  fubtra^iert,  fo  entfielt 
eine  ©leidjung,  aus  welcher  man  y  burc§  bie  anbere  Unbe!annte 
ausbrfiefen  fann.    2>iefe  ©leidjung  Ijat  bie  gorm: 

0v  lx%  +  mx  +  n 

3)     y  = ! — j — ■ 

'     *  px  +  2 

2)urdj  (Sinfefcung  biefeS  SßerteS  für  y  in  1)  ober  2)  erljält 
man  eine  (SliminationSgleidjung  öon  ber  gorm: 

4)    A^  +  A^  +  A^  +  A^  +  A^O, 

b.  i.  allgemein  eine  ©leidjung  vierten  ©rabeS,  toeldje  mittel« 
ber  £ljeorie  quabratifdjer  ©leidjungen  nidjt  lösbar  ift.  (Sin 
©leidjungSfaftem  gehört  aber  nur  bann  ju  ben  quabratifdjen 
©letcfiungen,  toenn  bie  Stoflöfung  beSfelben  burdj  eine  ©leidjung 
jtoeiten  ©rabeS  ober  mit  §ilfe  einer  ber  in  §  107,  II)  be* 
fprodjenen  ©leidjungSarten  erjielt  ttrirb.  ©oll  bie  Sluflöfung 
ber  ©leidjung  4)  in  befonbero  gäDen  gelingen,  fo  mufe  eine 
ber  ©ebingungägleidjungen  1)  bis  5)  jttrifdjen  ben  ßoefftjienten 
erfüllt  fein,  tooburdj  4)  in  eine  ber  nebenfte^enben  formen 
übergebt. 

1)  A4  =  As  =  0,       gqrm:  A%x*  +  Axx  +-4  =  0. 

2)  A9  =  Al  =  0t  „  A4x*  +  A2x*+A  =  0. 

3)  AA  —  A  =0,  „  A^+A%a?+Axx%  =  Q. 

4)  AX  =  A=0,  „  A4a*+Asxs+A2x*  =  0. 

5)  A  —  A4,  Ax  =  As,  „  A4tf  +  A3x*  +  A2x* 

+  Azx  +  A4  —  0  (rejtyrol). 
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§  108.    Quabrattfdje  (Steigungen  mit  jttet  Unbelonnten.      365 

b)  Stuflöfung  eine«  ©t)ftem8  mit  jtoei  Unbefannten. 
3ur  ©timination  einet  Unbefannten  aus  einem  gegebenen  @tei= 
dfjnngSfaftem  fömten  bie  in  §  99  beforodfjenen  SRetljoben  bennfct 
werben.  Allein  in  mandjen  gäöen  toirb  man  bnrdfj  bie  allgemeinen 
SfaftöfnngSöerfaljrett  anf  eine  SttminationSgleidfjnng  leeren 
©rabeS  gelangen.  2)nrdj  eine  getiefte  95eljanbtnng  nnb  jtoedk 
mäßige  SSetbinbnng  bet  ©leidfjnngen  fönnen  oft  SBeitläufigfeiten 
nnb  ©d&toierigfeiten  in  ber  Sted&nnng  erfpart  bleiben,  der- 
artige befonbere  3fafß>fwtg$t>erfal)ren  Rängen  öon  ber  Sefdfjaffen* 
Ijeit  beä  ©^fternS  ab. 

I)  §änfig  ift  e3  öorteilljaft,  nidfjt  unmittelbar  bie  Unbe* 
fannten  felbft,  fonbern  ben  SBert  einer  SSerbinbnng  berfelben, 
j.  95.  ü)rer  Summe,  2)ifferenj,  be3  Sßrobufte3,  be3  Quotienten 
n.  f.  to.,  jtt  beftimmen.  $ierau3  finb  bann  bie  SBerte  ber 
Unbefannten  leidet  ju  ermitteln,  j.  95.: 

1)  ©egeben: 

\(x—  5)2  +  (y  +  5)2=389 
s  +  t/  =  27. 

©efct  man  x  —  5  =  *  nnb  y  +  5  =  u,  fo  Ijat  man  baS  ©Aftern 

ju  löfen: 

r  **  +  u2  =  389 

U  +u  —    27. 

2)  ©egeben: 
f(a2  +  2y2)  (3x2  —  4y2)  —  48 

2s2  _  y2  =  7 

2Ran  fefce  x*  +  2y2  =  s  nnb  3#2  —  4y2  =  w>,  fo  toirb 
2(2^  —  y2)  =  #  +  wf  ba^er  Reifet  ba3  junädfjft  aufjulöfenbe 
©Aftern 

[zw  =  48 

[0  -f-  w  =  14. 

II)  95eftef)t  ba3  ©Aftern  ans  einer  linearen  unb  einer  quabra* 
tifdfjen  ©leidfjung,  fo  toenbet  man  im  allgemeinen  jtoedhnäfiig 
bie  ©ubftitutionämetJjobe  an,  j.  95.: 


r 
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366    Sünfter  ÄBfönitt.    ©leidjimgen  etjten  imb  ahmten  Orabet. 

©egeben: 

11)    ax%  +  bxy  +  cy2  +  dx  -f-  ey  +  /*  =  0 
2)  Oi*  +  »iy  +  Ä-0. 

Soft  man  bic  lineare  ©teidjjung  nadfj  einer  Unbelannten,  j.  83. 
a  auf,  fo  ift: 

3) i«±A 

imb  füfjrt  man  biefen  Sßert  in  1)  ein,  fo  entfielt  eine  quabratifdfje 
©leidfjung  in  y.  33ejeid)net  man  bie  Sßerte  für  bie  Unbefannte 
in  biefer  Steigung  mit  yx  unb  y2  unb  fefct  biefetben  in  3)  ein, 
fo  erljält  man  offenbar  jioei  Sßerte  für  x,  toetd&e  xx  unb  x% 
jjeifcen  mögen.  2)ie  Sßurjeln  xx  unb  yv  fottrie  x%  unb  y2  finb 
jufammengeprige  SBerte  (§  98).    $ierau3  ergiebt  fid}  ber 

1)  Seljrfat:  Sin  ©teidjungSftyftem  au»  einer  linearen 
unb  einer  quabratifdjen  ©leid&ung  mit  jtoei  Unbe* 
lannten  wirb  burd)  jtoei  SBurjetpaare  befriebigt. 

III)  SDie  Stuflöfung  ift  leidet,  wenn  fidfj  au§  bem  ©Aftern 
burdfj  bie  äbbitionS*  unb  ©ubtraftionSmetljobe  eine  einfadje 
ober  eine  quabratifdfje  ©teidjung  für  eine  Unbefannte  ableiten 
iäfct,  5. ».: 

M     t  f3a8-2t/*=90 

®e9ebett:     {2*-    y>=63. 
Äuflöfung. 
2?  =  36,    #  =  +  6;       y2  =  9,    y  =  +  3. 
2)ie  SBorjeidfjen  ber  gefunbenen  SEBerte  für  bie  Unbelannten  finb 
unabhängig   Doneinanber,  ba  in  ben  ©leidfjungen  nur  bie 
Buabrate   ber  Unbelannten  tjorfommen.     SDaljer  wirb   ba$ 
©Aftern  burdfj  öier  Sßaar  SBurjeln  befriebigt,  nämtidfj: 
[#  =  25,     —25,         25,    —25 
ty«24,  24,     -25,     -24. 

2)  ßcljtfa^:  SefteJjt  ein  ©Aftern  au%  jtoei  quabra* 
tifdfjen  ©leidjungen  mit  jioei  Unbelannten,  fo  genügen 
bemfelben  üier  Sßertepaare. 

IV)  SSIeibt  bie  Slid^tigfeit  einer  ©teidfjung  um>eränbert,  toenn 
man  bie  Sßerte  ber  Unbelannten  miteinanber  öertaufdfjt,  fo  nennt 
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man  bic  ©leid^utig  ftjmmetrifcij.    @8  fei  ba8  ftymmetrifdfje 
©Aftern  aufjulöfen: 

fl)    x  +  y=*  a 

12)  *y  =  6. 

9Äan  fuc^c  junädfjft  bie  SHfferenj  ber  Unbefannten.    (Strebt 
man  bie  erfte  (SHeid&ung  in3  Duabrat  unb  fubtra^iert  öon  ber 
neuen  ©leid&ung  ba3  Sierfadfje  ber  gleiten,  jo  entfielt  (§  16,5/3): 
3)    a?  —  2xy  +  y2  =  a2  —  46;      mithin 
4)    x  —  y  =  ±Ya*  —  4b. 
3lu3  1)  unb  4)  folgt  fofort: 

a  =  i(a±l/a2  —  46) 
unb  aus  1):  y  =  \{a  +  }V  —  46) . 

2)aS  ©Aftern  §at  nad(  Seljrfafc  1)  jtoei  Sßertepaare,  nämüd|: 

x2  =  a-Va*-4b,    y2  =  *(a  +  ]/a2-46). 

35ei  Äuflöfung  eines  ©tyftemS  fommetrifdfjer  ©leidjungen 
brauet  man  nur  bie  SBurjeln  einer  Unbelannten  ju  beftimmen, 
ba  ba§  $Redfjnung3öerfaljren  öollftänbig  baafelbe  fein  ttürbe,  wenn 
man  x  mit  y  bertaufdfjte  unb  bann  y  berechnete,  ©inb  bie 
SBurjeln  einer  fommetrifcljen  ©leidfjung  xt  =  w,  x2  =  wlf  fo 
lauten  bie  SBScrte  für  bie  anbere  Unbefannte  im  allgemeinen 
umgefeljrt,  nämlidfj  yx  =  wx  unb  y2  =  w.  3n  befonberen 
gälten  lönnen  bie  SEBerte  für  x  unb  y  einanber  gleidfj  fein,  b.  lj. 
e8  ift  x  =  y .  ©o  finbet  man  j.  95.  au«  bem  ©Aftern: 
(x*  +  y2  -  (x  +  y)  =  40 
i  xy  =  25 

^1«B-f-5/y1  =  +  5;    #2  =  —  5  unj>  y2 =  —  5 /  ^c  beiben 
übrigen  Sßertepaare  finb  fompleje  8°^^  (§  119)- 

(Sinige  ©letdfjungen  §aben  bie  (Sigenfcfyaft,  baft  fie  richtig 
bleiben,  toenn  man  bie  Unbefannten  unb  jugleid)  audfj  i^re 
Soeffijienten  miteinanber  öertaufdjt,  j.  85.: 

X*  -f-  y2  =  w 

[a#2  +  6y2  =  n. 
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368    Srüttfter  Äbfänttt.    @Heu$ungen  erften  iinb  anleiten  ©rabe*. 

©ntaricfelt  man  nadfj  bcr  SbbitumS*  unb  ©ubtraftion3metf>obe 
bic  SBerte  ber  Unbekannten,  fo  fittbet  man: 

i    l/n  — fem     ^  c  .    i/n  —  am 

Äürjer  finbct  man  l)ier  bic  Sßurjeln  für  y  aus  bcn  SBcrten 
für  x,  foenn  man  a  mit  6  öertaufdfjt.  2)a3  gegebene  ©leidfjung»- 
Aftern  Reifst  f^mmetrifd^  inbejug  auf  bic  3aljlen  «  unb  6. 


§  109.    «uflöfung  einiger  Ijauftg  öorlommenben  ®lei$uitg*s 

ftßeme. 

Sßir  geljen  gur  Seljanblung  einer  ©nippe  öon  Aufgaben 
über,  toeldfje  in  ber  Algebra  Ijäufig  Stntoenbung  finben.  3n 
trielen  gäßen  !ann  bie  Jfaflöfung  fdfjnrieriger  ©leidjungäfyftente 
burdj  3uräcTOrun9  auf  ^cfe  ®tunbaufgaben  betoerffteöigt 
»erben.  S)a^er  nennen  ttrir  bieje  unten  folgenben  ®leict)unggs 
fofteme  bie  ©runb formen  ber  quabratifdfjen  ©leidjungen  mit 
jioei  Unbefannten.  S)ie  33eljanblung  biefer  ©leidfjungen,  bej». 
ber  burd)  fie  bargefteöten  SB  or  tauf  gaben  ift  eine  mannigfaltige. 
ÜÄan  fann  biefe  33eifpiele  töfen:  1)  auf  üerfdfjiebenem  alge* 
braifdfjem  SBege;  2)  mittete  SBerfinnlicfjung*),  bei  melier  bie 
in  §  16  beljanbelten  Sftecfjtedffäfce  gute  SDieqfte  leiften  unb 
3)  rein  aritljmetifci),  mit  #ilfe  ber  in  §  16  enthaltenen  aritfj* 
metifdjjen  ße^rfäfce.  S)er  Anfänger  möge  fidfj  bie  Äuflöfung 
biefer  ©runbformen  jum  fixeren  geiftigen  (Sigentum  machen. 


»)  1 

a)  ©tttnbfl 
!1)    x*  +  tf  =  a 
\2)    xy  =  b. 

)rmcn: 

2)| 

1)  x  +  y  =  a 

2)  x*  +  tf  =  b. 

fl)    x  +  y=*a 
)     12)    xy<=b. 

„| 

1)  x  +  y^xy 

2)  x*  +  y*  =  a. 

5) 

1)  xy  =  a 

2)  -  =  6. 

'    y 

6) 

1)  ^-fy»  =  o 

2)  *-£. 
1     y       n 

*)  SWan  felje  §  112. 

. 

§  109.  Sluflöfung  einiger  fjftuftg  öorlommenben  ©feidjungafofteme.    369 

(1)     x  +  y  =  a 
}     12)    z2  +  y*  +  zy  =  &. 

8v    fi)   *2  +  y2±0  +  y)  =  « 

;     12)    *y«6. 

Stlgebraifd^e  Sluftöfungen  biefer  Stufgaben. 

1)  aRatt  beredjne  junäcfjft  bie  Summe  unb  bie  3)iff  erenj 
bet  Unbekannten.  9Kuttipliäiert  man  bic  jroeite  ©teidfjung  mit  2 
unb  berbinbet  bte  erhaltene  ©leicfyung  burdfj  Slbbition  unb  burdfj 
©ubtraftion  mit  ber  erften,  fo  Ijat  man: 

(x  +  yf  =  a  +  2b    unb    (x  —  y)2  =  a-26. 
§ierau§  x  +  y  =  +]/a  +  26   unb  x  —  y  =  +V«  —  26 ; 
folglich   x  =  ±(±Va  +  2b±ya  —  26). 

2)  2Da  un3  f)ier  bie  ©umme  ber  Unbefannten  gegeben  ift, 
fo  fudjen  n>ir  äunädjft  iljr  Sßrobuf  t  unb  IjierauS  iljre  2)if  f  erenj. 
(Strebt  man  1)  in§  Duabrat  unb  Jubtrafjiert  bon  ber  erhaltenen 
©leicljung  bie  jtoeite,  fo  f)at  man  3)  2xy=*a2  —  6.  (SJleidjung 
3)  üon  2)  fubtraljiert  unb  bie  neue  rabijiert,  liefert: 

4)    x  —  y  =  ±V2b-a*. 
3n  äfjnlidjer  SBeife  finbet  man  ben  SBert  für  x  +  y,  toenn 
#  —  V  gegeben  ift. 

3)  SiefeS  ©gftem  ift  unter  4)  §  108  bejubelt.  2)  Söfung. 
@8  fei  in  ©leidfjung  1)  a  =  2s,  alfo  x  +  y  =  2s.  ©efct  man 
nun  x  —  y  =  2d,  fo  ift  x  =  s  +  d  unb  y  =  s  —  d.  SDiefe 
SBerte  für  x  unb  y  in  2)  eingefe$t,  giebt  (5  +  d)  (s  —  d)  =  b, 
hieraus  d  =  +]/sr=^fe  u.  f.  to. 

4)  ©efct  man  in  bie  quabrierte  erfte  ©leidjjung  für  a?  +  y2 
ben  Sßert  a,  fo  entfielt  bie  quabratifdjje  ©leic^ung  für  xy: 

(xy)2  —  2xy  =  a;    folglich    xy  =  1  +]/a  +  1. 

5)  SDie  SKultiplifation  beiber  ®leidjungen  liefert: 

x%=*abt    x  =  +Vab. 
©teidfjung  1)  burdfj  2)  bitubtert,  giebt: 

y'  =  f   folgte   y=*±]/j- 

©$  filier,  «rtt$mettt.  24 
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6)  33a  bie  Duotientgletdjung  ^  =  *  gegeben  ift,  fo  fe^e 

man  x  =  mt  unb  y  =  nt  (§  74,  6,  Änmerfung).   gfiljrt  man 
biefc  SBerte  in  bie  erfte  ©teidjung  ein,  fo  entfielt: 

(,»*±n«)**  =  a;    t^]/^^    u.f.tt>. 

7)  (Srf)ebt  man  1)  ins  Quabrat  unb  fubtraftfert  öon  ber 
erhaltenen  ©teidjung  bie  jmeite,  fo  Ijat  man  xy  =  a*  —  6. 
ÄnS  biefer  ©teidjung  unb  2)  finbet  man  teidjt: 

x  —  y  =  +]/4:b  —  3a2. 

8)  Äbbiert  man  baS  doppelte  ber  jtt>eiten  ©leidjung  jur 
erften,  fo  entfielt  bie  quabratifdje  ©leidjung  in  x  +  y: 

(*  +  y)*  ±0  +  y)  =  «  +  26;    mithin 

^  +  »-i(+l±V«  +  2fe  +  i). 

b)   ßurücffüljrttng   gegebener   ©leidjungaftyfteme    auf 
eine  ber  ©runbformen. 

SBir  geigen  nun  an  einigen  Seifpielen,  toeldje  in  ben  9tn* 
toenbungen  ber  Algebra  oft  öorfommen,  ttrie  iljre  Sluflöfung 
burd|  Surücffüljrung  auf  eine  ber  befannten  ©teidjungSfofteme 
1)  bis  8)  betoerffteHigt  werben  fann. 
I)  »eifpiel. 

(1)    x  +y  =a      (11) 
12)    x*  +  y*  =  b    (341). 

1)  Sluflöfung.  2)ü>ibiert  man  2)  burdj  1),  fo  entfielt 
(Seite  66,  gormel  2): 

3)     x%  —  xy  +  y*  =  31. 

2)iefe  ©leidjung  üon  ber  quabrierten  erften  fubtratjiert,  giebt: 

3xy  =  90,        fotglid)        4)    xy  =  30. 
©leidjung  1)  unb  4)  hüben  bie  ©runbform  3). 

2)  Sluflöfung.  (Srljebt  man  ©leidjung  1)  auf  ben  Stubui 
unb  fubtraljiert  öon  ber  erhaltenen  ©leidjung  bie  jioeite,  fo 
ljat  man:  3)    sXy (x  +  y)  =  990 . 
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©efct  man  in  biefe  ©leidjung  ben  Sßert  \üx  x+  y  aus  1), 
f°  ttrirb:  4)    ^  =  30. 

II)  SBetfpieL 

1)    x  +  y  —  a      (5) 
12)    a*  +  y*-&    (97). 

1)  Äuflöfung.    ffir^cbt  man  1)  in  bie  öierte  Sßoteni 
unb  fubtraljiert  Don  bcr  neuen  ©leidjung  bie  jtoeite,  fo  bleibt: 

3)  4afy  +  6*y  +  4*jr>  =  528        ober 

4)  4xy(x*  +  y*)  +  6x*y2  =  528. 
Äug  ber  quabrierten  erften  ©leidjung  folgt: 

a^  +  y2  =  25  —  2xy. 
liefen  SBert  für  x%  +  y%  in  4)  eingefefct,  giebt: 
5)    2-(xy)'-  100xy  +  528  =  0; 
folglidj:  6)    xy  =  25±19)      xy  =  6. 

2)  Jluflöfaxng.     3Ran   ge^e    au8   mm  ber    ibentifdjen 
©leidjung: 

{x  +  y)*  =  (**  +  y4)  +  4sy(s  +  yf  -  2*V 
9hm  ift  aber: 

(x  +  y)4  =  a4;    sc4  +  y*  —  &    unb    x  +  y  =  a . 
3Wan  Ijat  baljer: 

a4  =  &  +  4a2  •  xy  —  2{xyf ;      folglidj 
(xyf  -  2a* .  (sy)  +  *(«4  -  6)  =  0 


^  =  a2±VT(a4+6). 
HI)  SBeifpiel. 

Jl)     s  +  y  =  a    (12) 

12)    xy{x*  +  y*)  =  h    (2560). 

Äuflöfung.    ©rljebt  man  1)  ins  Quabrat,  fo  ergiebt  fid|: 
3)    x2  +  y*  =  a*  —  2xy. 
Den  SBert  a*  —  2a;y  in  2)  eingefefct,  liefert: 

4)    xy(a*  —  2xy)  =  &  ober 


24* 
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5)     (xyy-±a*(xy)  +  )sb  =  Oi 
folglid): 

ay  =  ±(a2  +  }V-  86). 

IV)  SBeifpieL 

(s2  +  2/2)(s  +  2/)  =  a    (715) 
(z2  -  y2)  (a  -  y)  =  6      (99). 

1)  Slnflöfnng.  3)a3  gegebene  ©tjftetn  fann  man  in 
folgender  Sßeife  barfteüen: 

[(#  +  y?  —  %xy\  0*  +  y)  =  « 
[(«  +  y)2  —  4*y]  («  +  sr)  =  &• 

©efet  man  gut  Särge  #  +  y  =  s,  xy  =p,  fo  ge^en  tiefe 
©leidjungen  in  bie  folgenben  über: 

(s2  —  2p)s  =  a 
(s2  —  4p)s  =  6 . 
§ierau8  finbet  man  leidjt: 

s  =  x  +  y=}/2a  —  6(11). 

2)  Sluf  lö  f  ung.   2»an  btoibtere  1)  burdj  2),  fo  erhält  man: 

(x*  +  y8)  (s  +  y)        715       .  ^  +  y8         _  65 

(x   -  y)8  {x  +  y)         99       UÜCi     x*  +  y8  -  2rcy         9  ' 

SluS  ber  le|ten  ©leidjung  fann  man  anf  öerfd&iebenem  Sßege 
(j.  SB.  mittele  ber  forrefponbierenben  Äbbition  nnb  ©ubtraftion) 
bie  ©leidjung  ableiten: 

\^  —  y  j  9    >      #  —  y  —  3  ' 

V)  3n  mannen  gäöen  Ijat  eine  (Steigung  be8  gegebenen 
©tjftemS  eine  ber  folgenben  nnter  a)  big  f)  t>erjeidjneten 
gönnen,  ober  man  fann  eine  berfelben  au$  ben  öorgelegten 
©leidjungen  entoicfeln. 

'     #  +  y        «'  '     x*  —  y8        n  * 

«^HL*_«         d)    *  +  »•_* 

'         2xy  nJ  '  xy  n* 

e)    x*  +  y*  _  5 .         f\    Vx  +  Vy  =  2  . 

'       <r»  —  *i3         n  ♦  ^      |/^  —  y^  w  * 


<cö  — 
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S)ann  leite  man  mit  #ilfe  be8  3)2e$rfafceS  §  74  ben  SBert 
beS  Ctuotfenten  ^  unmittelbar  ab.    2Äan  §at  atö: 


v     #        ffl  +  *  la     5 i /m  +  n 

'     y  =  m  —  n'  '     y         V  m  —  nf 


y 


c)     5+Ü.I/-L+." 
7     #  —  y         V  m  —  nf 

Ijierau»  nad)  a):  ___        __ 

x       Ym  +  n  +  Vm  —  * 

o     _______ 

,x      »        Vm~+~2n  +  }/m  —  2n  v      rc        -1/1»  +  * 


0  «_/«  +  *)■ 

y      y        ym  — -  nj 


3ur  ©ntotdelung  beS  Ctuotienten  ber  Unbefannten  ift  es 
oft  ättedmäfcig,  jtoei  ©leidjungen  burdjeincfnber  ju  bitribieren. 
©0  §at  man  j.  83.  au$: 

J3*y  +  sy2  =      30 
\a;2y  —  #y2  =  —    6 

s»y  +  *y'  __    30  m  h{ 

gg  —    80-6    -___*    ober    -  =  ?• 

a^*         30  -(-6)         3      ^KX     y        3 

c)    SSefianblung  öon  SBurjelgleicijungen. 

VI)  SBetf^icI. 

jl)       a+     y  =  58 

12)    ^  +  }/y=10. 

1)  Sluflöfung.  Um  bie  aBurjelgröfcen  ju  befeitigen, 
fefce  man  Yx  =  s  unb  |/y  =  tt>,  fo  Ijat  man  ein  ©Aftern  öon 
ber  gorm  2)  auf  julöfen.  Ober  man  betraute  ]/£  unb  Yy  als 
Unbefannten  unb  töfc  ba8  ©Aftern  bireft  wie  ©runbform  2)  auf. 

2)  Äuflöfung.  @r$ebt  man  2)  inä  Ctuabrat  unb  löft 
biefe  ©leidjung  nadj  xy  auf,  fo  finbet  man: 
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/100  —  x  —  y\* 

S)urcl)  ffiinfefcung  be8  SBerteS  für  rc  au8  1)  ergtebt  ftd&: 

#y  =  441. 

3)  «uflöfung.    «u8  2)  folgt: 

3)    V~x~10-Y~y. 
S)tefe  ©leidfjung  in8  Duabrat  erhoben  unb  in  bie  neue  (Steigung 
ben  SEBert  für  x  au8  1)  eingefefct,  liefert: 


4) 

y-  10Y~y  +  21-0;      1^-5  +  2. 

Vn)    SBeif^iet. 

1)     tf  +  yt^aYlrtl        (•-    63) 

2)     «»_f»-6j/j^*        (6-183) 

Äuflöfung.    ©totbtert  man  2)  burd^  1),  fo  f|at  man: 


£_L|/*=J!.«=J!       ober 

y9       a     V  x  +  y    x  +  y 


x9  +  y9 

qn      x*  —  y*  _  b    x  —  y 
^      x*  +  y8  e=s  a    a?  +  y 

®ie  Knie  Seite  öon  3)  (nad)  ben  Formeln  2)  unb  3)  ©eite  66) 
jerlegt  unb  biefe  ©leidfjung  burci)  —-^  btoibiert,  giebt: 

x  -j-  y 

s»  -f  xy  +  y8  _  b  _  183  =  61 

/      ^-ay  +  j/'^a         63   =  21 " 

$terau8  folgt  jufolge  §  75,  3)  SeJjrfafc: 

6s     g'  +  y8  =  «  +  *>  _  ai 

'  xy  b  —  a        20 ' 

mithin  nad^         5)  d)    g  +  y  _  9 

x  —  y 

Äu8  6)  lann  man  ben  SEBert  be$  Quotienten  5  aud^  auf  fofc 

genbe  SEBeife  entoideln.    Sfü^rt  man  bie  ©totfion  linf8  au8, 
fo  entfielt:  x  .  y  _  4i 

y  •   *  ~  20  ' 
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S)iefe  ©leidfjung  mit  -  multipliziert,  liefert  eine  quabratffdfje 
für  -,  nämlicl): 

/x\*        41     /x\    .    1         A        a        41  ±  9        ä         5 

§  110.    ftortfcfcmtg  ber  «uflöfungSlclJTc. 

1)  SBenn  in  beut  allgemeinen  tooQftänbigen  ©leicljungä* 
ftjftem  III)  §  108  bie  Äoeffijienten  ber  linearen  ©lieber  nnb 
bie  SSefannten  f  unb  fx  jugleidfj  9tott  »erben,  fo  entfielen 
©leidjungen  öon  „fanonifdfjer  gorm",  nämlicl): 

{ax*  +  bxy  +  cy2  =  0 
axx%  +  bxxy  +  <\y%  =  0 . 

Sebe  ©leidfjung  biefer  Art  ift  für  ben  Duotienten  -  öotn  jtoeiten 

y 

©rabe.  2)toibiert  man  j.  85.  bie  erfte  ©leidfjung  burdf)  y*, 
**  •©"+»© +  .-0. 

Sft  au»  biefer  ©leid&ung  ber  SBert  für  ^  beregnet,  fo  finbet 

man  nadfj   §  109,  6)   bie  SBurjeln  ber  Unbelannten   oljne 
©d&toierigfeit.     geljlen  in  bem  allgemeinen  ©leidfjungSfoftem 
III)  nur  bie  linearen  ©lieber,  fo  lautet  baSfelbe: 
ax*  +  bxy  +  cy*  =  f 
[a^  +  b^y  +  ctf^f^ 

2Ran  leite  aus  ben  gegebenen  ©leidjungen  eine  brüte  ton 
fanonifdfjer  gorm  ab,  inbem  man  bie  erfte  ©leicljung  mit  flf 
bie  stoeite  mit  —  f  multipliziert  unb  bie  erhaltenen  ©teidfjungett 
abbiert.    #.  85.: 

11)    2x*  +  2xy  +  3y2  =  18 
(2)    6x*+    xy+    y2-12. 

Suflöfung.  aJtulttylijiert  man,  um  bie  Slbfolutglieber 
fortjufd^affen,  1)  mit  —  2,  bie  jtoette  ©letcijung  mit  3  unb 
abbiert  bie  entftanbenen  ©letdfjungen,  fo  ift: 
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14s2  — sy-  3y2  =  0. 
$ierauä  folgt: 

/aj\'         1     a?         3  #        1  +  13 


^  14     y         14*  y  28 

2)  S)ie  Äuflöfung  eines  ©leidfjungSfoftemä  öon  ber  gönn 
III)  (§  108)  füljrt  im  allgemeinen  auf  eine  SliminationSgleidfjung 
inerten  ©rabeS.  ©oll  bie  Sntnricfefang  ber  Unbefannten  mit 
$üfe  einet  quabratifdfjen  Snbgleidfjung  gelingen,  fo  muffen  bie 
ben  jtoeiten  ©tob  fennjeidfjnenben  ©lieber  entweber  ftberein- 
ftimmen  ober  bodfj  gleidfj  gemalt  werben  fönnen.  ffirfüllt  ba8 
©ijftem  biefe  Stnforberungen,  fo  fann  man  au»  bemfelben  eine 
einfache  ©leidfjung  herleiten  unb  bann  nadj  §  108,  b),  2) 
bie  Unbefannten  beregnen. 

Äuflöfung  burdfj  8er^egung.  SBenn  man  auf  ber 
linfen  ©eite  ber  ©leidfjung: 

a)     (ax  +  by  +  c)  (dx  +  ey  +  f)  =  0 

bie  SRultiplifation  ausführt,  fo  entfielt  eine  ©leidfjung  öon  ber 
allgemeinen  gorut  unter  I)  §  108. 

SSorfteljenbe  ©leidfjung  aber  fann  in  bie  einfadfjen 
ax  +  by  +  c  —  0     nnb     dx  +  ey  +  /*=  0 

jerlegt  werben,  bereu  ßöfungen  bie  quabratifdje  ©leidfjung  Be- 
friebigen.  $at  batjer  eine  ©leidjung  be3  ©tjftemS  bie  gorot 
ber  allgemeinen  ©leidfjung  I)  unb  bie  anbere  bie  gorm  a),  fo 
fann  baSfelbe  in  jtoei  ©tjfteme  jerlegt  werben,  inbem  man 
lebe  lineare  ©leidfjung  mit  ber  quabrattfdfjen  öerbtnbet. 

1)  2<x?  —  6xy  +  hy*  —  8x  +  4y  +  20  —  0 

2)  (2rc-3y—  6)(x  —  4y  +  2)  =  0. 
Berlegung: 

2x  —  Sy  —  6  =  0    unb  ©leidfjung  1)    (©rfteS  ©Aftern.) 
x  —  4y  +  2  —  0    unb  ©leidfjung  1).    (ßtoeiteS  ©Aftern.) 

©ie  Stuflöfung  jebeS  ©Aftern«  liefert  jmei  Sßaar  jufammen^ 
gehörige  Sßerte,  unb  biefe  trier  SBertepaare  finb  bie  SBurjeln 
beS  ©tjftemS.    ©elingt  e3  alfo,  bie  linfe  ©eite  einer  ©leidjung 
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öon  ber  allgemeinen  gönn  unter  I)  in  ein  Sßrobuft  t>on  ber 
gönn  nnter  a)  §u  jerlegen,  fo  ift  ba$  ©Aftern  lögbar.  §aben 
beibe  gegebenen  ©leid&ungen  biefe  gönn  a),  ober  laffen  fidfj 
tf)re  Kufen  ©eiten  burdj  Sßrobufte  biefer  Art  barfteßen,  fo 
fann  man  ba8  quabratifdfje  ©Aftern  in  öier  ©ttfteme  au» 
linearen  ©leidjungen  jerlegen,  bereu  Söfungen  bie  SBurjeln 
ber  urfprünglidfjen  ©leid&ungen  finb. 

3n  mannen  gällen  lä&t  fidfj  bie  linfe  ©eite  einer  numeri* 
fdfjen  ©leidfjung  Don  ber  gorm  II)  §  108  burdf)  ein  Sßrobuft 
barftetten,  fo  ba£  bie  ©leidfjung  burdf) 

(x  +  my  +  n)  (x  +  py  +  q)  =  0 

auSgebrücft  werben  fann.  S)amtt  biefe  ßerlegung  ausführbar 
ift,  mufc  jttrifdf)en  ben  befannten  ©röfcen  folgenbe  33ebingung& 
gleicljung  beftejjen: 

(ae  -  2d)*  —  (a2  —  46)  (c2  -  4«) . 
©o  fann  j.  85.: 

x*  +  5xy  +  6y*  +  2x  +  y  —  15  =  0 
burdfj      (x  +  2y  —  3)  («  +  3y  +  5) 
bargefteQt  werben,    geljlt  ba8  ©lieb  y*,  Ijat  bie  ©leidfjung  alfo 

bie  gorm: 

x*  +  axy  +  bx  +  cy  +  d  «=  0 , 

fo  fann  man  fie  burdfj 

(x  +  my  +  n)(x  +  p)  =  0 

auSbrfidten,  wenn  bie  Äoeffijienten  bie  SSebingung 

a2d  —  (ab  —  c)c      erfüllen. 

ßum  SBeifpiel: 

x9  +  Axy  +  5x  +  8y  +  6  —  0 . 

Verlegung: 

(s  +  4y  +  3)(*  +  2)  =  0. 

Um  bie  ©leidfjung  öon  ber  gorm: 

y*-\-axy-\-bx  +  cy-\-d  =  0  burdf)  bf  +  f*x  +  *)(tt  +  p) 
erfefeen  ju  fönnen,  tftufc  a2<Z  =  (ac  —  b)b  fein.  ®o  fann  man 
j.  35.  bie  ©leidfjung: 
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y*  —  hxy  —  20#  +  lly  +  28  =  0 

in  ber  gorm: 

(y  -  5*  +  7)  (y  +  4)  =  0    fd^reiben. 

geilen  enblid)  bic  ©liebet  rc*  unb  y2,  f)at  alfo  bie  ©leicljung 
bie  gorm: 

sy +  aa  +  6y +  c  =  0, 

fo  lamt  man  bie  linfe  ©ette  in  ein  Sßrobult  öon  ber  gorot 
(x  +  w)  (y  +  w)  jerlegen,  wenn  c  =  a&  ift.    3-  ®-: 
a?y  +  4s  — 9y  —  36  =  0. 

3erlegung: 

(s-9)(y  +  4)  =  0. 

9Kan  felje  femer  §  47,  befonberS  3)  unb  4). 

§  111.     3ei$nerif$e  Sarftettung  quabrattfrijjer  ©lei^ungcm 

a)  Stein  geometrifcf>e  ßonftruftton.    ©egeben  fei  bie 
©leidjung: 

x*  —  ax  +  bc  —  0, 

toeldje  nadj  §  105, 5)  jtoei  pojttioe  SBurjeln  f)at,  falls  biefelben 
überhaupt  reell  ftnb.    2Jian  jeic^ne  öon  einem  fünfte  A  jtoei 

©eraben  unter  einem  Beliebigen 

SBinlel  «  unb  trage  öon  J.  au8 

auf  JIX  nadfj  einer  Sinearein^eit 

AB  =  b,  AC=c,   auf  -4Jf 

bie  ©treefe  ^D  —  a  ab.    «uf 

ben  »bfdjnitten  BC  unb  -12) 

erriete    man    bie    SKittelfenf* 

regten  unb  befdjreibe  ton  tyrem 

©d&nittpunft  E  aus  mit  BE 

einen  ®rei3.    S)ie  ©treden  J.F 

unb  J.6r  öerfinnlid^en  bie  SBur* 

jeln  ber  vorgelegten  ©leidfjung. 

SSetoeiS.    aSejei^net  ber  »bfdfjnitt  AF  bie  #af)l  x,  fo 

öerfinnlid^t  bie  ©treefe  AG  bie  SBurjel  a  —  x.    9hm  ift  aber 

nadfj  bem  ©efantenfafce  AF- ÄG~  AB-  AG  ober: 

x(a  —  x)  —  6  •£,     b.  i.    #*  —  aa  +  fo  — 0. 


2fi9-  »5. 
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gig.  35  ftettt  bic  ©leidfjung  x2  —  6a?  +  8  —  0  bar.  @8 
ift  AB=2,  AC=4:,  AF=xx  =  2  unb  AG*=x2=*4t. 
©eljt  bcr  ÄreiS  burd)  bie  gu^unltc  bcr  SÄittelfenf redeten,  fo 
Ijat  bie  ©teidfjung  jtoei  gleite  Sßurjeln,  unb  berührt  bcrfctBc 
bic  ©erabe  AM  nicljt,  fo  finb  bie  SBerte  für  x  imaginär  ober 
fontplej:. 

b)  SSerfinniidjung  burdfj  frumme  Sinien.  Um  eine 
quabratifd)e  ©leidjung  Don  ber  gorm: 

a?  +  px  +  q  =  0 
bilblidfj  barjuftetten,  erfe|t  man  0  burdfj  bie  abhängig  öeränber* 
Kdfje  ©röfce  y  unb  »erfährt  bann  genau  fo  tote  in  §  98.    ©ott 
j.  85.  bie  Sinie  gejeid^net  werben,  toetdje  ber  ©leidfjung: 

x2  +  3x  —  4  =  0 
entfpridfjt,  fo  fefce  man: 

y  =  x2  +  3#  —  4 . 
gür  bie  aBerte: 

*- -5,  -4,  -3,  -2,  -lf      0,   1,  2,    3, 

toirb: 

y= 6,       0,  —4,  -6,   -6,  -4,  0,   6,  14. 

SH9-  »«• 


-+-X 


ßeid^net  man  nun  ein  redjtoinfeßgeS  Äoorbinatenfijftem  (§  98), 
ftettt  bie  Stöfciffen  mit  ü)ren  jugeprigen  Drbinaten  bar  unb 


Digitized  by 


Google 


380    günfter  Äbfd&nitt.    GHetdjungen  erften  unb  jtoetten  (SJrabcä. 

öerbinbet  bic  ©nbpunlte  berfelben  burdj  einen  ßug  au8  freier 
§anb,  fo  entfielt  eine  offene  frumme  Sinie  (gig.  36).  5Die$ 
SSilb  ber  ©leidjung: 

y  =  <x?  +  3x  —  4 

wirb  offenbar  nm  fo  genaner  gejeidjnet  werben  fönnen,  \t  mef)r 
Sßunfte  man  beregnet,  unb  wenn  man  für  x  aud)  Srüdje  fefet 
unb  Ijiernad)  y  beftimntt. 

©ewiffe  quabratifdje  ©leidjungen  Ijaben  bie  ©igenfdjaft, 
ba&  tf)r  räumlidje«  SSilb  ftetS  biefelbe  «um  ift.    ©3  fei  j.  85. 

bie  ©leidjung: 

x*  +  y*  —  25  —  0 

jeid)tterifdj  barjufteßen.    2Ran  gebe  ber  ©leidjung  bie  gorm: 

y— y25  —  x2. 

Um  juerft  feftjuftellen,  ob  unb  e&entueQ  in  weldjem  fünfte  bie 
gefugte  Sinie  bie  Drbütatenadjfe  fdjneibet,  fefce  man  x  =  0, 
fo  wirb: 

y  =  ±V25  =  ±5. 

golgftdj  wirb  bie  r^Slc^fe  oberhalb  unb  unterhalb  ber 
XsSldjfe  in  bem  Sbftanbe  t>on  5  Sängenein^eiten  (öon  0)  ge* 
fdjnitten.  ©efet  man,  um  bie  ©djnittpunfte  be8  SBilbeS  mit  ber 
X^Äd^fc  ju  beftimmen,  y  =  0,  fo  finbet  man  au3: 

^25  — s»  =  0,    «  —  4-5. 

Xrägt  man  alfo  öom  SlnfangSpunft  au$  bie  Slbfciffen  x  =  5 
unb  x  =  —  5  ab,  fo  Ijat  man  bie  gefugten  ©djnittpunfte. 
Sitte  ßatjlenwerte  ffe  */  ^e  fltö^er  afe  +5  unb  Heiner  als 
—  5  finb,  madjen  ben  SRabilanben  negativ  unb  liefern  für  y 
imaginäre  Satjlen,  b.  Ij.  e$  giebt  für  biefe  äßerte  leine  Drbinaten. 
Sitte  übrigen  (reellen)  SBerte  für  x  liegen  jwifdjen  0  unb  +4f 
besw.  jwifc^en  0  unb  —  4.  2Bir  fdjliefeen  barau*,  bafc  bie 
gefugte  Sinie  nadj  allen  ©eiten  gefdjloffen  fein  mufj. 

gür  x  —  ±  1,  +  2,  +  3  Wirb  y  =  +  V24,  +]/2l, 
+  4.  S)a  jcber  SBert  für  bie  Slbfciffe  x  jwei  abfolut  gleite, 
ber  Sage  nadj  entgegengefefcte  Drbinaten  liefert,  fo  mufc  bie 
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frumtnc  Sinie  oberhalb  unb  unterhalb  ber  X=9Wjfe  biefelbe 
©eftalt  tjaben.  Unb  weil  ferner  obige  ©leid&ung  für  je  jtoei 
abfolut  gleite,  ber  Soge  na<$  entgegengefe$te  Sbfciffeu  x  unb 
—  x,  ftetö  gleite  Drbinaten  giebt,  fo  muft  aud)  bie  r^Sl^fe 
bie  fragliche  Sinie  in  jtoei  fougruente  Seile  jerlegen.  33eredf)uet 
man  nod)  für  einige  SBerte  ber  ©röfee  x  bie  Drbinaten,  ftettt 
bie  Äoorbinaten  bar  unb  öerbinbet  bie  erhaltenen  fünfte  ber 
gefugten  Sinie  burdfj  einen  3U9/  f°  entfielt  bie  Kreislinie, 
©er  SÄittetpunft  berfelben  unb  ber  Anfang  ber  Koorbinaten 
fallen  jufammen.    Seber  ©leicfyung,  welche  bie  gortn: 

a?  +  y3  =  r2     ober    y  =  ]/r*  —  x* 

Ijat  ober  auf  biefelbe  jurücfgefü^rt  werben  fann,  entfprid)t  ba3 
räumliche  33ilb  ber  Kreislinie.  $)aljer  nennt  man  bie  allgemeine 
(Sleidjung  #*  +  y2  =  r2  bie  ©leid&ung  be3  SreifeS. 
3DaS  geometrifdfje  S5ilb  einer  ©leid^ung  t>on  ber  gorm: 

y-±ysnr&  ober  S  +  fl-i 

ift  bie  @lti:pfe.*>    3ebe  ©letdfjung,  toeldfje  bie  gorm: 

y  =  Vpx  °&e*  y2  ==s  px 

erfüllt,  giebt  burdfj  ßeidfjnung  öerfinnlidfjt  eine  Sßarabel**), 
bereu  Sld&fe  bie  Slbfciffenadfjje  ift  unb  bereu  ©d^eitel  in  ben 
Anfang  ber  Koorbinaten  fällt.  §at  enblidf)  bie  ©leid)ung  bie 
gorm: 

y  =  -Vx*-tf, 

fo  bejeic^net  fie  räumlidfj  aufgefaßt  eine  iptjperbel.***) 

*)  3)ie  @umme  ber  Entfernungen  eines  jeben  Eflipfenpunfteä  bon 
jtoci  feften  (SBrenn=)$unften  ift  ftetö  biefelbe,  nftmUd*  gleid)  ber  großen  Hdrfe. 
**)  3eber  Sßunft  ber  Sßara&el  Ijat  gleiten  TOfianb  öom  Sörennpunft 
unb  bon  ber  ßeitttnte  (Drbinatenadjfe).  3)ie  Parabel  ift  nadj  einer  ©eite 
offen,  bie  Ädjfe  teilt  bie  Äurbe  in  atoet  gleite  Swetge,  bie  fidj  in&  Un= 
enblidje  erftreefen. 

***)  $te  $ifferenj  ber  Entfernungen  jebeS  §^perbetpun!teS  öon  jwei 
feften  fünften  (©rennpunften)  ift  unöeranberlidj  unb  jwar  ttjrer  (ipailpfc) 
2Wjfe  gteidj.  Eine  &typerbei  befielt  aus  jwei  gleiten,  getrennten  Steigen, 
bie  oljne  (Sirenjen  fortgeben. 
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§  112.     «uflöfung    einflcflcibetcr   quabratif^ct   ®lei$ungS? 
aufflaien  mittel*  gcimtctrifdjcr  »erfhmUdjuttg. 

2>ie  geidfjnerifdfje  StarfteKung  fefct  uns  inftanb,  eingefleibete 
Aufgaben,  bereu  Söfung  auf  ein  ©ttftem  ©leidfjungen  gleiten 
©rabeS  mit  gtoet  Unbefannten  ffitjrt,  elementar  gu  löfen,  alfo 
eine  Äuflöfung  gu  fdfjaffen,  gu  bereu  SJerftänbniS  leuterlei  alge* 
braifd^c  Äenntniffe  erforberlidfj  finb. 

1)  Aufgabe.  3*°^  8a^en  8U  ftnben,  bie  miteinanber 
öermelfältigt  576  unb  burdjeinanber  geteilt  2\  geben. 

»uflöfung.  SSegeidjnet  man  bie  gefugten  ßa^en  mit  x 
unb  y,  fo  fann  man  taut  ben  SBebingungen  ber  Aufgabe  folgenbe 
(Steigungen  auffteüen: 

1)    st,  =  576;        2)     J=2*. 

2>ie  Suftöfung  burdf)  räumliche  2>arftettung  würbe  ettoa, 
tote  folgt,  lauten: 

SBeim  Seiten  beiber  ßa^Ien  erhält  man  ben  33rudf)  2£  =  £; 
mithin  ift  bie  eine  3a#  f  wal  fo  grofc  als  bie  anbere,  ober 
bie  größere  $afjl  befielt  aus  9  foldfjen  Seilen,  wie  bie  anberc 
beren  4  enthält. 

©ie  ©treefe  AB  in  gig.  37  öeranfd^aulid^e  einen  biefer 
gleiten  Seile,  fo  öerftnnlid&t  bie  ©treefe  AC  (=4  biefer 


A 
B 

Sfifl.  87. 

n 

B 


E 


Seile)  bie  Meine,  unb  bie  ©treefe  AB,  als  aus  9  gleiten 
Seilen  befte^enb,  bie  größere  3aljl. 

£>a$  9tedf)tecf  ACEB  fteßt  alSbann  baS  Sßrobuft  beiber 
Ballen,  nämüdfj  bie  3al)l  576  öor.  ©iefeS  3ted»tedf  läfct  fid) 
aber  mittels  parallelen  burdf}  bie  Seitpunfte  in  4  x  9  =  36 
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unter  ftdfj  gleite  Quabrate  jertegen.  (Sin  Quabrat  öeranfdf)aus 
lid&t  alfo  bie  3aljl  576 :  36  =  16;  unb  bie  ©eite  eine«  foldfjen 
QuabrateS  bejeidfjnet  bie  yiö  =  4 .  Die  eine  $afjl  toirb  nadj 
bet  ßri^nung  burdfj  bie  ©tredte  AC=  4  •  AB  öeranfdfjaulidfjt; 
fie  beträgt  batjer  offenbar  4-4=16.  Die  ©treefe  A  C  =  9  •  A  B 
toerfinnlidfjt  bie  anbere '3at)l;  folglich  ift  teuere  9-4  =  36. 

auf  biefelbe  SBeife  fönnen  alle  Aufgaben  beljanbelt  »erben, 
in  toetöjen  ber  Quotient  bejto.  ba8  SSertyältniS  unb  ba3  Sßrobuft 
ber  Unbetannten  gegeben  finb,  j.  85: 

//ßtori  Sio^ltn  öerljalten  fidfj  toie  5:3;  üjr  Sßrobuft  ift 
735.    2Be(d)e  Sagten  finb  e$?" 

2)  aufgäbe.  Der  Quotient  jtoeier  Qaf)kn  beträgt  6,  ber 
Unterfdfjieb  ifjrer  Quabrate  560.    SBie  Ijeifcen  bie  8^1en? 

Sluflöfung.  Sejeid^net  man  bie  gefudfjten  ßaf)Ien  mit  x 
unb  y,  fo  ljat  man  fotgenbe  (Steigungen: 


i)  ;-.j 


2)    s*-y*  =  560. 


gifl.  88. 


Sluflöfung  mittete  geometrifdfjer  Darftellung. 

Da  ber  Quotient  beiber  &Q$Un  6  beträgt,  fo  ift  bie  eine 
3af|l  6  mal  fo  grofe  qlS  bie  anbere. 

Die  ©treefe  AB  gig.  38  öeranfdfjaulidfje  bie  Heinere  unb 
AC=6xAB  bie  größere ßal)l. 
Die  Quabrate  beiber  Qctijltix  finb 
burdfj  ABFG  unb  ACDE  bar= 
gefteöt. 

Da§  Quabrat  über  ber 
©treefe  AC  befielt  au3  36  unter 
fidfj  gleiten  Quabraten,  toon 
wetzen  jebeS  gleich  ABFG  ift. 
Der  Unterfdfjieb  ber  Quabrate 
beiber  ßaljlen  ift  alfo  burdfj  35 
fleine  Quabrate  toerfinnlidfjt,  unb 
jtoar  ftetten  biefelben  nadfj  ber  Aufgabe  bie  3a^  &60  &ar- 

SRitljin   toeranfdfjaulid&t   ein   Meinet   Quabrat    bie   3a^ 
560 :  35  =  16  unb  bie  Seite  beSfelben  bie  "j/16  =  4 .    Die 


E 


J 
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größere  ßafyt,  tottyt  burdfj  bte  ©treefe  AC  öetftmtlidjt  ttrirb, 
beträgt  alfo  6x4  =  24. 

3)  Aufgabe.  Die  Differenz  jtoeier  Säulen  beträgt  4,  bie 
©umme  üper  Duabrate  136.    SßeldfjeS  finb  bie  Sagten? 

Sluflöfung.    Die  größere  ber  gefügten  Sagten  werbe 

burd^  bie  ©treefe  AB,  i§r  Quabrat  burdfj  ABBE  toerftnnlidjt. 

gerner  begeid^ne  BC  bie  anbere  ßaf|l 
w*  39^        ^     unb  BCFG  bag  jQUQbrat  berjettcn# 

2Radjt  man  CH  =  AB,  jieljt  burdfj 
H  bie  SßaraMe  HJ  ju  .4.E  unb 
üerlängert  .FG  bis  2T,  fo  ttrirb  bie 
©umme  beiber  Duabrate  in  jtoei 
ti>nQXUtxitt$lt%ttdt,AHJE,CFKH 
unb  baS  Ouabratdfjen  (rDJüT  jerlegt. 
Da  bie  jtoei  Ctuabrate  jufammen  bie 
Qaf)l  196  toerfinnßdfjen  unb  ba8 
Duabratd)en  bie  ga^I  42  =  16  be- 

äeidfjnet,  fo  üeranfd^auüd^en  bie  SRedfjtecfe  bie  Qaty  196  —16  =120. 

Srgäujt  man  nun  bie  ßttdfpuutg  äu  &em  öuabrate  über  AC,  fo 

fteUt  biefeS  bie  ßafl: 

136+  120  =  256, 


unb  bie  Seite  AC  bie  1/256  =  16  bar.  Die  eine  galjl  ift 
ba^er  £(16  +  4)  =  10  unb  bie  anbere  £(16  -  4)  =  6. 

4)  Aufgabe.  SDBie  tmtfj  man  16  teilen,  ba£  ba3  Sßrobult 
ber  beiben  Deile,  ju  itjren  Ouabraten  abbiert,  bie  Summe 
208  giebt? 

Sluflöfung.    §ier  lautet  bie  ®leid)ung  mit  einer  Unbe= 

fanuten: 

x*  +  (16  -  x)2  +  (16  -  x)  •  x  =  208. 

Da8  ©ijftern  t>on  jtoei  Unbefannten  ^ci^t: 

1)    *  +  y  =  16;        2)    **  +  y2  +  zy  =  208. 

Die  ©tredte  AC  (gig.  40)  herauf d^aulic^e  bie  3af)l  16; 

AB  unb  BC  mögen  bie  gefugten  Xeile  barfteöen.   Die  Duabrate 

ber  beiben  galten  finb  burd)  AB  DE  unb  BCFG  unb  ba3 

*ßrobuft  berfelben  ift  burd)  baS  föed)ted  BCEH  öerfinnlidjt. 
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SBitbet  man  ba8  SRec^tcdE  ABGK,  ba§  offenbar  betn 
Sied&tecf  JBG'ÄE  gleidf)  ift,  fo  entfielt  ba8  Ctuabrat  über  ber 
©treefe  DH=AC,  toeldfje»  bie 
£a$t  162  =  256  barftettt.  $a 
nadfj  ber  3eid)nung  bie  Ctuabrate  K 
ber  ©treefen  AB  unb  jBC,  fonrie 
ba§  3ied»tecf  BCHE  bie  Baljl  208  A 
t>eranfd(jauüd()en,  fo  toerfinnftd)t  ba3 
Sied)tecf  ABGK  offenbar  bie  #al)( 
256—208  =  48.  2Kad(jt  man  DL  L 
unb  KP=BC,  unb  jieljt  bie 
sßaraMen  i Jf  unb  PQ,  fo  fteHen  # 
bie  entfteljenben  SRed^tede  DE  ML 
unb  iTP^i  ebenfalls  baS  Sßrobuft  (48)  ber  gefudjten  3af)ten 
öor.  3ieljt  man  bie  öier  gleiten  SRcd^tcrfe  BCHE,  DE  ML, 
KPQL  unb  CFPS  öom  Duabrate  DHFK  ab,  fo  bleibt 
ba8  $araMogramm  QMBS.  SefctereS  ift  aber  erfid&tftdfj  ein 
Buabrat,  beffen  Seitenlange  gletdfj  bem  Unterfdfjteb  ber  ©treefen 
AB  unb  BC  ift  3)ie  öier  abgezogenen  SRedfjtecfe  üeranfe^aus 
lidfjen  bie  ßa^I  4  x  48  =  192;  alfo  toerfinnlidjt  ba8  Cluabrat 
QMBS  bie  galjt  256  -  192  =  64  unb  eine  Seite  be8felben 
bieV64==8.  $)er  Unterfd^ieb  ber  gefudfjten  ßaljlen 
ift  batyer  8;  nadfj  ber  Aufgabe  beträgt  iljre  Summe  10. 
S)urdj  biefe  Angaben  ift  bie  Sluflöjung  befdfjafft,  ba  bie  gege* 
bene  Aufgabe  auf  eine  befannte  teilte  jurücfgefüf)rt  ift. 


E 


H 


©Füller,  «ttt$metif. 
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(Sedjöter  Stbfdjniti 
dritte  (Enwttomtg  tos  3a^knb*0riflFs:  xmAionalt 

§  113.    »egrtff  her  Snraitontttjttjtttt. 

SBci  bcr  ^Definition  bcr  Duabrattourjel  aus  einer  ßaljt  ift 
öorauägefefct,  baft  bet  Stabifanb  eine  ganje  ober  gebrochene 
Sßotenj  toon  einer  ganjen  ßa^I  ober  öon  einem  S3rud)e  ift 
(§  18,  VI  (Seite  119),  §§  61,  63  unb  64).  S)ie  ßa^en  ber 
natürlichen  3al)tenreif|e,  toetdje  biefe  SSebingung  erfüllen,  fiei&en 
Duabratjaljlen,  j.  85.  1,  4,  9,  16  u.  f.  to.  3nbe8  lommen 
fowo^l  in  ber  äßurjelredjnung  als  in  ber  ©eometrie  Ijäufig 
®röfcen  öor,  beren  SBurjrin  fidj  burc§ 
itfi  4L  feine  öon  ben  un8  bis  jc^t  befannten 

3aIjlfornten  angeben  taffen.**) 

3n  bent  redjtoinfeligen  gleid)* 
fdjenfeligen  2)reie<fe  ABC  öerfumlid)e 
jebe  «atmete  bie  #a$l  1.  Sitebann  fteöt 
bie  £^otenufe  AG  bie  3af)l  ]/2  öor. 
Um  alfo  bie  Sänge  ber  ^tjpotenufe  AG 
burdj  eine  Qafyl  auSgubrücfen,  mufe  man 
aus  2  bie  Ctuabratttmrget  jieljen._  S)ie  9ted)nung  bis  auf  jtoölf 
©ejimalen  fortgeführt,  liefert  ]/2  =  1,414213562375..,  ba* 


•)  3)iefcr  Wbfdjmtt  bütfte  im  Unterridjt  too$I  am  atDedmÄfitöften 
mit  ber  ftuftöfungSlelpe  bet  quabratifdfjen  (Sleidjunßen  mit  einer  Uns 
befannten  toerbunben  »erben. 

**)  S)urd>  bie  Unterfud&ung  be3  35er$ftUntffe$  atoeter  Ordnen 
ift  man  auf  bie  3trationaljal)len  gefommen.    Sftan  felje  §  79,  2. 
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©rgebntS  ift  eine  unenbfid&e,  unperiobifdje  Dejtutaljaljt.  Die 
folgenbe  ^Betrachtung  geigt ,  bafi  bie  Siedlung  nidjt  auf* 
gef)en  fann. 

Den  SBurjefa  ber  Qafytn  1  unb  2  entsprechen  bie  Qua* 
brotja^Ien  1  nnb  4.  Die  Ouabrattourjefa  au«  ben  jtmfdfjen 
1  nnb  4  Uegenben  3a^en,  näutltdf)  ans  2  nnb  3,  fönnen  feine 
ber  uns  bis  jejjt  befannten  ßa^lengrö^en  fein.  Der  SBert  üon 
}/2  fann  leine  ganje  3^1  fein;  benn  12  =  1  nnb  22  =  4; 
folglich  liegt  bie  gefudjte  SBurjel  ättnfdjen  1  nnb  2,  nnb  itoax 
bleibt  nnr  übrig,  ba%  ber  SBurjeftoert  öon  2  ein*  gemixte 

3<#  (§  51)  wäre,    ©efefct  nun,  bie  teuere  fei  1  +  |,  toofür 

mir  ben  gehobenen  S8ruc$  |  fe|en,  fo  müfcte  nac$  bent  SBegriffe 
ber  Duabratttmrjel 


W  ~  9* 


fein.    3ä*j*er  m*  Kenner  beS  SSrnd^eg  -  lönnen  nun  enttoeber 

relattoe  ^ßrintjaljten  ober  nid&t  relatto  prim  fein.  @inb  p 
nnb  q  relatiöe  ^rimja^Ien,  fo  ftnb  üjre  Dnabrate  ebenfalls 
Sßrimjaljlen,  nnb  fotgtidfj  ift  p2  burdf)  q2  nid^t  teilbar,  b.  f). 

(-\   ein  83  md^.    SBenn  p  unb  q  ntdfjt  relattoe  Sßrim jafjlen  be* 

jeidOnen,  fo  I)aben  fte  einen  gemeinfdfjaftftdOen  größten  heiler  t, 
unb  es  fteöen  aläbann  bie  SBudfjftaben  in  ben  SluSbrttcfen  p :  t, 
q :  t  relattoe  Sßrtntjaijlen  bar  (§  65);  utitfjin  ift  toie  borljin 

(^H)  e*n  ^m^'  ®a  ****  nac^  bcm  ®c^  ber  2öet^ef*ä«^i9s. 
feit  eines  SBrudjeS  (§  53) 

fH-?.  f-*  eH)'-©"' 

alfo  ber  SBert  öon  (-)  audfj  in  bem  gaüe  ein  SBrudfj  fein, 
wenn  p  nnb  g  nid^t  relative  Sßrimjaljten  finb.  Die  Duabrat- 
tourgel  aus  2  fann  audfj  feine  periobifdfje  Dejimatsa^l 
fein;  benn  biefe  &afyUn  fönnen  burdfj  einen  gefd&toffenen 
getoöljnKdfjen  SBrudj  bargeftettt  toerben.  Der  ÄuSbrucf  ]/2 
bejei^net  alfo  toeber  eine  reine  ganje,  nodf)  eine  gemifdjte 
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ßaljl,  nodj  einen  getoöljnlidjen  33rudj,  nod)  eine  enblidfje  ober 
unenblidfje  periobifdje  3)ejimaljaljl.  2Bir  Ijaben  eS  alfo  Ijter 
mit  einer  neuen  3a^form  äu  fym*  m^  einer  ßftfftflröfcc, 
meiere  fidjj  toeber  burdfj  bie  ganje  ©infjett  nodf)  burdfj 
SSrudjeinljeiten  genau  meffen  läßt  (§  79,  2).  ßa^tgröjsen 
t>on  biefer  ©igenfdjaft  nennt  man  Sttationaljaljlen.  3m 
©egenfafc  Ijtergu  §at  man  ben  übrigen  Saljlen  ber  natürlichen 
Säulenreihe  ben  Kamen  Stationaljaljlen  beigelegt.  $>ie 
Srrationaljaljlett  ftnb  bie  eigentlichen  333ur jelgrößen ,  unb 
man  unterf$etbet  bie  äBurjelformen  häufig  in  irrationale 
unb  rationale  ober  ausführbare  SBurjeln. 

Unter  ben  ©liebern  ber  natürlichen  QofyitriTttyt  giebt  eS 
feljr  toiele  3rrational jaulen;  bei  »eitern  bie  größte  änjaljl  ber* 
felben  gehört  ljterl)er.  3ebe  Duabratmurjel  aus  einer  $ßrim* 
jaljl  liefert  eine  3^1  biefer  Art.  3m  ßafjlengebtet  1  bis  100 
finb  nur  10  Qafytti  mit  rationalen  SBurjeln,  unter  ben  ßaljlen 
t>on  1  bis  1000  nur  31.  SSejeidjnen  n  unb  (n+ 1)  jtoei  beliebige 
aufeinanber  folgenbe  3a^c«  ber  natürlichen  QcfyltriTttyt,  fo  finb 
jttrifcfjen  iljren  Quabraten,  nämlid)  n2  unb  n*  +  2w  +  1  ftetS 
2w  3rrationalja^len  enthalten.  $)enn  märe  ein  burdj  bie 
fleinften  Qofytert  auSgebrüdfter  SBrud^  -  bie  ttrirflid&e  Duabrafc 

ttmrjel  biefer  &a$ltn,  fo  müßte  (-) ,  alfo  baS  Duabrat  eines 

SBrudEjeS  aus  relativen  $rimjat)ten  gleich  einer  im^tn 
3a^l  fein,  ttmS  unmöglich  ift,  mie  toir  öorljin  gezeigt  fabelt. 
2ludj  bie  Quabratmurjeln  aus  SBrücfyen  liefern  nur  in  beut 
gaöe  rationale  &af)kn,  menn  S^ler  unb  Kenner  Dollfommene 
Duabratjajjlen  finb. 

SRid^t  bloß  baS  ÄuSjieljen  ber  Ouabratamrjeln  aus  ein* 
fachen  &cfyl$c'6fynf  fonbern  audf)  aus  jufammengefefcten 
algebraifdfjen  ßa^lenausbrüdten  liefert  öiele  irrationale  SBurjeln. 
Severe  entfielen  ferner  audf)  burdO  baS  SluSjieljeu  ber  brüten, 
trierten,  überhaupt  ber  wten  SBurjel.  SBenn  audfj  bie  Srrational* 
jaulen  ober  eigentlichen  SBurjelgrößen  jtoar  md&t  burd)  eine 
ganje  ober  Sörud^ja^l  bejeic^net  (erfefct)  toerben  fönnen,  fo  !ann 
man  i^ren  Sßert  bod)  nadO  SBelieben  in  jtoei  ©renjen  ein- 
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fdfjliefcen,  fo  bafe  i!jre  3)ifferenj  fidfj  immer  me^r  ber  9tuH 
nähert.  @o  liegt  j.  S5.  ^2  jtpifc^en  1,4143  unb  1,4142, 
jtoifdjen  1,4142136  unb  1,4142135.  (»ergleidje  Seite  231.) 
Sfadf)  ift  e3  gebräuchlich,  bei  Angabe  beS  SBerteS  einer  3r= 
rationalja!}!  biefelbe  gleid)  einer  rationalen  3a^  in  Ww 
}.  SB.  ju  fd&reiben,  1/5  =  2,236 ...  3)ie  uneigentlidje  Sin* 
toenbung  beS  ©leidftöeitSjeidfjenS  bei  biefer  ©dfjreibtoeife  ift 
burdf)  einige  fünfte  hinter  ber  legten  2)ejtmalftelle  angebeutet. 

S)a  bie  Srrationat jaulen,  wie  bereits  gefagt  ttmrbe,  f id^ 
toeber  burdf)  bie  ganje  nodfj  burdO  irgenb  eine  33rudfj= 
©inljeit  genau  meffen  laffen,  mithin  feine  audO  nodO  fo 
Meine  3a^grö|e  jum  gemeinfdjaftlidfjen  üKafce  !jaben  fönnen, 
fo  nennt  man  eine  Srrationat  unb  eine  SRationaljaljt  audfj 
infommenfurable  ©röfeen.  3f)r  33er!jättuiS  ift  alfo  in= 
fommenfurabel  (§  79,  2).  2)aSfelbe  gilt  öon  jtoei  3rrational= 
jaulen  tjerfdfjiebener  Art,  j.  33.  |/5  unb  "j/7.  3m  ©egenfafee 
tyierju  Ijeifjen  aisbann  bie  ganjen  &afytri,  bie  Srüdfje  unb  bie 
SJejimaljaljlen  mit  einem  gemeinjamen  tarnen  f ommenfurable 
Scalen. 

grüner  tourbe  bereits  gefagt,  baft  infommenfurable  ©röfeen 
Ijäufig  in  ber  (Seometrie  öorfommen.  (Sin  fjatt  ift  ju  Slnfang 
biefeS  SlbfdfjnitteS  bargefteüt  toorben,  nämlidj  bie  £t#otenufe 
eines  red^toinfeligen,  gleidjfeitigen  2)reiedfS  ober  bie  diagonale 
eines  DuabrateS  öerfinnlid^t  ftets  eine  3rrationaljaf)l.  ©eite 
unb  diagonale  eines  DuabrateS  bilben  alfo  in  SBejie^ung  ju 
einanber  infommenfurable  ©röften,  ü)r  33erf)ältniS  ift  infommen* 
furabel.  golgenbe  Seifptele  über  3rrationalja!jlen  bejto.  in* 
fommenfurable  ©röfeen  mögen  Ijier  nodO  ©rnmfjnung  finben. 
3n  jebem  gleidOfeitigen  3)reiecf  liefert  ber  arit^metifd^e  SluSbrucf 
für  bie  §öf)e  eine  3rrationaljaljl.  SBejeid^net  man  bie  ©eiten* 
länge  biefeS  ©reiedfs  mit  s,  bie  £ölje  mit  hf  fo  ift  nadfj  bem 
ptjttjagoreifcljen  Seljrfafee: 

Stud^  bie  arttljmetifdOen  SluSbrücfe  für  bie  Sangen  ber  ©eiten 
beS  regelmäßigen  &d)md%  unb  beS  günfeefs  im  Sreife  mit 
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bem  ©albmeffer  r,  nämttdj: 

«10  -  W*  -  J)       ttttb      s*  —  |VlO  -  21/5 

finb  irrationale  3^Ien,  bic  Sinien  in  33ejiel>ung  junt  #alb= 
tneffer  alfo  infommenfurable  ©röfjen. 

§  114    ftonfhuttion  ber  Srttttiottttljaljlett. 

SBitbet  man  ein  redjttoinfetigeS  ©reteef  mit  gleiten  ßatljeten 
unb  fefct  itjre  Sänge  gleidj  ber  ©inljeit,  fo  toeranfdjaulidfjt  bie 

§9potenufe  BC  genau  bie  ^2  (gig.  42). 
%n .«■  ßeidjnet  man  nun  ein  redjtttrinfelige« 

Dreiecf  mit  ben  ßatljeten  1  unb  Y2, 
fo  oerfinnlidjt  bit  §t#oteuufe  beäfelben, 
alfo  BD,  bie  l/3.  Unb  fonftruiert 
man  hierauf  ein  redjtttrinf  etigeS  ©reiedf , 
beffen  ßatljeten  bie  SBurjeln  j/2  unb 
"j/3  barftetten,  fo  liefert  bie  §^potenufe 
biefeS  ©reiedfö,  alfo  BE,  ein  anfdjaus 
lid&eS  SBilb  ber  3rrationatsal)l  i^.*) 
Um  eine  irrationale  SBurjel  toon  ber  %oxm  Va  —  ]/l  a 
burdf)  eine  einjige  ßonftruftion  als  ©treefe  barjuftetten,  benufce 
man  bie  folgenben  SJeljrfäfce  über  ba3  red^toinlelige  ©reieef: 
a)  3)ie  ©entrechte  aus  ber  ©pi$e  be$  regten  SHitfelS  auf 
bie  $t)potemife  ift  mittlere  geometrtfdje  proportionale  jttrifdjjen 
ben  Äbfdjnitten  ber  §^potenufe.  b)  gebe  Äat^ete  ift  mittlere 
proportionale  jtoifc^en  ber  ganjen  $ty>otenufe  unb  bem  an* 
liegenben  Stbfd^nitt  (Sßrojeftton  biefer  Äatljete). 

@3  fei  j.  85.  }/5  nadfj  Seljrfa$  a)  ju  oerftnnlidfjen.  Die 
gefugte  ©treefe,  bie  Seitenlange  eines  DuabrateS,  fei  x,  alfo 
#2  =  51  ober  in  Sßroportiongform:  b:x  =  x:l.  Um  x 
ju  ftnben,  jeid&ne  eine  ©tredc  AB  =  6  Sängeneinljeiten,  be= 
fdfjreibe  über  AB  einen  $albfrei3,  erridjte  im  ©nbpunft  ber 
bie  Qafjjl  5  barfteüenben  ©treefe  bie  SRed^toinlelige  unb  t>er* 

*)  ®8  ift  fefjr  äwedfatäfjig,  im  Unterricht  eine  Sfojatyt  irrationaler 
SBurjeln  burd^  geometriföe  S)arfteHungen  ju  toerjhntft$en. 
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längere  fie  bi8  jur  ÄreiSlinie,  fo  toeranfdjjaulidjjt  biefc  ©enfc 
redjte  bie  3af)l  |/5.  äKit  33enufcung  be$  Seijrfafce»  b)  ift  bo8 
SBerfaljren  folgenbe«:  3^  eine  ©treefe  AB  =  5  Säugen* 
einljeiten,  betreibe  über  ^JB  einen  §albfrei8,  erridfjte  im 
erften  Xeitpunlt  bie  Sied&ümnfelige  CD  unb  toerbinbe  A  mit 
D,  fo  ift  .42)  bie  gefugte  ©treefe  für  Vö.  3um  »etoeife 
jie^e  man  BD,  fo  ift  2)reiedC  ^LJBD  redjjtttrinfelig  unb  folglidj 
AD*=y  mittlere  proportionale  jtirifdjen  ber  ganjen  §tfl>otenufe 
AB  =  5  unb  bem  «bfdjmtte  AC=  1,  b.  ij.: 

y2  =  51      ober      y  =  }/5.*) 

kommen  nur  nun  auf  unfere  geometrifdje  Äbbilbung 
ber  &a$Un  jurücf.  SBir  ijaben  juerft  bie  natürliche  3^1en^ 
reilje  burdf)  fünfte  berfinnltdfjt,  bie  toon  einem  Anfangt  (SRutt*) 
fünfte  au§  in  gteidfjer  ©ntfernung  öoneinanber  in  einer  nadj 
einer  ©eite  unbegrenjten  ©eraben  liegen  (§  1).  3)ie  ©ub= 
traftion  einer  gröfcern  Qafjt  öon  einer  Meinem  führte  auf 
eine  neue  S^f^rm,  bie  negativen  3a^en.  Um  biefe  an* 
fdjautid)  barjufteHen,  faljen  mir  un$  genötigt,  bie  ursprüngliche 
Sßunftreilje  nad)  ber  entgegengefefcten  ©eite  toon  SRull 
ebenfalte  unbegrenjt  ju  ertoeitern.  ©o  erhielten  toir  ein  an= 
fd&aulidjeS  83ilb  ber  relativen  Qatyemtity  (§  31).  2)urd) 
bie  3)it>ifion  gelangten  nur  ebenfalls  jur  Kenntnis  einer 
neuen  Art  t>on  Satyrn,  ttämlid^  ber  SBrüdfje,  toeld&e  burdf)  (Sin* 
fdjalten  t>on  fünften  jttrifd&en  bie  urfprünglidfjen  toerfinnlidjt 
ttmrben  (§  58).  SKadf)  ßenntnis  ber  Srrationalsaljlen  fönnen 
toir  nun  auefj  biefe  burd)  ©infd&altung  toon  fünften  jur  9ln= 
fdjjauung  bringen.  Um  bie  Sage  ber  Sßunfte,  loeldje  j.  83.  bie 
3aljlen  Y2,  j/3,  )/5  barftellen,  ju  finben,  fteHe  man  nadjj 
obiger  Anleitung  bie  ©tredfen  berfelben  bar  unb  trage  biefe 
mit  bem  $vdü  üon  SWuH  au8  auf  bem  pofitfoen  leite  be$ 
3a^lenbilbe§  ob.  2Ran  lann  ben  Sßunft,  ber  einer  Srrationat 
ja^l  entfpricljt,  annäljernb  baburdjj  finben,  baft  man  jmei  ©renj* 

*)  3ted)t  erforießlidj  ift  e3,  toenn  einzelne  Spület  biefe  Storftetfongen 
fcon  Srtationalja^lcn  an  ber  ©djultafel  ausführen  unb  hierauf  Aufgaben 
biefer  &rt  öon  ben  (Sdjülem  felbftönbig  in  einem  $efte  bearbeitet  toerben. 
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werte  berfetben  bilblidf)  barfteHt,  biefe  ®renjen  unb  folglich 
audf)  bie  iljueu  jugeorbneten  fünfte  uäf)er  unb  näljer  rücft 
unb  fo  bem  richtigen  fünfte,  ber  bie  3rrationaljaf)l  öerfinn* 
lid^t,  beliebig  nalje  fommt. 

SSor  ÄenntniS  ber  irrationalen  &atytn  ftettten  fidf)  in 
unfenn  Sa^Ienbilbe  alle  8al)lengröfjen  (®anje  unb  SBrüdfje) 
afe  eine  Steige  t>on  Sßunften  bar,  bie  in  feljr  Heiner  ®nt* 
f ernung  üoneinanber  in  einer  burdj  jtoei  fünfte  gebauten 
®eraben  liegen.  $)urd)  @infdf)altung  ber  Srrationaljaljlen 
»erben  nun  alle  Süden,  bie  nodfj  öorljanben  toaren,  mit 
fünften  ausgefüllt,  fo  ba|  nun  ba§  3af)lenbüb  in  eine  geo* 
metrifd^e  ®röf$e,  uämlidj  in  eine  unbegrenzte  gerabc 
Sinie  übergebt.  Somit  fann  jeber  Sßunft  einer  ©eraben 
al«  bie  SBerftnnltdfjung  einer  3^1  gelten.  2)urd)  bicfc 
SSorftettung  toirb  ber  ^Begriff  ber  ©teti  gleit,  ber  ben  Staunt- 
gröfcen  anhaftet,  in  bie  Slrttljmetil,  bie  Seljre  toon  ben  ge* 
trennten  ®röfcen,  übertragen.  2Bie  in  ber  ®eometrie  ein  fidj 
betoegenber  Sßunlt  A  (gig.  43),  ber  feine  9itdf)tung  nidf)t  änbert, 
eine  ®erabe  AC  erjeugt  unb  bei  biefer  SSefoegung  feinen  Drt 

giß-  43. 

ABC 

•  •  m  •  • 

0  +1,  +2,  +3,  +4, 

(Sage)  ftetig  änbert,  alfo  bie  ®röfce  AB  alle  Sängen  erljält, 
toeldjje  jtüifdfjen  AB  unb  AC  mögtidf)  finb,  fo  fagt  man  in  ber 
Ärit^metif :  eine  8at|Igröfee  x  (Variable)  f)at  iljren  äßert, 
tjon  x  =  l  big  #  —  2  toad^fenb,  ftetig  burd^Iaufen,  unb 
t>erftef)t  unter  biefer  9fa8brucfött>eife,  baft  bie  ©röfec  x  nadfj 
unb  nadfj  alle  jttrifdfjen  1  unb  2  mögltdfjen  rationalen 
unb  irrationalen  QafyUntotvtt  angenommen  fjabe.  Stile 
biefe  öerfdfjiebenen  SBerte  toerben  burd)  bie  ftetig  aufeinanber 
folgenben  Sßunfte  ber  Sänge  AB  burd^  iljren  äbftanb  öom 
Sftultyunlte  berfinnlidjt.  Die  Ämoeubung  be3  ^Begriffes  ber 
ftetigen  $nberung  in  ber  Slritljmetil  get)t  au3  folgenben  S3eU 
fpielen  Ijer&or: 
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a)  toädjft  x  ftetig  toon  1  bis  10,  fo  toädjft  x*  öon  1 
big  100; 

b)  änbert  x  feinen  SBert  ftetig  toon  0  bis  100,  fo  änbert 
fid)  ber  2Bert  beS  SluSbrucfS  10a?  —  3  t>on  —3 
bis  997; 

c)  burdjläuft  x  atte  SBerte  bon  1  bis  oo  ftetig  ttmdjfenb, 
fo  nimmt  ber  SBert  beS  öuotienten  -  öon  1  bis  0 
ftetig  ab. 

Die  folgenbe  ©orfteQung  giebt  uns  ein  SSilb  einiget  uns 
bis  jefct  befannten  Sitten  t>on  galjlgröfjen: 


3ifl.  44. 

-V» 


-^2 


+  }/5 


oo-  I 1 t-+-»-^H 1 1     MI  ♦ 1 1  +<x> 

—  4,         —8,   'VW,    2,         —  1,    —      0,       +l,+|/äJ7+2,         +3,         +4, 

§  115.    ttedjnen  mit  3rrationaljaljlett. 

S)ie  irrationalen  SBurjeln  werben  bet  2)efinitionSformel  II 
§26,  nämlidj:  /y-y  _ 

unterworfen,  bie  früher  gemalte  ©infdjranfung,  bafe  ber  Stabi* 
!anb  ber  SBurjel  rabijierbar  fein  mttffe,  foffen  wir  nun 
fallen,  ©o  bejeidjnet  bet  StuSbrud  ]/ä  biejenige  gafjt,  beten 
jtoeite  Sßotenj  a  ift,  gleidjtriel  ob  ber  Siabifanb  a  ein  Duabrat 
ift  ober  nidjt.  SRur  bleibt  vorläufig  bie  »ebingung  befielen, 
bafc  a  pofitit)  ift  Unter  btn  geilen  V"5,  ]/7  t>erfte!jt  man 
bie  galten,  bereu  Duabrate  bie  SBerte  5,  7  liefern.  S)ie 
grrationaljaljlen  lömten,  wie  fdjon  gig.  44  t>erfinnlid&t,  pofitit) 
ober  negatiü  fein,    gerlegt  man  j.  SB.  bie  (Steigung: 

x*  —  10  =  0 
nadj  §  104  in  bie  einfadjen  (Steigungen: 

1)    x  +  yiÖ  =  0     unb     2)    x-VlO  =  0, 
fo  erhält  man  bie  SBurjeln: 
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xi  —  +  yiÖ     trab     asi  — —  ]/iÖ. 

<JS  ift  baljer  fonrity  (+  lOy?  d*  aw|  (—  j/IÖ)1,  tos 
(±V^ö)*  —  10-  Allgemein  $at  bie  (Sleidpwg  s*  =  a  bie 
SBurjeln  +]/a  unb  — Ya  and)  in  bem  %dSt,  toemt  +Va 
feine  ausführbare  SBurjet  bejeidjnet 

S)a  bie  Srrationaljatjlen  ber  Definition  ber  rationalen 
SBurjeln  nntertootfen  ttorben  finb,  fo  muffen  alle  Stedjengefe|e, 
weldje  ftcf^  auf  biefen  Segriff  pfcen,  and)  für  irrationale 
SBurjeln  (Bettung  Robert  «tte  in  ben  §§  26—27  unter  VI 
©eite  119  unb  §  64  aufgehellten  Seljrftye  ffatb  alfo  and)  für 
3rrationaljaf)len  gültig,    ©o  ift  j.  SB-: 

V^  •  1/2Ö  —  yiÖÖ  =10;      }/3  •  V5  —  Vl5 ; 

yi8:yT2  — 2. 

gffir  ba3  praftifdfje  Steinen  mit  SBurjeln  finb  nod)  fofe 
genbe  Kegeln  ju  merf en. 

I)  irrationale  SBurjeln  werben  in  ber  SRedjnung  Ijaufig 
burd)  ein  Sßrobuft  au3  einem  rationalen  unb  irrationalen  gaftot 
bargefteHt.  Um  biefe  Umformung  ju  toofljieljen,  jerlege  man 
ben  Äabifanben  in  einen  (ober  mehrere)  rabijierbaren  gaftor 
unb  fd&reibe  bie  SBurjel  beäfelben  bor  ben  irrationalen  galtor. 
8  •  »: 

^48  —  ]/l~6^3  —  4^3;     ^128  =  ^64^2  =  4  ^2 ; 

1/32  +  l/i8  —  1/50  =*  4)/2  +  31/2  —  5^2  —  2^2. 
V~a^~2äb* ~+~äb2  —  »  +  b)%  •  a  —  (a  +  6)l/a. 

II)  ©oll  umgefe^rt  eine  rationale  ober  irrationale  Qaty, 
toeldje  mit  einer  SBurjel  burdfj  eine  Operation  ber  jtoeiten 
Stufe  öerfnüpft  ift,  unter  ba3  SBurjeljeid&en  gebraut  loerben, 
fo  mu|  man  erftere  mit  bem  ©Eponenten  ber  SBurjel 
potenjieren,  j.  83.: 
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3l/5  =  )/35}/5  =  >/45;     ayi  =  yä?b. 

III)  Um  bie  ©nmme  ober  2)ifferenj  jtoeier  SBnrjeln 
in  einen  8fa8brocf  ju  bereinigen,  ergebe  mon  biefelbe  in  bie 
Sßotenj  be3  SBurjetejponenten,  ben  bie  gefugte  SBurjelfomt 
erhält  nnb  robtjtere  bie  erhaltene  Sßotenj  bnrdj  benfelben  @j* 
ponenten.  2)er  }nle|t  erhaltene  &n8brncf  ift  bem  nrforüng* 
liefen  gleidj,  toeü  p  =  Y¥  ift.    ß.  83.: 


j/2  +  Y3  =  V{Y2+yi)%  —  Vö  +  2^6; 
]/2  +  y§  =  )/l8; 


^a  +  26  +  Va  -  26)  =  Vi(]/a  +  26  +  Ya  -  26)2 


-yj5"a  +  2V^46*)  =  |/s±V£ 


—  4&* 


IV)  ßur  SBermeibnng  bet  Stttrifion  bnrd)  eine  Srrattonafc 
jaljl,  überhaupt  jur  Vereinfachung  ber  Stedjnnng,  formt  man 
SSrüdje  mit  irrationalem  Kenner  Ijänfig  fo  um,  ba|  ber  lefctere 
rational  toirb. 

a)  3ft  ber  Kenner  eingliebrtg  nnb  Ijeiftt  er  allgemein 

Vär,  fo  mnlttyttjiere  man  Sanier  nnb  Kenner  mit  ^an~m 

ober  yam^n,  je  nadjbem  n<w  ift.    Um  alfo: 

y-a,  Vi,  fc,  V* 

aaä>  bem  Steintet  fortjufdjaffen,  tnultiplijicrc  man  bejügüd)  mit 

V'ä,     y^*,     V~a,     Va-        3-  »•: 
1  1-^2  _i/5>      J__«.5/sg. 
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a  .-         a         $/—s 

a  —  b         ,/ £         a— &  a  —  6, 


V^^»;    ^-^«TJ- 


b)  33eftel}t  bcr  Kenner  on8  ber  ©unttne  ober  SHfferenj 
jtoeier  Dnabratttmrjeln  ober  enthält  er  eine  rationale  Raty 
unb  eine  Onabratttmrjel,  fo  bennfce  man  bie  gormein  §  27, 
Seite  87.    Q.  83.: 

^Z-^-^  +  y2)8-5+V24; 

1/7  —  ys  ~"     2     ' 

6— yä       (5  — yä)  ■  (4  +  2ys)      7  +  »ys  ^ 
4  —  2ys ""  (4  —  2ys)  -  (4  +  2y5) —      2 

V)    S)a8  fnrbtjdje  S3inom. 

a)  @ine  3ö^öerbinbnnfl  t>on  ber  gorm  a  +  Yb  Ijeifjt 
ein  fnrbifdjeg  33inom  ober  eine  furbifc^e  3a1jl,  a  i§r 
rationales ,  b  iljr  irrationale«  ©lieb.  S)ie  gorot  a  +  )/& 
ift  bie  etnfadrfte  gorm  (SJlormalform)  einer  fnrbifdjen  Q/täfi. 
Äefctere  nmfafjt  bie  rationale  nnb  irrationale  Qofyt  als  befonbere 
gäüe;  benn  an»  a  +  "j/6  entfielt  für  6  =  0  bie  rationale 
ßaljl  a  nnb  für  a  =  0  bie  irrationale  ©röfte  6.  ©inb  jtoei 
fnrbifdje  Qpfyltn  einattber  gleid),  ift  allgemein: 

i)  a  +  ys-^  +  ysr, 

fo  befielt  cincrfeitS  ®leid)I)eit  jttrifdjen  iljren  ratio* 
nalen  teilen,  a  =  alf  nnb  anbererfeitS  jtoifc^en  i^ren 
irrationalen  ©liebem,  Vb  =  Vbi-  Statu  &u*  ber  ©lei* 
djnng  1)  folgt: 

2)    6  =  (a,  ~a)2  +  6l  +  2(öf1  — a)]/^". 

3)a  6  eine  rationale  ßa^l  bejeidjnet,  fo  rnnfc  ber  8u8taud 
rechts  eine  Qcfyl  berfelben  Strt  barfteüen*    S)iefe  S3ebingnng 
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ttrirb  nur  erfaßt,  toenn  a1—a  =  0,  b.  Ij.  aA  =  a  ift,  toorau« 
bic  ®leid(jf)eit  6  =  bx  unmittelbar  folgt. 

b)  Unterfdjjeiben  fidf)  jtoei  furbifc^c  SMnome  nur  burdjj  btö 
SSorjeid^en  be$  irrationalen  ©liebeä,  jo  fagt  man,  bie  QafjUm 
feien  inbejug  aufeinanber  fonjugiert  furbtfd£>,  g.  SB.  5+j/7 
unb  5  —  Yl,  allgemein: 

t*  —  a  +  Yb     unb      wx  =  a  —  ]/b . 

gür  baä  praftifdfje  SRedfjnen  mit  biefen  ttridfjtigften  furbifcljen 
Sagten  merfe  man  fid)  folgenbe  leicht  ju  beioeifenben  gormein: 

1)    W  +  Wl  =  2a;  2)    w  — wx  =  2|/6; 

3)    ti.Ml=a*  —  6;  4)    w2  +  <  =  2(a2  +  6); 

5)    w2  —  M12  =  4a|/6. 

2)ie  ©umme  ober  bie  Differenj  ber  duabrattourjeln  au3  fon* 
jugierten  furbifdjjen  SSinomen,  alfo  ein  Slugbrucf  üon  ber  gorm: 

Va  +  Vb  +  Va-Vb, 

läfet  fidfj  im  allgemeinen  ebenfalls  burdfj  eine  jtoeite  SBurjel 
a\x&  einer  furbtfdjjen  3af)l  barfteüen.  Um  bie  gormel  ju 
finben,  nadj  toeld^er  bie  Umformung  biefer  SSerlnüpfung  in 
einen  SBurjelaugbrudf  öottjogen  toirb,  fejje  man  vorläufig: 

Va  +  Yb  +  Va-Yb  =  Yx  +  Yy- 
©rtjebt  man  bieje  (Sleidjjung  in$  Duabrat,  fo  entfielt: 

2a  +  2|/ä2~^&  =  x±Yy- 
Sinn  befielen  nadjj  a)  folgenbe  SBejietiungen: 

x  =  2a   unb   Yy  =  ^Ya%  — 6- 

2)urdj  ©infefcung  biefer  Sßerte  für  x  unb  "J/y  in  bie  erfte 
©leid&ung  entfielt: 

I.  gormel:    Ya+Yb  ±  Ya—Yb  —  1^2  (a  +  ]/^~^1) . 

Sttefe  gormel  gilt  audfj  für  imaginäre  SBurjeln  (§  116).  ©ie 
gemährt  beim  praftifdfren  Stechen  befonberS  Sßorteil  in  ben 
gäüen,  toenn  Ya%  —  6  e*ne  tationale  3^1  bejeidfjnet.    3ft  bie 
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©rö|e  "|/&  mit  einem  (rationalen)  gaftor  behaftet,  fo  fd^affe 
man  benfelben  junädjjft  unter  ba8  aBurjeijeid^en.    3-  83- 

V 7  +  2 yg  - 1/7  -  2 ^6  =  V 7  +  ^24-  YT-  |/24  — 

=  /2(7— ^49^24)— 2. 


K7  +  J/13  _  1/7  —  VT3  —  1/2(7—  1/49-13)  —  V 2 . 


y8+l/l5  +  V8-^  — l/2ÖM:y64-15)  — 
—  V3Ö  unb  V2. 


ttmgefeljrt  fann  man  einen  ÄuSbrudf  Don  ber  gorm  Vm  +  "|/n 
inbie  (Summe  gtoeier  einfad&en  Ouabratourjeln  oou  ber  g<mn 
l/a  +  "|/6  toertoanbeln,  in  toeldjjer  ein  ©lieb  audfj  rational  fein 
fann.  3)ie  gormel,  mittete  toeldfjer  man  biefe  Verlegung  au3* 
füljrt,  fann  man  aus  I  ableiten,  toemt  man: 

2a  =  m,        2yW^b  =  Yn 

fefct,  fo  bafy  alfo: 

a  —  \m  t    a*  —  6  *=  \n , 
mithin 

6  =  a2  —  \n  =  \{m%  —  n)    unb    Yb  =  \Vm*  —  n  tirtrb. 

@e|t  man  biefe  SBerte  in  bie  Umfeljrung  ber  fjormel  I  ein, 
fo  entfiel) t: 
II  gormel: 

Vm  +  Yn  —  Vi(m  +  V^^  ±V\(m  —  V^^nj . 

Die  Stmoenbung  biefer  gönnet  Ijat  nur  bann  einen  ßtoeef, 
toenn  ber_  ÄuSbrucf  Ym2  —  n  eine  rationale  Qfäfl,  barfteßt 
gälte  l/w  mit  einem  (rationalen)  gaftor  Derfnüpft  tft,  bringe 
man  benfelben  juerft  unter  ba8  SBurjeljeidjen.  gormel  II 
bient  audf)  jur  Seredfjnung  ber  Duabrattourjel  au8  einem 
furbifdfjen  SBhtom. 
SBetfpiele: 


1)    VU~+ 1/180.    $ier  tft  m  — 14,    n=180.    fciefe 
ßa^lentoerte  in  gormel  II  eingefefet,  giebt: 
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K14  +  1/18Ö 


.  V$(U  +  -J/T96  -  180)  +  V±(U  —  ^196  -  180)  — 

-i/^+y^-±(8+v5). 

2)        ^11—  3^8  — Vll  — }/?i  — 

=n(n+7)-n(ii~7)=±(3-y2). 


3)        T/8  +  2>l5«V8+y60  = 


4)         y2+}/3-n(2  +  l)  +  >/K2-l)' 
=  Vl  +  Vi  =  ±(V^  +  l/2). 


VI)  2)ie  SBeredfjnung  ber  irrationalen  Duabrat*  unb  Subif* 
tourjeln  gefd)ie!)t  nad)  ben  im  erften  unb  jtoeiten  SCbfd^nitt 
(§  61)  für  rationale  SBurjeln  angegebenen  SBerfafjren.  2BiH 
man  irrationale  Ctuabrat*  unb  Subifnmrjeln  auf  w  ©ejimalen 
Beregnen ,  fo  Ijänge  man  bem  Stabifanben  2n,  befttt).  3n 
KuQen  an,  fdtjreibe  j.  85.  ftatt:  "j/2  (3  ©teilen)  1/2,00  00  00 
ober  füge,  nad)bem  bic  ©anjen  ber  SBurjel  beregnet  finb,  ben 
erhaltenen  Steften  redete  jtoei  bejto.  brei  Kullen  an.  33ei  ber 
2Burjetau3jief)Mtg  au%  einem  Sejimalbruclje  öerfa^re  man  nadf) 
ben  in  §  61  angegebenen  Regeln.  3ft  ber  Kenner  beweiben 
leine  rationale  ßal)t,  fo  gebe  man  burdO  8tnl)ängung  Don  Nullen 
bem  3)ejimalbruc^  2n  ober  3w  ©teilen,  je  nad^bem  bie  jtoeite 
ober  bie  brüte  SBurjet  beregnet  toerben  foQ,  fo  ift  j.  83.: 

yö~i  =  V0,40|00|00  —  0,632  -  •  - 

©inen  gen>öljnftd)en  85rud^,  beffen  Kenner  uidjt  eine  jtoeite 
ober  britte  Sßotenj  ift,  öertoanbelt  man  üor  ber  Kabijierung 
entoeber  in  einen  3)ejimaibrud),  ober  man  mad^t  ben  Kenner 
nadf)  IV)  rational,    ©o  ift  j.  SS.: 

Vl-VÖÄ,    ober    }/\-m-^-Ofim... 
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£at  man  n  2)ejimalftelleu  einer  irrationalen  Quabrat= 
tourjel  beregnet,  fo  finbet  man  eine  toeitere  Sfajaljl  ©teilen 
leidet  unb  furj  burd)  SUuoenbutig  ber  Jürgen  ©itrifion  (An« 
Ijang).  2)a  nämlidj  bie  Dnabrate  ber  folgenben  gefügten 
Siffern  fo  Hein  finb,  ba|  fie  anf  ba§  (Srgebntö  ber  Siedjnung 
feinen  ©inftuft  Ijaben,  fo  lann  man  erftere  unterbrüdfen.  33e* 
jeid^net  man  bie  erhaltenen  3iff^n  t>on  YW  mit  a  nnb  bm 
SReft  mit  r,  fo  ift: 


N-. 


+  r    unb    yV  +  r  =  a  + 


r 
2a' 


toeun  r  im  SSergletd^  ju  a  einen  feljr  Keinen  SBert  auSbrücft 
S)enn  in: 

(«+fj'-«'+'+(fj 

bejeidjnet  (^)  unter  btefer  Sebingung  um  fo  me^r  eine  feijr 
Heine  3at)l  unb  fann  in  ber  Siedlung  bernacfytöffigt  »erben. 
Statt  alfo  ba3  Sftormalberfaljren  burdfföufüljren,  Ijänge  man 
bem  SRefte  r  eine  9tuQ  an  unb  beregne  bann  jur  ©rmittelung 
ber  folgenben  «  ©ejimalfteflen  ben  SBert  beS  Quotienten  ^ 
mittetö  ber  lurgen  ©imfion. 

SBeifpiel. 


yb  =  2,2360679 

4 

40  h- 

100 

2  •  40  +  2*  = 

84 

440  h- 

1600 

3  •  440  +  3»  — 

1329 

4460H- 

27100 

6  •  4460  +  6*  = 

26796 

4472  h- 

3040 

4472  h- 

3040 

2683 

44Th- 

357 

313 

44. 
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(Erläuterung.  S)ie  brci  crftcn  StejimalfteHen  finb  burdjj 
bog  SRormafoerfaljren  beftimmt.  Der  Steft  beträgt  304,  nun 
ift  bie  2)imfion  3040 :  2  •  2236  obgefütjt  ausgeführt,  ©enou 
baSfelbe  (SrgebniS  entfielt,  ttenn  man  ba3  2Burjelau3jiel)en 
fortjefct.  gür  bie  abgefürjte  33eredfjuung  einer  Ängaf)!  ©egimal* 
ftcHen  bei  ©rmittelung  irrationaler  $  u  b  i  f  wur jeln  gilt  bie 
gormel: 


■j/a8  +  r  =  a  + 


3  a» 


wenn   r   gegen   a  fc^r   Hein   ift.     ÄlSbann  ift  nämlidjj   in 

(a  +  ^f  ber  SBert  öon  r(^  +  ^-6)  fo  Kein,  ba&  ber* 

felbe  unbefdfjabet  ber  ©enauigfeit  ber  Stedfjnung  unberüdffidOtigt 
bleiben  lann. 


fftali' 

Guabrat* 

ftuftit- 

tanben. 

toursei. 

»urjel. 

2 

1,41421 

1,25992 

3 

1,73205 

1,44224 

4 

2,00000 

1,58740 

5 

2,23606 

1,70997 

6 

2,44948 

1,81712 

7 

2,64575 

1,91293 

8 

2,82842 

2,00000 

9 

3,00000 

2,08008 

10 

3,16227 

2,15443 

11 

3,31662 

2,22398 

12 

3,46410 

2,28942 

2)te  SEBurjeln  ans  Sßrintjaljlen  fönnen  manchmal  jur 
83ered)nung  ber  Sßurjeln  aug  jufammengefefcten  Sagten  mit 
SSorteil  benufct  »erben,  fo  ift  j.  83.: 

]/l8  =  3  j/2  =  3  •  1,4142  =  4,2426 ; 

)/4Ö  =  2^5  =  2  .  1,70997  =  3,41995. 

0ef<$i<$tü$e8.  (Sine  auSfftyrttdje  Darlegung  be3  irrationalen 
ftnbei  fidj  im  10.  %u$  öon  ®u!lib3  „Elementen".    $)ie  ©ejeid^nung 
©Füller,  «ritljmeltt.  26 
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„furbifd&e"  8al)l,  toeld&e  fo  t>tel  al*  ungereimte,  fmnlofe  flaljl  btbtuttt, 
fommt  $uerft  bei  ßeonarbo  gibonocci  (1202)  t>or.  S)a3  burdfr 
gormel  II  Seite  398  aufcgeferodjene  ©efefc  toar  fd&on  bem  Snber  ©IjaSs 
fara  befonnt.*) 

*)  SBtr  fdjltefcen  bett  Bbfd&nitt  übet  bie  3rrational$al)len  mit  ben 
»orten  be*  SÄatljematifer*  <SJ.  ©and:  „3n  ber  $latonifd&en  S^ule 
galt  biz  <£r!enntni£,  bafj  e$  (Sfröfjen  giebi,  toeldje,  auf  einer  (Seraben  t>om 
9hrifyunlt  aud  als  ©tredten  abgefd&nitten,  bodj  auf  leinen  $un(t  ber  auf 
ber  (SJeraben  aufgetragenen  unenblid&en  Säulenreihe  führen,  als  bie  ljödOfte 
IBeiSljeit,  unb  baljer  ber  $^t^agoreif(^e  ßeljrfafc,  toeld&er  ba3  totrf= 
lid&e  JBorfommen  folget  unmögltdj  erfd&einenben  (surdi)  (Sröften  äugen« 
fd&einlid(j  barlegte,  als  eine  göttliche  (Srfemttntö.  $ie  geinfü^ligfeit 
in  biefer  Jpinfid&t  ift  aber  und  SRobernen  feljr  afyanben  getommen;  ja, 
man  empftnbet  tjeute  faum  meljr  bat  SRemento,  toeldjeS  bat  SBort  „irra* 
tional"  in  fidE>  fd&lie&t.  3$  tritt  nid&t  fagen,  bafj  e*  ungerechtfertigt 
gemefen  fei,  bie  ft^arfe  Unterfdjjeibung  ber  Alten  atoifdfjen  galten  unb 
Gfröfjen  fallen  ju  (äffen.  $afj  aber  an  ©teile  ber  ©d&ftrfe  unb  Söeftimmt* 
$eit  ber  Begriffe  ber  Alten  trielfadj  unöeranttoortlidjer  Seidjtfinn  unb 
©d&lenbrian  $lafc  gegriffen  l)at,  toirb  nid^t  geleugnet  toerben  lönnen.  — 
8Ba$  idjj  übrigen*  mit  bem  atten  fagen  Kitt,  ift  nur:  bie  fielpe  öon  ben 
irrationalen  Ballen  nid&t  in  SBerbinbung  mit  bem  ^fyfljagoreifd&en  ßetjrfafe 
$u  bringen,  fdfjeint  mir  —  man  geftotte  ba*  JBtort  —  eine  päbagogifd&e 
&Mbt  ju  fein."    (#offmannjd&e  geitfd&rtft,  XII.  3a$rgang,  ©eite  362.) 
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§  116.    ßntfle^ung  uub  Segriff  her  imaginären  galjt. 

S)ie  allgemeine  gönn  einer  rein  quabratifdjen  ©leidjung 
tft  (§  104):  a*  +  q-o, 

in  toeldjer  baS  allgemeine  Qafjlitityri  q  jebc  pofittoe  ober 
negative  Qafjjl  barfteHt.    3ft  nun  in  befonbern  gälten: 

q*=l,        g  =  4, 
fo  Reißen  bie  ©leidjungen: 

a*+i  =  o     unb     z*  +  4  =  0, 
toorauS  fidj  bie  SBerte: 

x  =  ]/ —  1     unb     x  =  Y — 4 

ergeben.  SRun  ift  aber  bie  Duabratttmrjel  foiooljl  aus  (—  1) 
als  aus  (—4)  toeber  eine  pofititoe  nodj  eine  negative 
3at)l,  inbem  j.  83.  (+  l)2  unb  audj  (—  l)2  bie  ^otenj  +  1, 
aber  niemals  ( —  1)  liefert.  S)enn  allgemein  tjat  jebe  gerabe 
Sßotenj  einer  ßal)l,  mag  fie  +  ober  —  jum  SBorjeidjen  Ijaben, 


*)  ©3  ift  eine  getotfj  §u  beadjtenbe,  btbattifdje  gorberung,  beim 
mattjematifdjen  Untertidjt  ben  ©djfiler  nidjt  etjer  in  ba$  BerjtftnbniS  t)on 
SRaumgebilben,  (Einteilungen,  neuen  Saljlgröften  u.  f.  id.  einzuführen,  bis 
bie  Stottoenbigfeit  baju  Dorljanben  ift.  SBir  eradjten  e8  nidjt  für 
bibaftifdj  jutöfftg,  im  (Bdjulunterridjt  bie  gan&e  fieljre  t)on  ben  äBur$ek 
gröfcen  fottlaufenb  burdföuneljmen ,  f orbern  tnelmeljr,  bie  imaginären 
galten  mit  ben  quabratifdjen  (SHeicfymgen  gu  öerlnityfen,  ba  festere  auf 
jene  galten  fügten. 

26* 
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einen  pofititoen  3a^entt)ert-  3tt  unferer  3d)fatreilje  t>on 
+  <x>  bis  —  <x>,  ober  in  bem  geometrifdjen  Silbe  berfelben, 
ift  alfo  feine  3a^  ÖOtt  &er  Sigentümlidjfeit  toortjanben,  bafc 
iljr  Ouabrat  eine  negattoe  Qofyl  flfc&t-  ®Me  neue  Art  t>on 
Sagten  nannte  man  in  früherer  3eü  unmögliche  ©röfjen, 
weldje  aSejetdjnung  unglüdftid)  gewählt  war,  ba  biefe  ©röfeen 
ja  t^atfädjlid)  üorfommen,  alfo  nidjt  unmöglid)  finb  wie  etwa 
ein  etfiger  ÄreiS  ober  ein  runbeS  ©reietf.  ®ie  jefcige  faft 
allgemein  üblidje  83ejeidjnung  imaginäre  3a^en  dürfte  ^tS 
laum  ein  gortfdjritt  fein,  weil  ba$  9tedjnen  auf  biefe  ©röfjen 
flirrt  unb  bie  SBurjeln  Ijöljerer,  befonberS  fubifdjer  ©leidjungen 
oft  in  imaginärem  ©ewanbe  erf feinen,  wäljrenb  fte  in  2Birf= 
lidjfeit  reelle  £a$ten  fcorfteüen.  S)ie  üon  ©auf*  für  biefe 
neue  3<*t)lart  gewählte  Benennung  laterale  (b.  1).  jur  ©eite 
liegenbe)  3a^  ift  unftreitig  bie  jutreffenbfte  unb  inf)altt>oHfte; 
benn  biefe  Ijat  Sinn  unb  JBebeutung,  wie  wir  alsbalb  (§  117) 
feljen  werben.  3)odj  üerbleiben  wir  bei  ber  üblidjen  SBejeid^nung. 
2Bie  wir  toorljin  fallen,  fä^rt  bie  allgemeine  Sluflöfnng 
ber  quabratifdfren  ©teidpung  ot?  +  q  =  0  auf  gSursetgröfeen 
üon  ber  gorm  )/—  1,  )/—  4,  allgemein  ]/—  a.  S)ie  3111* 
gemeinfjeit  ber  Sluflöfung  biefer  ©leidjung  forbert  alfo  not* 
wenbig  bie  (Sinfüljrung  fold^er  3a^eu  in  bie  allgemeine  Slritl)* 
metif.  ©ollen  Cluabratwurjeln  mit  negativem  SRabifanben 
einen  ©inn  ljaben,  fo  muffen  wir  ben  aufgehellten  SSegriff  ber 
Duabratwurjel  erweitern  unb  il»n  auf  biefe  3^^n  au8bel)nen. 
2Bir  t>erftel)en  unter  einer  imaginären  3^§1  eine 
foldje,  bereu  Duabrat  negatiü  ift.    3n  3^en: 

®iefe  ©leidjung  brücft  ba3  ©runbgefefc  einer  imaginären 
3al)l  au8.  ®ie  Sftidjtigfeit  ber  ®leid)ung  ergiebt  fidj  aus  bem 
Segriffe  berJOuabratwurjel.  @8  bebeuten  alfo  bie  9lu8brü<fe 
V—  1,  V^-4  bie  3^fen,  beren  Duabrate  (—  1)  bejw. 
(—  4)  finb.  3m  weiteren  ©inne  Ijeifct  jebe  gerabe  SBurjel 
aus  einer  negativen  3<rf>*  eine  imaginäre  ©röfce.  S)ie  alt 
gemeine  gorm  einer  imaginären  ßa^I  ift  "^—  a,  in  welker 
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ber  9tabilanb  ( —  a)  jebe  rationale  ober  irrationale  gange  ober 
gebrochene  $afy  bejeidfjnet. 

@8  fei  Ijerüorgeljoben,  bafc  bie  @infüf)rung  ber  imaginären 
3<rf)len  in  bie  allgemeine  2tritl)metil  ebenfo  nottoenbig  unb 
berechtigt  ift,  toie  bie  ©infütjrung  ber  üon  un3  früher  be* 
trotteten  $al)lformen.  ®ie  neuen  $a!f)Un  werben  benfelben 
©efefcen  unterworfen,  tueld^e  für  bie  übrigen  Sßurjeln  gültig 
finb,  nur  ift  beim  Operieren  mit  imaginären  ©röfien  ba8  oben 
aufgeteilte  ©runbgefefc  ftets  ju  beadfrten.  Stoljer  nennt  man 
bie  ©röfjen  üon  ber  gorm  Y~  a  ber  Äürje  toegen  aud> 
Sagten.  3m  ©egenfafc  ju  ben  imaginären  Werben  bie  pofitfoen 
unb  negativen  3a^en  tealc  Sagten  genannt. 

Äommen  wir  nun  auf  unfere  ®leid)ung  oc?  +  q  =±*  0 
jurüd.     8lu8  berfelben  folgt   x2  =  —  q.     ©tatt  —  q  fann 

man analog    ber    ©leid^ung    (}/—  a)2  =  —  a    ben    SBSert 

(V—  if  fefeen-  SSringt  man  (}/—  qf  auf  bie  linfe  ©eite 
ber  ©leidjung,  fo  entfielt  x2  —  (V—q)2  =  0-  8****8*  m(w 
bie  Knie  ©eite  in  ba3  Sßrobuft  jweier  SSinome,  fo  l)at  man: 

(*  +  Vzrd  •  fe  -V^q)  -0; 
mithin: 

Xx^  +  V—q    unb    #2  =  — ]/^. 

S)ie  vorgelegte  ©leid&ung  f)at  alfo  jtoet  abfolut  gleite,  alge* 
braifdj  entgegengefefcte  SBerte,  bereu  Duabrat  bie  ftofyl  —q 
liefert.  SBir  finb  alfo  genötigt,  bie  SSegriffe  pofitiü  unb 
negatiü  audj  auf  bie  imaginären  Sagten  anjuwenben  unb 
fie  in  pofitiüe  unb  negatiüe  ©röfcen  ju  unterfdjeiben.  S)ie 
äBurjeln  ber  ©leidjung  x2  +  1  =  0  finb  atfo: 

xt  — -\.yzn     unb     #2  =  —  Y^l. 

SSeibe  Sßurjeln  firtb  bie  (Sinljeiten  ber  imaginären  RafyUn  unb 
fie  werben  nadj  bem  Vorgänge  üon  Slrganb  mit  i  (bem 
3lnfang3bud)ftaben  be$  2Borte$  imaginär)  bejeidjnet,  fo  bafc: 


Sebe   imaginäre  Duabratwurjel  Y—a  läftt  fidj 
auf  bie  imaginäre  (Sin^eit   jurücffüljren.     2Jtan   fantt 


Digitized  by 


Google 


406 


Siebenter  ttftfömtt.    gmaginftre  8af)Un. 


nämlidj  jcbe  imaginäre  ©röfce  in  ein  Sßrobult  au8  einer 
reellen  pofititoen  3a§*  **nb  ber  imaginären  @inf>eit 
jertegen.    @o  ift  j.  8.: 

yZTi  _  |/4  ;  (_  i)  _  2Y^1;     }/~9  =  3i 

unb  allgemein:  }/—  a  —  )/ä  •  "J/—  1  —  %Yä . 

§  117.    ©eometrif^e  IBerfittttlidjuttg  ber  imaginären  Sohlen. 

S)ie  9taumle!jre  ift  etnjig  nnb  allein  baSjenige  ©cbict# 
tt>eldje8  eine  ttrirtlidje  ©arfteüung  (SSeranfdjaulidjung)  ber 
imaginären  Qofykn  ermöglicht. 

1)  Um  biefe  Art  twn  &ofyUn  ju  toerfinnlidjen,  nehmen 
wir  aunädjft  bie  imaginäre  (Sin^eit  nnb  fefcen  biefelbe  =  #, 
alfo  x  =  Y—  1  ober  a?  =  —  1 .  2)ie  3*$  a  fott  alfo  bie 
Sigenjdjaft  tyaben,  bafj  nadj  bem  SBegriffe  ber  imaginären  3^1 
il)r  Dnabrat  bie  negative  3^1  (—  1)  liefert.  2Bir  wählen 
(gig.  45)  eine  unbegrenzte  ©erabe,  toeldje  ate  SSerfinnlidjung 
aller  reellen  &ctijltn  W^t- 

©ejjen  nur  auf  biefer  ©eraben  bie  ©trede  OA  =  +  1, 
fo  ift  ber  ifjr  gleiche  Slbfdjnitt  0AX  =  —  1.    23ef ^reiben  torir 


oo— v 


foo 


nun  au»  bem  Stnfang&punft  0  mit  bem  §albmeffer  OA  ben 
Ärei«  unb   jiefjen   ben  2)urdjmeffer  BBX  fenfredjt   auf  ber 
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©eraben,  fo  ift  uadj  bem  ptanimetrifcfjeu  Seljrfafce:  3ebe  feuf* 
redete  $albfel)ue  ift  mittlere  proportionale  jwifdfjen 
ben  Slbfd&nitten  be3  S)urd)meffer8: 

oW  —  Ol .  (Fi;  —  (+  i) .  (-  i) l, 

unb  folglich:  3*  =  ÖjB2;  mithin 

S)ie  ©treefe  OB  toeranfcfjauticfjt  alfo  bie  pofittoe  imaginäre 
(Sinljeit. 

Sntfpredfjenb  biefem  ©erfahren  lönnen  alle  imaginären 
Duabratwurjeln  als  mittlere  geometrifcfje  proportionalen  Don 
pofittoen  unb  negativen  RafyUn  lonftrniert  »erben.  S)ie  ima* 
ginären  ©röfcen  erfcfjeinen  bann  ftet8  als  ©treefen  einer 
(Seraben,  welcfje  im  SRuttpunfte  auf  ber  bie  reellen  3a$en 
öerfinnlid&enben  ßinie  fenfredfjt  ftel)t.  Sin»  ber  StorfteHung 
(gig.  45)  ift  audj  erficfjtlicfj,  bafj  bie  reellen  nnb  bie  imaginären 
QafyUn  nur  bie  SRull  gemeinfam  Ijaben.  Unb  wenn  wir  ent* 
fprecfjenb  bem  ©ebraucfje  bei  ben  reellen  Qa^Un  auefj  bei  ben 
imaginären  ©rö&en  mit  Sftttcffidjt  auf  ben  ©egenfafc  ber  Sagen 
toon  OB  unb  0BX  bie  Stidjtung8jeid}en  +  nnb  —  wählen 
nnb  OB  =  +  i  fefcen,  fo  toerfinnlicfjt  OBt  bie  Rofyl  —i. 
@$  werben  ba^er  alle  pofittoen  imaginären  Qafjttn  +Y—a 
auf  ber  obern  §albad?fe  nnb  alle  negativen  ©röfjen  biefer  Art 
auf  ber  untern  §atbacfjfe  liegen.  S)a  alfo  bie  imaginären 
3al)ten  bei  if>rer  geometrifdfjen  3)arftettung  als  feit  lief)  toon 
ber  reellen  3a*)lenretf)e  liegenb  erf feinen,  fo  werben  fie  nadj 
©auf}  jutreffenb  laterale  S^len  genannt. 

2)  Qma  SRacfjweife  einer  anfd&aulidjen  Sebeutung  öon 
}/—  1  gelangt  man  aud)  burefj  Analogie.  SBir  ^aben  un8 
ba8  ©ebiet  ber  pofittoen  unb  negativen  QcfyUn  burefj  eine  nac§ 
beiben  ©eiten  unbegrenzten  ©eraben  ML  üerfinnlidjt.  $aben 
nun  jtoei  Sßuntte  Bx  unb  2?2  Dom  ÄnfangSjmnft,  ber  A  Ijeifjen 
möge,  gleite  Sntfernung  aber  entgegengefefcte  Sage,  unb 
öeranfc^auli^t  ber  *ßunft  Bt  etwa  bie  £al)t  +  a,  fo  fteUt  B2 
bie  3^1  —  a  *>or.  2Ran  geljt  Jjier  alfo  offenbar  Don  Sßunft 
Bx  ju  Sßunft  B2  über,  mit  anbern  äBorten:  man  überträgt  bie 
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3*0-  46. 


©tredfe  ABX  au8  bcr  Sage  (rechts  &on  SRuH)  auf  bcr  8tid&tung 
-4Ir  in  bic  entgegengefefcte  Soge  (linfg  üon  SRuQ),  auf  bic 
Stiftung  -4.Jf,  ütbem  man  ber  Qafy  +  a  bog  entgegen* 
gefegte  geilen,  alfo  —  üorfefct.  S)te  SSorfefeung  be8  äRinuS* 
jeidfjena  !ann  aber  aud)  mit  fcoHem  9tedE)t  al8  eine  äÄuttipli* 
lation  mit  bem  Äoeffijienten  (—1)  aufgefaßt  toerben, 
fo  bafj  AB2  =  (—  1)  •  a  nnb  fonfequent  biefer  Sluffaffung 
ABX  —  (—  1)  •  (—  a)  ift.    S)ie  Übertragung  ber  ©röfee  +  <* 

in  (—  a)  fann  alfo 
baburdfj  beioerffteHigt 
werben,  bafj  man  bie 
erftere  mit  (—  1)  mut* 
ttpüjiert  2)er  gaftor 
(—  1)  Ijat  alfo  ben 
u-  ©&arafter,  baft  er 
bie  toed^fclfcitige  83e* 
jiefjung  .auSbröcft, 
welche  jttrifdfjen  itn 
Sagen  üon  irgenb  jtoei 
in  gleichem  Slbftanbe 
t)on  Au  aber  in  ent* 
fünften   befte^t.     (SBer* 


-M- 


<5. 


~Br 


\cz 


a 


gegengefefcten   SRidfjtungen   Kegenben 
greife  §  38,  3.) 

ßieljt  man  nun  burdfj  A  bie  ©entrechte  PQ  ju  ML 
unb  trägt  auf  PQ  üon  A  aus  bie  ©tredfe  a  nadfj  oben  unb 
unten  ab,  fo  brangt  fidfj  uns  bie  grage  auf,  ob  man  audj 
einen  gaftor  finben  fann,  mit  toeldjem  man  AB1  =  a 
multiplizieren  muft,  um  biefe  ©treefe  in  bie  Sage  AP 
ju  fibertragen.  SRadf)  ber  üorliegenben  Analogie  bürfte 
e3  nidfjt  fdfjioer  fein,  ba8  aritl)metifdfje  Qd^tn  ju  finben,  toefd&es 
bie  S)rel)ung  ber  ©tredfe  ABt  in  ber  ©bene  um  einen  SBinfel 
öon  90°  auSbröcft.  SSejeidfjnen  toir  ben  gefugten  3)ref)ung§* 
ober  8tid£)tung3faftor  mit  ft  fo  üerfinnlidfjt  ACt  bejto.  Sßunft 
Cx  bie  $af)t  /*•(+ a)  —  +  /*•«•  ®ß  nun  offenbar  bie 
©erabe  J.Jlf  ju  .4P  biefelbe  Sage  tyat  ttrie  ^4P  ju  .4L,  fo 
mufe  man  bie  3af)t  für  -4(7^  nämfid^  +  /*-a,  ttrieberum  mit 
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f  multtylijieren,  um  bie  ©trede  ACX  auf  AM  ju  übertragen. 
SÄitljin  bejeidfjnet  ber  aritljmetifcfje  Äu8brud  +f*-a  bie 
©trede  AB2.  3)iefelbe' ©trede  berfinnlidjt  aber  nadfj  früheren 
Darlegungen  audfj  bie  ftafji  —  a.    S)al»er  mufj: 

+  /•«.« a    unb    f=  +  yZTi  feilt. 


Der  gefudjte  gaftor  fjeifct  alfo  +)/—  1  unb  bie  ©trede  ACX 
üerfinnlid()t  alfo  bie  &aty  +  /*•  a  =  +  a . )/—  1.  ©anj  auf 
biefelbe  SBeife  finbet  man  burdfj  Übertragung  ber  ©trede  u42?2 
auf  bie  ©erabe  AQ  für  4C2  bie  flalp: 

+  ^.a„(+1^-T)3.a  =  [(vrZ-I)8.}/zri].a  = 

—  -  1  •  a  -  y^T a  •  V^T. 

S)ie  ©trede  AC%f  toeldje  ber  Sage  nadj)  ACX  entgegengefefct 
ift,  oeranfdfjaulidfjt  alfo  bie  S*^  —  « •  V—  1-  3te  ©egenfafc 
in  ben  Sagen  ber  Stbfdfjnitte  ^LCi  unb  J.(72  finbet  alfo  burc§ 
bie  SBor geilen  +  unb  —  toor  bie  3a^9röle  a  •  V-  *  fW&t* 
baren  ÄuSbrud.  Die  Drehung  ber  ©trede  -^Cj  in  ber  (Sbene 
in  bemfelben  ©inne  tote  oor^tn  um  90  Sßinlelgrabe  toirb  aritl)- 
metifc^  burd)  bie  Qafjl  +fAa  auSgebrfidt,  fo  bafj  man  alfo 
für  bie  ©trede  ABt  =  +  a  audj  nod)  ben  biefem  gleiten 
SBert  +  f4  •  »  erhält.    (£3  ift  alfo: 

C+y^T)4-«-«- 
©efct  man  a  gleidf)  ber  Sängeneinljeit,  fo  ift: 

AC^+V^l     unb     AC%  =  -Y^\. 
b.  1).  biefe  ©treden  t>eranfd)aulidjen  bie  lateralen  Sin^eiten. 

Die  allgemeine  Slrit^metif  befdjäftigt  fid^  alfo  mit  jtoei 
Säulenreihen,  ber  reellen  unb  ber  imaginären.  Die  teueren 
Säulen  werben  burefj  eine  ©erabe  jur  Änfdjauung  gebracht, 
welche  im  SHuHpunft  auf  bem  Silbe  ber  reellen  £al)lenreil}e 
fenfrecfjt  ftetyt.  Die  ©erabe,  toeld^e  bie  leitete  Serienreife 
öerfinnlidjt,  nennt  man  bie  Slcfjfe  ber  reellen,  unb  bie  jioeite, 
jur  Darftettung  ber  imaginären  ß^fen  bienenbe  ©erabe  bie 
2töjfe   ber  imaginären   Säulenreihe.     Sie   geometrifdje  Dar* 
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ftettung  aller  bis  jjc^t  betradjteten  galjlformen  befte^t  atfo  aus 
t)ter  gleichen,  nadj  einer  Seite  unbegrenjten  Seilen,  toeldje  ben 
©djnittjmnft  0  jum  StnfangSpuntt  tyaben.  3eber  Seil  l>eif$t 
eine  $albad}fe.  3to^  #albad)fen  toeranfdjauftdjen  bie  pofittoen 
reellen  unb  bie  pofittoen  imaginären,  unb  bie  beiben  anbern 
bie  negativen  reeKen  unb  imaginären  Sagten.  S)ie  folgenbe 
3eid>nung  enthält  bie  Silber  einiger  reellen  unb  imaginären 
3<rf)ten. 

+  oo 


+3*.- 

+2.--- 
+1*-. 


oo-| 1 1 h- 

—4       — S       —2       —1 


-Ö 


— 2«-r 


— 3i-- 


—4t-1- 

—  OO 


H 1 1 l+oo 

+  1       +2       +3       +4 


§  118.    ftedjnen  mit  imaginären  galten. 

3)a  alle  imaginären  Sagten  äBurjetgröfjen  finb,  fo  gefäieljt 
ba8  Stedjnen  mit  erfteren  nadj  benfelben  ©efefcen,  bie  für  2Bur jeln 
überhaupt  gelten,  nur  muß  ftets  bie  @runbgleid)ung: 


befolgt  werben. 


(j/Z^)»--« 


1)  S)ie  Slbbition  unb  ©ubtraltion  innerhalb  ber 
imaginären  Säulenreihe  tnirb  gerabe  fo  mie  mit  ben  reellen 
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3a^Ien  toottjogen.  ©ine  imaginäre  3^1  h*  Om»0  einer  mit 
iljr  gleichartigen  bübttd)  abbieren  (fubtraljieren)  ljeiftt,  auf  ber 
Steife  ber  imaginären  Qafjitnztity  ebenfo  »erfahren,  wie  bie» 
für  bie  Äbbition  (©ubtraftion)  ber  algebraifdjen  3aJ)len 
(©.  99—107)  erläutert  worben  ift.    ©o  ift  }.  8.: 

5t±3t  — (5±3)t; 
allgemein: 

ai  +  bi  =  (a  +  b)i. 


Smaginäre  ©töfcen  toie  V—  a  bringe  man  junäd^ft  auf  bie 
gorm  ]/a  •  t  unb  beljanbele  bie  @inl)eit  t  in  ber  8te$nung 
wie  einen  S3uc§ftabenfaftor,  j.  83.: 

y=36  +  y=~16  =  6t  +  4t  —  10t ; 
y^b  +  V^^3  =  iVö  +  i|/3  —  t(>/5  +  ]/3). 

y  zr^  4.  yzr&  =  i  (y^  +  y^) . 

(SBergleid&e  Se^rfa^  6)  0  §  9.)  S)ie  atgebraifdje  Slbbition  einer 
reellen  unb  einer  imaginären  ßafjt  füljrt  ju  einer  neuen  Qaf)U 
form,  ber  fomplejen  3<*fyt,  welche  in  ben  §§  119  unb  120 
be^anbelt  ift. 

2)  Seim  SRultipHjieren  einer  imaginären  3*$  ai 

unb  einer  reellen  &afji  b  miteinanber  mutttyUjiere  man  juerft 

a  mit  b  unb  ba8  erhaltene  Sßrobuft  ab  mit  i.    @o  ift  j.  8.: 

8  •  3  •  t  —  24t;        8  •  (—  3t)  =  —  24i; 

(-8).(-3t)  =  +  24t. 

3m  erften  unb  brüten  S3ctfpiete  erhalten  Wir  junädjft  bie 
ßa^I  24  auf  ber  pofitiüen  reellen  §albad)fe,  unb  inbem 
wir  bie  je  ftatyl  mit  i  mutttylijieren,  f  freiten  wir  auf  bie  ent* 
fpredjenbe  &afy  ber  pofittoen  imaginären  §albadjfe.  8eim 
jweiten  Seifjnele  getyen  Wir  burd)  bie  SKufttylifation  ber  Qofyt 
—  24  mit  t  Don  ber  negativen  reellen  ^palbad^fe  auf  bie 
enttyredjenbe  fytijl  ber  negativen  imaginären  §albadjfe 
über.  35iefcr  Übergang  fcon  einem  Ädjfenteite  auf  einen  anbern 
ftnbet  überhaupt  ftatt,  wenn  eine  3<*i)l  mit  i  multtyKjiert  wirb. 
Sine  reelle  &al)l  mit  t  multiplijieren  Reifet  alfo,  üon 
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biefer  8a^  <***  auf  bic  entfpred&enbe  3^1  berfclben 
(^ofttiöen  ober  negativen)  #albad>fe  ber  imaginären 
galten  übergeben.     3n  ßeic^en: 

*'  (±a)  =  +  ai. 
3)  S)ie   SMüifion   einer   imaginären  3a$   *w   ber 
gorm  ai  burdj  eine  reelle  3<#  &  gefdEfie^t,  inbem  man  ben 

Duotienten  £  mit  t  multtplijiert.    @8  ift  alfo  j.  85.: 


allgemein: 


20i:5  =  ^i  =  4i, 


.    ,         a 


4)  2Ba3  ba8  äÄultiplijieren  einer  imaginären  3a§f 
mit  einer  imaginären  unb  ba$  Sßotenjieren  berfelben  an- 
langt, fo  finbet  audj  hierbei  ftctS  ein  Übergang  toon  einer 
§albadjfe  auf  eine  anbere  fiatt.  5)iefe  SBa^r^eit  ge^t  un= 
mittelbar  aus  ben  Srläuterungen  in  §  117,  2)  ljert>or.  SBir 
fanben  für  ben  Übergang  Don  -f  1  (auf  bem  pofitfoen  reellen 
Ädjf enteile)  auf  bie  abfolut  gleite  ©trede  Aüx  auf  ber  ©enl* 
regten  AP  ba«  &t\tyn  +  V—  1  = »  öte  S)ref)ung$faftor. 
®ie  Übertragung  ber  ©tretfe  ACX  in  bie  Sage  AB2  wirb 
burefy  benfelben  gaftor  bejeidjnet,  unb  mir  erhalten  fomit  als 
@rge&ni8  btefer  ©ref)ung  ben  «ugbrud  ()/—  1)  -  ()/—  1) , 
Welker  bem  urfprüngtidfren  SBerte  für  J.B2  —  —  1  gleid)  ift. 
@3  mufj  alfo  (}/—  l)2  =  *2  =  —  1  fein,  toeldje  ©leidjutfg  ia 
aud?  nad>  bem  Segriffe  ber  imaginären  ftafjl  richtig  ift. 

gür  ben  Übergang  ber  ©treefe  AB2  üon  ber  negativen 
reellen  §atbad)fe  auf  bie  negattoe  imaginäre  gilt  baSfelbe 
geilen,  unb  nrir  erhielten  für  ben  Slbjc^nitt  AC%  bie  3af)t 
—  )/—  1.    golglidj  mufj: 

(+  V~iy  ■  (V=D  -  *  =  -  y=r 

fein.  3nbem  toir  ferner  ben  Äbfd^nitt  -4C2  =  —  ]/ —  1  üon 
ber  imaginären  §albad)fe  in  bie  Sage  ABX  auf  bem  pofitfoen 
reellen  Seile  toerfefcten,  erhielten  nrir  für  legiere  ©trede  ben 
aritlimetifdjen  SluSbrucf: 
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ober  -i-i «■ (y^l)8  =  +  l. 

©efcen  wir  biefe  Übertragungen  in  bemjelben  ©inne  fort,  fo 
ermatten  nrir: 

(+y=l)'_f-f_-y_i;    (+>^i)8  =  i8  =  +  lt 

2Bie  nun  ber  Übergang  ober  bie  SBerfefcung  einer  3af)I 
irgenb  einer  #atbad)fe  auf  bie  folgenbe  aritf)metifd)  ftets  burdj 
3Äufttytifation  biefer  ga^t  mit  beut  gattor  t  bejeicfynet  wirb, 
fo  mufj  umgefetyrt  biefe  Steinoperation  ftet«  mit 
einem  gortfd^reiten  üon  einem  Std^fcntctte  auf  einen 
anbem  toerbunben  fein.  S3ei  ber  SMtipUfation  jweier 
imaginärer  £al)len  miteinanber,  j.  85.  4i-5i,  mufttyttjiere 
man  juerft  mit  bem  reellen  gaftor  be3  SRulttylifatorS,  alfo 
mit  4,  btö  giebt  20i.  ®iefe§  Ergebnis  ift  nodj  mit  i  ju 
multiplizieren.  S3ei  ber  S)eutung  eines  SßrobutteS  aus  jwei 
imaginären  gaftoren  Rubelt  e3  fid)  alfo  um  bie  grage: 
wie  ift  bie  SRuttiplif ation  einer  imaginären  $af)l  ±  ai 
mit  i  auf jufaffen?  mit  -anberen  SBorten:  welker  Über* 
gang  Don  ber  imaginären  3a^e^od^fe  finbet  ftatt,  wenn  wir 
irgenb  eine  #al)l  berfelben  mit  bem  galtor  i  muftipttsieren? 
2Bir  multiplizierten  üorf)in  bie  Qafji  +  ]/—  1 ,  weldfre  auf  ber 
pofitiüen,  imaginären  §albadjfe  liegt,  mit  Y—  1  —  * 
unb  erhielten  (—  1),  welkes  (Ergebnis  biefelbe  ©treefe  auf 
ber  negativen,  reellen  §albacf|fe  bejeidjnet.  S)ie  $al)t 
—  V—  1  auf  bem  negativen,  imaginären  Ädjfenteile  mul* 
tiplijierten  wir  mit  i  unb  ba$  Ergebnis  war  +  1,  alfo  eine 
$aljl  ber  pofititoen,  reellen  §albadjfe.  ®er  ©refymgS*  ober 
SRidjtungSfattor  i  Ijat  alfo  ben  ©f»arafter,  bafc  er  irgenb  eine 
imaginäre  ßal)l  +  ai,  bejw.  it)re  fie  toerfinnlidjenbe  ©treefe, 
auf  biejenige  reelle  §albadjfe  toerfefct,  weldje  ba$  entgegen* 
gefefete  aritljmetifdje  JBorjeic^en  trägt. 

Definition:  2Kit  i  an  einer  imaginären  ßa^I  bie 
SÄultiplifation  üoUjie^en  ijeifct,  biefelbe  üon  iljrem 
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Ädjfenteile   auf   bie   §albad>fe    ber    algebraifdj   ent* 
gegengefefcten  reellen  ßaJjlenreilje  übertragen. 

S8  ift  batyer: 

i-20»  —  -20, 

in  allgemeinen  3ei$en: 

»•  (+  «0  —  +  a- 

Eure!)  t>orfte$enbe  (Srtlärung  gehalten  ftdj  bie  Sfctltiplttatumen 
imaginärer  3^Ien  mit  imaginären  Sagten  unb  bte  $oien$ierung  biefer 
gatjlformen  ju  anfd>aulic$en  unb  barum  letzten  Operationen.  S)er  2fa= 
fftnger  fpred^e  fic$  über  bie  ßöfung  einiger  Aufgaben,  5. 58.  oon: 

8*.  <-4t), 
ettoa  folgenbermafjen  au3:  $)ie  ga^l  (—  4»)  liegt  auf  ber  negattoen 
imaginären  §alba$fe;  (—  4t)  mit  8  multipliziert  liefert  bie  galtf 
(—  82»)  auf  bemfelben  Äc^f enteile.  SBenn  idf)  (—  32»)  mit  t  multi* 
pikiere,  fo  erhalte  idj  bie  entfpredjenbe  gatjl  auf  ber  pofitioen, 
reellen  #albad&fe,  nämüdfr  (+  32).  SKit^in  ift: 
8».  (—4»)«  +  32. 

S)a3  äRuttiplijieren  einer  imaginären  Qofyi  mit  einer 
imaginären  unb  bie  Sßotenjierung  biefer  3<*l)lformen  tarnt  audj 
burd)  folgenbe  Darlegung  jur  Änfdjauung  gebraut  werben. 
S)ie  Qtfy  +  V—  1  liegt  auf  ber  pofittoen  imaginären  §alb* 
adjfe  AP  (gig.  46,  Seite  408),  bereu  SRidjtung  um  einen 
redeten  SBinfe^  bejtt).  einen  ÄreiSquabranten  üon  ber  poftttoen 
reellen  ffalbadjfe  AL  entfernt  ift.  S)a$  Ouabrat  biefer  ßaljt, 
nämli$  (+  Y—  l)2  =  —  1  befinbet  ftd^  auf  ber  negativen 
reellen  #albadjfe  AM,  beren  ©ntfernung  t>on  AL  ;toei  Qua* 
brauten  beträgt.  Die  britte  Sßotenj  tum  +V~  1  liefert  bie 
Qafjii  "V—  1,  tucld^e  ber  negativen  imaginären  $albadjfe 
angehört  unb  biefe  toeidjt  um  eine  Drehung  &on_brei  Qua* 
brauten  üon  AP  ah.  ©er  Sßotenjtoert  Don  (+y—~ T)*  giebt 
bie  3<*f)f  (+  1)>  toeWJe  w*1  du*  üoHe  Umbreljung,  alfo  üier 
Ouabranten  üon  ber  pofitiüen  reellen  §albadjfe  entfernt  ift,  b.  Ij. 
auf  berfelben  liegt.  S)ie  ßaljl  —  V--"l  gehört  bem  8ld)fen= 
teile  an,  beffen  Stiftung  um  brei  Duabranten  t>on  AP  ent= 
fernt  ift.  S)ie  jtteite  Sßotenj  fcon  —  V—  1,  nämlidj  —  1 
liegt  auf  AM,  toetdje  2  •  3  =  6  Quabranten,  il)r  ÄubuS 
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+  "|/^T  beftnbet  ftd^  auf  bcr  §albad)fe  AP,  toetd&e  3-3  =  9 
Duabranten  üon  ber  pofittoen  reellen  §albad|fe  entfernt 
ift.  §ierau§  folgt:  3)ie  ^otenjierung  ber  imaginären 
&af)Un  ift  gteidjbebeutenb  mit  ber  STOuttiptifation 
be3  S)rei)ungSabftanbe8  ber  fie  toerfinnlid)enben 
©trede  Don  ber  pofitiüen  reellen  §atbad}fe.  2)iefe 
3Baljrf)eit  gilt  übrigens  aud>  für  ba3  potenzieren  reeller 
ßaljlen.  S)ie  bie  3a^  (—  1)  toerfinntidjenbe  ©trede  ift  um 
2  Duabranten,  üjr  Ouabrat  um  2-2  =  4  Ouabranten  unb 
iljr  SubuS  (—1)  um  3-2  =  6  Duabranten  üon  ber  pofitiüen 
reellen  §albadjfe  AL  entfernt. 

JBorftetjenbe  SBaljrljeit  ift  beStjalb  nudjtig,  tocil  und  bnxä)  fie  ein 
#ilf$mtttel  geboten  ift,  bie  Sßotenjierung  unb  bie  SRultiplif  ation  imaginärer 
galten  mit  imaginären  ju  öerfinnlidjen.  $em  Semenben  ift  e3  ju 
empfehlen,  mit  ©ilfc.  be3  SafjIenbtlbeS  (gig.  47)  ftd^  über  einzelne  Auf- 
gaben biefer  Art  ausführlich  au$§nft>redjen. 

SMe  ©teid&ung: 

i  •  (+  ai)  =  (+  a) 

gilt  aud),  toenn  bie  negativen  Siabüanben  irrational  finb, 
alfo  bie  gorm  +]/—  a  Ijaben.    @8  ift  j.  83.: 

(+y=T8)  .  (- J/=T2)  -  (+  i.  1/8)  •  (-  ij/2)  = 
—  ♦•(—••1/16). 

3Me  3a^   (—  i-]/l6)  —  —  4i   ift  mit  i  ju  multiplizieren 
unb  fcerttmnbelt  fid)  burdj  biefe  Operation  in  bie  entfyredfjenbe 
3a^t  ber  pofitiüen  reellen  $ai)Unttif)t,  nämlidj  in  +4. 
Allgemein  ift: 
i)  (+y=^.(+>^rj)  =  (+^).(+iy^  =  _^.| 

2)  (-y=^).(_yzi)  =  (_iyä).(_-iyfc) y^j 

4)  (_yzr^).(+y=^)D(^iyä).(+^)  =  +  y^.t 
SBorfteljenbe  fcier  gemein  !ann  man  in  bie  beiben  folgenben, 
in  toeldjen  nur  bie  obem  unb  bie  untern  SBorjeidjen  äugleid) 
gelten,  jufammenf äffen: 
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i)    (+y=^) .  (±y~b)  —  yzi. 
ii)    (±y=rs) .  (+y=l)  =  +  yäb. 

S)iefe  ©leidjungen  foredjen  jtDci  ßeljrfäfce  aus,  nämlidj: 

1)  Seljrfa^:  S)aS  Sßrobutt  jtoeier  gleichartigen 
imaginären  Sßurjeln  ift  negatit)  reell. 

2)  2el>rfa$:  S)o8  Sßrobult  jtoeier  imaginären 
SBurjelgröfjen  mit  entgegengefefcten  83orjeid)en  ift 
jjofitii>   reell. 

5)  SBeim  praftifdjen  SRedjnen  nnb  jtoar  beim  SÄulttylijieren 
unb  Sßotenjieren,  ttjcld^c»  ein  SRulttylijieren  üon  gleiten  gaftoren 
ift,  beftimmen  bie  nnter  4)  (erfter  Äbfa|)  burdj  Seranfdjaulid&ung 
abgeleiteten  ?ßotenjtoerte  ber  imaginären  (Sinljeit  %  ben  ©inn 
beS  SßrobutteS.  S)iefe  Sßotenjtoerte  ftnb  baljer  tooljt  ju  merfen, 
nnb  ttrir  fteHen  fie  beSl)alb  Jjier  überfidjtlidj  jufammen.  2)ie 
SluffteHung  jeigt  jugleictj  bie  ©nttmcfelung  ber  Sßotenjtoerte  anf 
rein  aritlpnetifdjem  SBege  anf  ©runblage  ber  ©runbgleidjung: 

(y=TS)2=-a. 


=  +  /=!. 

=  (+1/=rT)'  =  _i 


t*  —  *.»  —  (+  1)  .♦  —  +  }/—  l . 
$•  —  t* .  ;*  —  (+  i) .  (-  i)  =  -  i . 

SRan  erfie^t  aus  biejer  SReilje,  baft  für  bie  Sßotenjen  toou  i5 
bi8  t8  fidj  bie  ©rgebniffe  ber  üier  erften  Sßotenjen  ttrieberljolen. 
S)iefe  SBa^r^eit  Ijaben  ttrir  audj  bereits  unter  4)  Seite  413 
erfetjen. 

SBejeidjnet  man  allgemein  aQe  ganjen  pofitttjen  Sßotenj* 
ejponenten,  SRuU  nid)t  ausgenommen,  mit  n,  fo  ift: 

i*n       =  +  1;  i*»+l  =  +  i; 

jkn+2  mm  _  1  ♦  ^4»+8  «=  —  i; 
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hieraus  ergeben  fidfj  folgenbe  Seift fäfce: 

1)  ßeljrfa^:  3ebe  gerabe  Sßotenj  oon  i  Ijat  reeUen 
SBett;  berfetbe  ift  (+  1)  ober  (—  1),  je  nadfjbem  ber 
©Eponent  burd)  4  teilbar  ober  nidfjt  teilbar  ift. 

2)  ßeljrfa^:  3ebe  ungerabe  Sßotenj  öon  i  ift  ima* 
ginär  unb  jfoar  (+  i)  ober  (—  i)t  je  nadfjbem  ber  (Sj* 
ponent  um  1  größer  ober  um  1  Heiner  als  eine  burdf) 
4  teilbare  £al)t  ift 

6)  83eim  SRuItipüjieren  einer  reellen  ßaf)I  mit  i  wirb 
erftere  nad)  2)  ©eite  411  öon  ber  #atbacf)fe  ber  reellen 
Säulenreihe  auf  bie  Jpatbadfjfe  ber  imaginären  S^Ienrei^e 
mit  bem jelb en  SSorjei^en  übertragen ,  i  •  (+  a)  =  +  a i . 
©af)er  wirb  bei  ber  ©iöifion,  ber  inöerfen  3tedfjnung§art, 
ber  umgeletfrte  gortfd&ritt  ftattfinben,  b.  f).  eine  imaginäre 
ßa^I  +ai  wirb  burdfj  i  biöibiert,  inbem  man  öon  bem  ben 
3)toibenben  öerftmtlidfjenben  Sßunft  ber  imaginären  Ädfjfe  auf 
ben  entfpredfjenben  Sßunft  ber  reeUen  &dfjfe  übergebt.  @8  ift 
8-  &:  +24i:i  =  +  24, 

in  allgemeinen  3eid()en: 

±  ai  _  j  ~ 


% . 

«i». 

©a  ferner  nad^  4) 

i 

•(+< 

»•)  —  +  . 

a 

ift,  fo  mufe  umgefe^rt: 

—  +  at 

fein. 

S3eifpiete: 

±1  = 

-  *'; 

—  4 

t 

+  4i 

'  • 

©ie  folgenben  gormetn  finb  nadf)  ben  vorangegangenen  @r* 
örterungen  leidet  ju  entttricletn.  S5ei  ber  rein  aritl)metifd)en 
S3ef)anbtung  ber  S)toifton3= Aufgaben  be^anbete  man  ebenfalls 
bie  imaginäre  ©in^eit  i  als  eine  SBudfjftabengröfje. 

Arten  ber  Aufgaben.    9Wan  Ijat  bei  ber  ©toifion  fol« 
genbe  gäUe  $u  unterbleiben: 

©füllet,  «rtt$metil.  27 
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1)  JJtoibenb  unb  JHirifor  finb  imaginär;  bann  ift 
ber  Quotient  pofitio  reell. 


2)  5Der  JHoibenb  ift  imaginär,  berfcioifor  bagegen 
reell;  bann  ift  ber  Quotient  pofitiu  imaginär. 

ü  Vb      ys      v  b 

3)  ®er  fcioibenb  ift  reell,  ber  JJioifor  imaginär; 
bann  ift  ber  Quotient  negatio  imaginär. 

Sonnet:    -£=—£-1.1/= i-l/i. 


9it  knmylttt  <B*I}1» 

§  119.     <ftttfteljimg,  Begriff  unb  IBerfUtiiHdjimg  ber 
fniitjilegett  galjl. 

1)  (gntfteljung  unb  Segriff.    SBenn  ttrir  bie  gemifdjte 
quabratiföe  @letd)ung: 

a?  -  6x  +  45  =  0 
auflöfen,  fo  ermatten  ttrir: 


*  —  3  +  yfc  —  45  —  3  +  }/— 36  =  3  +  6t. 
$>ie  Äuflöfung  ber  ©leid&ung: 

#2  —  2##  +  Q.  s  0 
liefert  bie  SBerte: 

x=P  +  Yp*  —  g. 

Sft  in  ber  SBurjelgröfee  Vi?2  —  g  (ber  ©isfriminante,  §  105, 3) 
bie  ßal)t  g  größer  als  jp2  tote  in  oorfte^enbem  beftimmten  33et* 
ftriele,  fo  §at  bie  ©ifferenj  p*  —  q  einen  negattoen  SBert,  unb 
atöbann  ift  ber  2Burjelau3brudf  imaginär.  33ejeid)nen  ttrir  bm 
negativen  3tabifanben  mit  (—  62)  unb  fefcen  p  =  a,  fo  ift: 

x  =  a>  +  by —  1  =  a  +  bi . 
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®ie  Äuftöfung  ber  fcoöftänbigen  quabratifdf)en  ©leidfjung  fityrt 
alfo  auf  eine  neue  Art  öon  Baljlen,  Don  ber  gorm  a  +  6i, 
in  welcher  a  unb  6  beliebige  pofitiüe  unb  negattoe  reelle  ftcfylta 
ober  SKuU  bejeidfjnen.  2)a  6  aud&  negatto  fein  fann,  fo  finb 
beibe  formen  in  ber  einen  a  +  bi  enthalten,  ©iefe  gewonnene 
neue  S^Iform  Ijeifjt  nadf)  ©aufc  eine  fomplejre  ßa^I,  a  ift 
il)r  reelle«,  bi  i^r  imaginäre«  ©lieb.  3)ie  Sörm  a  +  bi  nennt 
man  bie  SRormalform  ber  fonurfesen  ßa^I.  @inb  jwei  forn* 
plejre  ßaljlen  einanber  gleidf),  ift  }.  83.  a  +  6*  —  p  +  qi,  fo 
befielt  ©Ieidf)ljeit  jwif^en  iljren  reellen  ©ftebern,  a  =  p,  unb 
©teid^eit  jttrifdf)en  ben  imaginären  Seilen,  e8  ift  audf)  bi«=qi. 
35enn  atö  ber  ©teidfjung: 

a  +  6i  «p  +  ji    folgt    a  — p  —  t(g  —  6) . 

35iefe  ©leidfjung  fann  nur  unter  ber  SSebingung  als  ridfjtig 
befteljen,  wenn  fowot)!  a  —  p  als  aud)  q  —  6  gleidf)  SKuö  ift. 
ßwei  fompleje  ßal)len,  bie  fid&  nur  buref)  baS  33or* 
jeidf)en  be$  imaginären  ©lieber  unterfd&eiben,  a(fo 
Sagten  öon  ber  gorm  a  +  bi  unb  a  —  bi  werben  in 
SSejieljung  ju  einanber  fonjugierte*)  fompleje  Sagten 
genannt. 

2)  ©eometrifd&e  Serfinnlidfjung  ber  fomplejren 
galten.  äBie  bie  imaginären  Rafften,  fo  lönnen  aud&  bie 
fomplejen  burdfj  geometrifd&e  ©arfteUungen  jur  Änfd^auung 
gebraut  werben. 

Begriff  ber  geotnetrifd&en  SCbbition.**)  Urforflnglic$  fytbzrt 
toir  pr  Berjtmtiidjnng  ber  natürlichen  flauen  bie  ©treden  nur  ljinfidjtlidj 
ber  Sänge  betrachtet.  Um  bie  relotiöen  flauen  sur  Änfdjaunng  $u 
bringen,  benufcten  wir  nidjt  bloß  bie  ©röfce  ber  ©treden,  fonbern  aud> 
ben  ©egenfafr  tyrer  Sagen.  8**  geotnetriföen  Bertfnnltd)nng  ber  fom* 
plejen  galten  tritt  ju  jenen  (Stgenf haften  ber  ©eraben  riod)  bie  föidjtnng 
ijinau.  Sänge  nnb  Stiftung  ber  ©trede  Bilben  bit  ©tücfe  jnm  Begriff 
ber  „geometrifdjjen  Slbbitiou",  toeWje  eine  einfache  geometrifdje  Ber* 


*)  $ieje  Bezeichnung  rüfyrt  öon  (Saud) 9  (1821)  t>er. 
**)  $ie  einfüfjrung  in  biefen  Begriff  ift  jtoar  jum  Berftänbniffe  beS 
über  bie  BerfinnHdjung  ©efagten  nidjt  nottoenbig,  trägt  aber  jnm  tieferen 
©rfaffen  be3  golgenben  wefentttd^  bei. 

27* 


Digitized  by 


Google 


420  Siebenter  «bfönitt.    3maginare  ga^en. 

ftnnli$ung  bct  fomplegen  &af)itn  n»b  i^rcr  algebraif$en  Äbbition  er= 
möglich    9H*  €Nrtt«tgefet  für  bie  geometriföe  «bbition  gilt: 

Stoti  ©tretfen  oon  gleicher  abfoluter  Sänge  unb  berfelken 
töidjtung  finb  al*  galten  aufgefegt  gleidfr,  fo  bafi  bie  eine 
Streif e  für  bie  anbere  gefe|i  »erben  fann. 

$ie  geometrifdje  Äbbttion  ^ot  eine  ooOfontmene  Analogie  in  ber 
SOtedjjamf,  unb  jtoar  im iRettton'fdjen,, Parallelogramm  ber  Ärftfte". 
Xa  bei  .ber  finnlid&en  XarfteÜung  oon  Gräften  niefct  blofe  bie  Sntenjttät, 
fonbern  audjj  bie  Stiftung  berfelben  inbetra<$t  fommt,  fo  ift  bk  ©tredfe 

»ermöge  tyrer  ©igenf dfjaften  Sänge 
8fig.  «.     ^  unb  Stiftung  etnfe^ratoedmÄfjigeS 

»üb  für  ehte  medjanifdje  traft. 
SBtrfen  jtoei  med&anifd&e  Gräfte,  bie 
©eitenfcäfte  AB  unb  AG,  mit  ben 
Sntenfitaten  2  nnb  3  unter  einem 
»infel  a  auf  einen  $unft  A  (3fig.  48), 
fo  ift  bie  diagonale  AD  b&(av& 
ben  gegebenen  ©tüden  gebilbeten)  Parallelogramm*  AB  DG  bie  SWittel« 
Iraft  ober  föefultante,  gleid&  ber  ©umme  ber  ©eitenfrftfte*),  b.  % 

e«  ift: 

AB  +  AG  —  AB  +  BD  —  AG  +  CD  —  42). 

Gfenau  fo  oerljält  e*  fid&  mit  ber  geometrifd&en  Äbbition  ©on  ©trafen 
öerjdjtebener  ffiicgtung.  SKan  nennt  in  ber  (Geometrie  bie  gerab= 
linige  Entfernung  ber  (Snbpunfte  A  unb  D,  alfo  bie  ©tredfe 
AD,  bie  ©umme  ber  ©tretfeu  AC  nn\>  CD,  unb  fefct: 

AC(+)CD»AD. 
tiefer  Sejtfefcung  jufolge  betrautet  man  in  einem  $>reie(f  A B C  bie 
(Seite  -40  als  bie  ©umme  ber  anbern  (Seiten  unb  f$reibt: 

AB  (+)BC  =  AG. 
$iefe  ©leid&ung  erfd^eint  afterbing*  als  eine  Ungereimtheit,  toenn  man 
nur  bie  ab  fo  litten  Sängen  ber  ©tretfen,  bejto.  iljre  abfoluten  ga^len- 
toerte  im  Sfoge  $at,  ba  nad&  ©uflib  („Elemente",  I,  20.  ©afc): 

4£  +  BC>AG 
ift.    3>ie  «uffaffung  ber  ©treefe  AG  al*  ©umme  »on  AB  unb  BC  ift 

*)  äRöbiu*  fytt  biefed  »erfahren,  jtoei  jfräfte  mittel*  be3  äräfte* 
parattelogrammS  &u  tljrer  töefultante  ju  fummieren,  in  feiner  „Statt!'' 
juerft  atö  rein  geometrtfd&en  ©egriff  aufgehellt.  8ur  »erfmnlidfjttng 
ber  Rechenoperationen  mit  font^lejen  galten  mürbe  bie  geometrifdje 
ÄbMtiou  juerft  öon  Ärganb  eingeführt  unb  oon  ®aufj  toeiter  clvl& 
gebilbet,  bagegen  juerft  oon  3Ba|fa  (1861),  töiecfe  (1866)  unb  Eurfcge 
(1869)  ooHjtänbig  burd&gefüljrt  unb  einkourfdfrei  begrünbet. 
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aber  ooflfommen  berechtigt,  fobalb  audj  bie  SRidjtung  inbetrad)t  fommt, 
inbem  man  bort  A  au*  in  ber  SUdjtung  J.C  ebenfo  an  ben  $un!t  G 
gelangt  tute  übet  bie  gebrochene  ßinie  ABG.  Obige  ©leietyung  fyit 
biefelbe  SBeredjtigung,  mit  meldet  in  ber  allgemeinen  Sfritfjmetif  baS  @r- 
gebutö  einer  SBerbinbung  aus  relatioen  Safjten  t)on  ber  gorm: 

(+«)  +  (—&)»  alfo  a  —  b  (cond.  a  >  b) 
als  (Summe  bejeidjnet  toirb  (§  35,  legtet  Slbfafc),  ßur  Beratung  oon 
SJcifjöerftänbniffen  nennt  man  bie  (Summe  oon  <Strecfen,  bei  meldjer  nid)t 
-blofj  bie  Sänge,  fonbem  aud)  bie  Sftidjtung  berfelbeu  in  föedjnung 
gebraut  torirb,  bie  SftidjtungSfumme,  foaljrenb  bie  (Summe  ber  ab* 
fohlten  Sängen   bie    abfolute 


(Summe  ijeiftt.  Um  bie  ©leid)* 
ungen  ber  SRidjtuug&fumme  unb 
ber  abfohlten  (Summe  $meier 
©treefen    fofort    beutlidj    unter« 


f Reiben  ju  fönnen,  erfdjeint  es    D. 


3rig.  49. 


feljr  atoecfmäfHg,  nad)  ©ünt^erä 

33orfc$lag  in  erfteren  ba3  aflgemeine  „$hi$"  burd)  ein  befonbere*  Seiten 

(+)  fenntUdj  &u  machen  unb  ju  fdjreiben  (gig.  49); 

ABX  «=  AB  +  B(7;        AG  —  AB  (+)  BC . 
Sollen  obiger  (Srffärung  jufolge  bie  (Strecfen  AB  unb  OD  (gig.  50) 
im  geometrif  djen  (Sinne  abbiert  »erben,  fo  jielje  man:  BE  #  GB  unb 

fifig.  5i. 


6*^1 


hierauf  AE,  toetdje  (Strecfe  bie  gefudjte  9Udjtung3fumme  beaeidjnet.  SJcau 
fc^rettet  aljo  fjier  tote  in  §  35  juerft  oon  A  nadj  B  unb  hierauf  in  gleicher 
Sftidjtung  mit  CD  bis  E,  fo  bog  atfo  J.  ber  Anfang  unb  E  ba3  ®nbe 
ber  3lid)tung3fumme  ber  gegebenen  (Strecfen  bejeidjnet.  Umgefeljtt  !ann 
man  eine  (Strecfe  AB  auf  feljr  mannigfaltige  SBeife  burd)  einen  gleich 
»ertigen  gebrochenen  Sinienjug  erfefcen.  3)er  hridjtigfte  gafl  biefer  8er= 
legung  in  (Strecfen  öerfdjiebener  SRidjtungen  lommt  bann  bor,  toenn  man 
einen  beliebigen  Sßunft  eines  gelbes  ber  ©aufjifdjen  3^enebene  (gig.  52) 
$.  9d.  G  mit  A  öerbinbet  unb  bon  G  bie  (Senfredjte  auf  bie  reelle  ga^len* 
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a$fe  fällt  Sann  ift  AG  —  AF(+)  FG.  —  »ei  bei  geometrifd&en 
©ubtraf tion  befolgt  man  baftfelbe  »erfaßten,  bnr<$  toetd^eft  bie  gerlegung 
einet  gegebenen  Äraft  nadjj  htm  $araHeJogramms$rinaty  tooUjogen  tottb. 
Um  j.  ©.  bie  @trede  iCöon  AB  geometrif<$  ju  fubtra^iexen  (<$tg.  51, 
©eite42l),  betraute  man  -AB  al*  diagonale,  iC  al*  Seite  eines 
Parallelogramm*;  &ie$t  man  BE#ACf  (o  ip  bie  (Stierte  J.2£  bie 
gef udjie  Xiff  erenj.  Sfam  erhält  and)  bie  $  i  f  f  e  r  e  n  § ,  toenn  man  bie  Stiftung 
t)on  A(7  nmfeljrt  unb  abbiert:  AB— AC=AB+CA 

—AB+BE=AE. 

Angenommen,  es  fei  bie  Qafyi  1  +  i  ju  öerftnnüdjen. 
2Bir  jeid^nen  uns  ein  33Üb  ber  reellen  unb  ber  imaginären 
Säulenreihe  (gig.  52).    ©aS  erfte  ©lieb  ber  geometrifd)  bar* 
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jufteQenben  3#  nämlid^  +  1  ttrirb  bur$  $unft  B  auf  ber 
reellen   pofittoen   §afl>ad)fe   öeranfdjaulidjt.     35a   baS   jtoeite 
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©lieb  +  i  pofitto  imaginären  (SljarafterS  ift,  f o  muffen  wir  bie 
reelle  SCdjfe  uerlaffen  unb  auf  ber  ädfjfe  ber  poftttoen  lateralen 
ßa^len  um  eine  Äängeneinljeit  fortfd&reiten.  ©triftet  man  in 
ben  fünften  B  unb  C  bie  ©enfredjten  auf  ben  jugeljörigen 
Sieben,  fo  fd&neiben  fidf)  biefe  SRed&twinfeligen  in  D.  S)a  nun 
BD  =  AG  ift,  fo  erfüllt  Sßunft  D  bie  (Sigenföaft,  bafc  fein 
Slbftanb  oon  ber  imaginären  §tdf)fe,  nämlidf)  AB  bie  3^1  + 1 
unb  feine  ©ntfemung  t>on  ber  reellen  SCd^je,  alfo  BD  bie  $afy  * 
öeranfdfjaulidfjt.  2Ritf>in  ift  bie  gebrochene  Sinie  ABD,  bejw. 
bie  föidjtungSfumme  AD  ober  Sßunft  D  baS  S3ilb  ber  3aljt 

1  +  *• 

Um  allgemein  bie  fompleje  3<*fy£  a  +  hi  ju  fonftruieren, 
fudfjt  man  biejenigen  fünfte  auf  ben  Ädfjfen,  welche  ben  Qofylm 
a  unb  bi  entfprecfyen,  unb  errietet  in  biefen  fünften  bie  ©enl* 
redjten,  ber  ©dfjnittimnft  berfelben  ift  ber  gefugte  $unft.  3ft 
a  pofitio  unb  6  negatto,  fo  liegt  ber  bie  3^  t>erfinnlidf)enbe 
Sßunft  im  inerten,  wenn  a  bagegen  negatto  unb  b  pofttiü  ift, 
fo  befinbet  fidfj  ber  Sßunft  im  jweiten  Duabranten  (3teft*)- 
§ierauB  ergiebt  fidf),  bafe  bie  fomplejen  Qofyltn  burdf)  fünfte 
ber  burdf)  bie  reelle  Ädfjfe  unb  bie  imaginäre  Sld&fe  beftimmten 
(Sbene  jur  Änfdfjauung  gebraut  werben.  Unb  ba  bie  ©enl* 
regten  auf  ben  beiben  Steffen  fidfj  nur  in  einem  fünfte 
fdjneiben  fönnen,  fo  ift  bie  Sage  be3  bie  fomplejre  3^t  ^er- 
anfdfjaulidfjenben  fünfte»  in  ber  (Sbene  genau  beftimmt.  8ttfo 
entfpridfjt  irgenb  einer  reellen,  imaginären  ober  fomplejen  Qalfl 
ein  beftimmter  Sßunft  ber  ©bene  unb  ümgelef)rt,  ein  beftimmter 
Sßunft  ber  ©bene  t>erftnnlid(jt  nur  eine  beftimmte  3^1.  SRüdEt 
Sßunft  G  (gig.  52)  in  A,  fo  wirb  a  +  bi=*0,  weit  a  unb  b 
ben  Sßert  9luB  erhalten.  2118  anfd(jauttd)e8  83üb  aller  in  ber 
allgemeinen  Stritljmetil  öorlommenben  3#9r%n  Iann  wiit^in 
bie  buret)  ein  redf)twinfelige8  Äoorbinatenfeftem  gelegte  ©bene 
bienen,  weldfje  nadf)  U)rem  ©rfinner  ©aufc  bie  ©aufcifdfje 
Sa^lenebene  genannt  wirb,  ©ie  95ilbpunlte  aller  &a$ltn 
öon  ber  gorm  a  +  2i  liegen  in  ber  (Seraben,  weld&e  burcl) 
ben  $unft  2%  bejw.  —  2%  parallel  jur  reellen  Sld^fe  gebogen 
ift.    SlUe  3^len  oon  ber  gorm  1  +  bi  werben  burdfj  fünfte 
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einer  ©eraben  öerfinnlid)t,  bic  im  Äbftanbe  +  1  tntt  ber  ima* 
ginären  Qcüjlenafyt  parallel  läuft,  ©et  äbftanb  ber  Silber 
ber  ßa^len  &  +  3i;  5  —  3i,  —  5  +  3i,  —  5  —  3i  toom 
Shtltyunfte,  b.  1).  bie  abfotute  Sänge,  weldfje  biefen  8<üjltri  ent* 
ft>rid)t,  ift  biefelbe,  wie  weiter  unten  gejeigt  wirb.  Die  ©treden, 
welche  bie  ßaljlcn  1  +  i,  2  +  2%,  allgemein  a  •  (1  +  i)  jur 
9lnfd)auung  Bringen,  bilben  einen  unter  einem  regten  SBinfet 
gebrochenen  Äinienjug,  beffen  jwei  leite  gteidfj  lang  finb.  Die 
3Ud)tungSfttmme  ift  bei  jeber  fomplejen  3a§*  bie  ^^otenufe 
be3  entfpredjenben  DretedS.  SSerbinbet  man  bie  SMlbpunfte  ber 
galten  0,  +1,  +  i,  1  +  i,  allgemein  ber  Qafyltn  0,  +a, 
+  ai,  a(l  +  i)  burd)  (Sieraben,  fo  entfielen  Duabrate.  Die 
SBerbinbung  ber  fünfte,  wetdje  btn  ftafyUn  0,  +  a,  +  1>i, 
a  +  bi  entfpredfjen,  liefert  3ted)tede. 

3Kan  merfe  nod^  ben  abfoluten  3^1enwert  für  bie  ©trede 
AG  (bie  9tid)tung8fumme),  welche  ben  bireften  Äbftanb  be§ 
bie  fompleje  Qafyl  a  +  bi  öerfinnlidfjenben  fünftes  G  Dom 
StnfangSpunft  A  angiebt.  Da  bie  Sänge  AF=a  unb 
FG  =  b  ift,   fo   ift   nad)   bem   Äeljrfafce   beS   SJfytl)agora3: 

AG  =  Va*  +  b2. 

SÄan  nennt  ben  SluSbrud  a2  +  b2  bie  Sftorm  unb  bie  pofittoe 
Sßurjel  am  bemfelben,  alfo  +  ]/a2  +  b2,  ben  äßobut*)  ber 
fomplejren  3^1  «  +  &*•  ®o  ift  j.  83.  bie  SJiorm  ber  3a$!en 
3  +  4*,  3-4i,  —  3  +  4i,  —  3  —  4t  gleich  32  +  42  =  25 
unb  ifrr  äftobut  gleich  5.  Der  abfolute  SBert  be8  8tu3brud8 
]/a2  +  b2  wirb  t>on  Sßeierftrafj  „abfoluter  83etrag"  ber 
lontplejen  ßa^t  a  +  bi  genannt  unb  nadfj  ifjm  lurj  mit  \a\ 
bejeid&net.  Der  t)on  Sßeierftrafj  öorgefdjlagene  SRame  ift  ber 
$trganbfd)en  SBejeid^nung  „SRobul"  toorjujieljen. 

Die  lompleje  Qatyl  wirb  nid^t  blofe  in  ber  (urfprüng* 
lid^en)  gorm  a  +  bi,  fonbern  audf)  fjäuftg  in  einer  anberen 
bargefteHt.  3U  Mefer  jweiten  SBejeic^nung  gelangt  man  burdf) 
ein  anberen  ©erfahren,  bie  Sage  eines  fünftes  in  ber  (Sbene 
ju  beftimmen.    2Ran  fud)t  ben  Slbftanb  beS  SßunfteS  G 

*)  SBe&eid)nunö  öon  Slrganb  (1814). 
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t)om  SRultpunft,  ben  Sftobul,  unb  ben  Sßinfet  a,  weldjen 
bic  ©tredfe  AG  mit  ber  pofitiöen  reellen  §albad)fe 
btlbet.  SRad)  trigonometrifdjen  Gegriffen  ift  im  redjtwinfetigen 
Dreiecf  AFG,  wenn  wir  bie  absoluten  ßafytenwerte  a  unb  6 
für  bie  ©trecfen  AF  unb  FG  f ehalten  unb  AG  —  r  fe|en: 

-  =  cos  a     unb     -  =  sin  a ,     ober     —  =  i  sin  a : 
r  r  r  ' 

folglich: 

a  =  r  .  cos  a,         6i  —  r  •  i  sin  a. 

©urd()  Slbbition  ber  beiben  legten  ©leidfjungen  ergiebt  fidfj: 
a  +  bi  —  r(cos  a  +  i  sin  a) . 

©iefe  gorm  ber  fomptejen  3af)I  f)ei|t  bie  fanottifdfje,  unb 
wenn  r  =  l  gefegt  wirb,  bie  rebujierte  gorm.  2)er  SBinfel  « 
wirb  bie  Htnplitube*)  ber  fomplejren  3af)t  a  +  6i  genannt, 
r  =  +  Ya2  +  &2  ift  ber  äRobut.  5Wc  ßdp  3  +  4  t  $at  alfo 
jur  Ämplitube  einen  SBinfel,  beffen  trigonometrifclje  Tangente 

|  ift,  unb  mithin  betrögt  bie  ©röfce  beS  Sffiinletä  a  für  bieje 
Qaty  53°  7'  48".  2)ur$  biefen  Sßinfel  unb  ben  äKobut  ber 
Sa^l  3  +  4f  nämtid)  +|/32  +  42  =  5ift  bie  ßage  be3  biefetbe 
fceranfdjauücljenben  fünftes  in  ber  ßaljlenebene  genau  beftimmt. 
S)ieje  2)arfteKung  eines  Sßunfte»  ber  ®auf$ifdjen  ßaljlenebene 
ift  bie  nämtidfje,  wetdje  in  ber  anattjtifdjen  ©eometrie  mittels 
Sßolarfoorbinaten  gegeben  Wirb.  Sie  ©röfcen  r  unb  a  Reiften 
bie  Sßotarfoorbinaten  t>on  G,  r  ift  ber  radius  vector,  a  ba3 
Argument. 

§  120.    Hellten  mit  UmpUjtn  Saljleit. 

S)ie   allgemeine   Stuftöfung   ber   gemijd^ten   quabratifdjen 
©ieid^ung :  x*+px  +  q  =  0 

madfjte  bie  Sinfä^rung  ber  fomptejen  Qcfyl  in  bie  allgemeine 


*)  $>ie  93encnnuu9cn  „Slmplitube"  unb  „rebujierte  gorm" 
rühren  bon  ©aud&tj  (1821)  ljer.  $>er  SRame  „Sßorm"  ift  tum  ®aufj 
(1831)  in  bie  Slritijmetil  eingeführt  morben. 
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Äritljmetif  notwenbig.  Da  biefc  neue  ßaljtform  eine  83er* 
binbung  einer  reellen  unb  einer  imaginären  ftafy  ift,  fo  muffen 
wir  ben  ©egriff  ber  Summe  bo^in  erweitern,  bafj  fie  audfj 
ungleichartige,  wefentlidfj  t>erfd)tebene  QofyUn  jufammenfaffen 
fann.  Unter  ber  fomplejen  ftoXjl  a  +  bi  ift  bie jenige  Qafy, 
ju  &erftel)en,  welche  fo  titele  reellen  einleiten  enthält,  als  bie 
reelle  3^t  a  angiebt,  unb  fo  Diele  imaginäre  (Streiten,  als  bi 
angiebt. 

1)  3ßa8  bie  Äbbition  unb  ©ubtraftion  fomplejer 
Satjlen  anlangt,  fo  werben  biefe  Operationen  nadfj  benfetben 
©efefcen  vollzogen,  weld&e  für  Summen  unb  Differenzen  reeller 
Säulen  befielen.    @3  ift  j.  ».: 

(8  +  4t)  +  (7  +  5i)  —  (8  +  7)  +  *(4  +  5)  =  15  +  9t. 
3n  allgemeinen  &tiä)tn: 

(a  +  &o  ±  (f>  +  «0  —  («  ±P)  +  (J>±  «)*• 
Da8  SrgebniS  biefer  beiben  {Rechnungsarten  ift  alfo  im  all- 
gemeinen gleichfalls  eine  fompleje  ßatyL  Da  wir  über  ben 
SBert,  bie  S3ebeutung  beS  SRefultateS  ber  Siedlung  mit  fom* 
plejen  QofyUxi  nur  bann  ein  fidfjereS,  flareS  Urteil  gewinnen, 
wenn  erftereS  bie  gorm  a  +  hi  Ijat,  fo  fud)e  man  baS 
Ergebnis  ftets  auf  biefe  SRormalform  ju  bringen. 
Die  ©umme  jweier  fonjugierten  3<t$len  ift  reell, 
nämtief)  baS  Doppelte  beS  reellen  ©liebes,  iljre 
Differenj  bagegen  ift  imaginär  unb  3  war  bem  bop* 
pelten  imaginären  Xeile  gleidfj.  3n  3.eic$en: 
(a  +  bi)  +  (a  —  60  —  2a;     (a  +  60  —  (fl  —  bi)  =  2-  bi. 

3ur  SBeranfdjaulidfjung  ber  Slbbition  unb  ©ubtraftion  mit 

fomplejen  3a$len  »erfahre  man  auf  folgenbe  Sßeife:  Reiften 

bie    ju    abbierenben    lomplejen    ftaffltn    \  =  a  +  bi    unb 

Jc2  =p  +  qit  fo  fteUe  man  biefelben  geometrifd)  bar.    @S  fei 

OAx  =  a,        A1B1  =  bir 

OA2=p        unb        A2  2?2  —  #i , 

fo  toerfinnlid&t  ber  Sßunlt  Bx  bie  erfte  unb  Sßunft  B2  bie  zweite 
lomplejre  Ratyl.   5£rägt  man  nun  t)on  0  aus  auf  OB  bie  ©trecle 
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5ig.  53. 


(M3  —  a  +  j>  ab,  errietet  in  A3  auf  OB  bie  ©enfredf)te  unb 

mad&t  biefelbe  gleich  ber  Summe  A^  +  A^B^  fo  öerfinntidfjt 

0BZ  bcjtü.  Sßuntt  JB8 

baS  (SrgebniS  ber  Ab* 

bition  obiger  fomptejer 

Sagten.       fcenfelben 

Sßunft  B8  erhält  man 

audfj,  inbem  man  bie 

Sßunfte   Bx   unb   J32 

mit  0  toerbinbet  unb 

bicfcS   ©ebitbe   burdf) 

ßie^en  fcon  parallelen, 

nämlid)  BtB9  \\  0B2 

unb   BaBs||OB1;   ju 


^, 


/ 
/ 


^, 


einem  Parallelogramm  ergänzt. 
©oU  etoa  bie  fomplejre  galjt  h  &0*1  e^er  anbern  &8 
fubtra^iert  toerben,  unb  toäre  &8  ettoa  burdfj  Sßunft  Bs  unb  J^ 
burdfj  Sßunft  J32  &erfinnlidf)t,  fo  toerbinbe  man  bie  fünfte  BB 
unb  JB2  mit  0,  betradfjte  OJ53  als  diagonale,  OJ92  als  ©eite 
eines  Parallelogramms,  ©urdfj  ßonftruftion  beSfelben  jtnbet 
man  Sßünft  Bu  ber  burdfj  feine  Sage  in  ber  (Ebene  bie  ©ifferenj 
ber  genannten  fomplejen  Sagten  *>eranfd()auftdf)t 

2)  Seim  3Kultiplijieren_!omplejer  Sagten  mit  forn* 
plejen  fü^re  man  ftatt  +  V —  1  baS  Qätyn  +i  ein,  be* 
tfanbele  biefeS  wie  einen  33ud()ftabenfaftor  unb  fefee  fdf)liefjlid) 
für  bie  Sßotenjen  öon  i  bie  ©eite  416  angegebenen  Sßotenj* 
toerte.  3)aS  Sßrobuft  jtoeier  fonjugierten  fomplejen 
Ballen  ift  pofitiü  reell  unb  liefert  i^re  „9lorm". 

Sn  ßeid&en: 

(a  +  bt)-(a  —  fei)  =  a2  +  62 . 

3)  fiommen  Quotienten  ober  SBrüd&e  &or,  bereu  Slenner 
eine  fompleje  Qafjl  ift,  fo  ift  es  ^auptfad^e,  mittels  8tn* 
wenbung  Dorfteljenber  gormel  jebe  imaginäre  SBurjel  im 
SRenner  ju  befeitigen. 

SBeifpiel: 

6  6  •  (3  +  V—  3) 


3  — V— 3 


9  +  3 


'*(8+y=D. 
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®er  Quotient  jtoeier  fomplejcn  S^Ien  ift  ftets  eine  fompteje 
3af)f.  2fac§  in  bem  gaöe,  bafe  9Düribenb  unb  S)toifor  Ion- 
jugiert  finb,  liefert  ba8  (Ergebnis  ber  ©iirifion  eine  fompleje 
ßaljl;  benn: 

o  —  5t        (a  —  6t)*        a1  — &*  — t'.2a6 


a  +  bi         ax  +  b*  o1  +  61 

_  a»  —  fr8  __  .    2ab 
~a*  +  b*        la*  +  b*' 


4)  (Streben  ttrir  bie  lompteje  gofit  1  +  i  ht3  Quabrat, 
fo  erhalten  ttrir: 

(1  +  i)*  —  l»  +  i*  +  2i  —  +  2i. 

2Bie  bie  ©aufciföe  ßa^lenebene  (gig.  52)  jeigt,  liegt  bie 
3al)l  1  +  i  auf  ber  Slidjtung  (radius  vector)  AGt  toclc^e 
mit  ber  pofittoen  £albad)fe  AF  ben  SBinlet  «  =  45°  bittet. 
Da«  Duabrat  ber  3^  1  +  */  nämlid)  +  2i,  gehört  im 
3af|lenbilbe  ber  §afl>ad)fe  -4 IT  an;  erftereS  liegt  atfo  auf 
einer  Stiftung,  bie  mit  ber  pofittoen  reellen  Jpalbadjfe  einen 
boppelt  fo  großen  SBinlel  bilbet  als  AG.  Überhaupt  liegen 
bie  Duabrate  aller  ßaljlen,  welche  burd)  Sßunfte  ber  Sftidjtung 
AG  t)eranfdjautid)t  »erben,  auf  ber  Steife  AH.  95eim 
Sßotenjieren  fomplejer  Qpfyltn  finbet  alfo  eine  äljnftdje 
Bewegung  in  ber  ßa^lenebene  wie  bei 
ber  Sßotenjierung  imaginärer  Sagten 
§  118,  4)  ftatt.  ©ie  Sßotenjierung 
fomplejer  QafyUn  ift  mit  SRultU 
püfation  beS  SDreljungSaJbftanbeS*) 
it)rer  Stiftung  (radius  vector)  öon 
ber  pofiti&en  $albad)fe  AF  gteid)* 
bebeutenb.  SBenn  ($ig.  54)  OA  =  1 
gefefct  wirb,  unb  Sßunft  Bt  bie  ga^t 
a  +  6  i  —  r  (cos  a  +  i  sin  a)  Derfimttidjt, 
fo  fteUen  bie  fünfte  B2,  J58,  JB4  bie 
trierte   Sßotenj    t>on    a  +  bi   bar.     S)ie 


gifl.  54. 


A 

jtoeite,    britte  unb 

©reljungSbogen  ber  Sftidjtungen  OB%,  OBs  unb  0JB4,   mit 


*)  3Bit  bem  pofittoen  $otenaea>ottenten.    SJton  fefje  SRote  IX  ©.  443. 
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atibcrcn  äBorten:  bic  SBinfel,  bcn  biefe  @eraben  mit  OA  bilben, 
finb  jtüciv  brei*,  triermal  fo  grofc  als  bcr  äßinlel,  welchen  0BX 
mit  OA  barfteUt.  ©ic  Sängen  OBu  OB2,  OBs--OBn  finb 
gleid)  r,  r*,  r8-—!*.  ®ie  fünfte  Blf  B2,  B9  u.  f.  fv  meldte  bic 
Sßotenjen  t>on  a  +  6i  jur  Sfafd&auung  bringen,  finb  Sßunlte  einer 
Suröe,  welche  ben  Flamen  „logaritl)mifd()e  Spirale"  fttljrt. 
5)  ©oB  umgefeljrt  eine  burd)  Sßunft  Bn  bargefteöte  fom* 
pleje  $al)l  burc^  einen  ganjen  pofittoen  SBurjelejponenten  n 
auf  geometrifdfjem  SSege  rabijiert  werben,  fo  rnufc  man  ben 
äBinfel,  toetd&en  ber  radius  vector  0Bn  mit  OA  bilbet,  in  n 
gleite  Seile  teilen.  ÄlSbann  t>erfinntidf)t  Sßunft  Bx  auf  ber 
erften  SeilungSlinie,  beffen  radius  vector  0BX  =  \0Bn  ift, 
bie  gefud&te  SBurjel.  Um  j.  89.  aus  ber  burdf)  Sßunlt  Bl  bar* 
gefteßten  j&ofy,  p  +  qi  geometrifdfj  "bie  inerte  SBurjel  ju  jieljen, 
teile  man  ^cAOB^  in  öier  gleite  Seile  unb  madje  auf  ber 

4   

erften  SeilungSlinie  0Bl=y0B4t,  fo  bejeidjnet  ber  Sßunft  Bx 
burdfj  feine  Sage  in  ber  ga^lenebene  bie  Yp  +  &  • 

ßur  (Ermittelung  ber  gormel  jur  83ered(jnung  ber  Cluabrat* 
ttmrjel  aus  a  +  bi  fefce  man  vorläufig: 

1)     Ya  +  bi'^  x  +  yi. 
(Strebt  man  tiefe  (Stockung  ins  Duabrat,  fo  entfielt: 

2)    a  +  bi  =  tf2  —  y2  +  2#yi . 
9lac^  §  118,  1)  befielen  folgenbe  SBejieljungen: 

3)    x*  —  y*=*a,  4)     2xy  =  b. 

©iefe  ©leidfjungen  qüabriert,  bie  erhaltenen  ©leidfjungen  abbiert 
unb  ^ierau«  bie  Duabrättourjel  gebogen,  giebt: 

5)    ^  +  y»  =  +  >/a2+T2.*) 
SluS  3)  unb  5)  erhält  man: 

*  —  r  2  '        y  —  '  2 

SBeaeidfjnet  man  yV  +  b%  jur  Äürje  mit   w  unb  fefct  bie 

•)  #ter  ift  nur  ba3  ^ofitioe  SBoTjci^en  &u  fefcen,  tocit  a  unb  y 
reelle  gatylen  bejeid^nen  fotten. 
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SBerte,  für  x  unb  y  in  bic  erfte  ©feidjung  ein,  fo  erljfttt  man 
bic  gefudjte  gormel,  närnftdj: 

YaThi  =  Y$(w  +  a)  +  i  .  Vtt™  —  «)• 
SBcif^iele: 


«>  —  ^441  +  400  =-  29 ; 
mithin: 

Gef<$icfjtH$e  ©emerfungen  §um  fiebenten  Äbfd&nttt.  (Sine 
Guabratmurjel  au*  einer  negatiöen  ßa$l,  b.  i.  bie  imaginäre  Größe, 
erfäeint  junt  erften  3Bale,  jeboclj  in  mißberftanbener  §form,  bei  #eron 
oon  Älejanbria.  ©raijmagttpta  fagt  in  feiner  Algebra:  „<£3  giebt 
leine  Ouabratmurael  aus  einer  negatiöen  ßaljl;  benn  biefe  ift  fein  Ouabrat." 
$ie  imaginären  unb  fornplejen  ßaljlen  gelangten  inbe*  erft  nad&  Kenntnis 
ber  Äuflöfung  ber  Ijötyeren  Gleichungen  jur  <£infüljrung  in  bie  allgemeine 
ftritijmetif.  SJiefelben  mürben  aber  urfprünglidjj  bon  einem  fatf<$en  GefidjjtS* 
punfte  aui  betrachtet  „unb  es  mürbe  eine  getyeintntööotte  3)unlell)ett  babei 
gefunben",  toie  Gauß  bemerlt.  (Sie  erfdfjienen  afe  ein  inljaltleere«  Seic&en* 
ftriel,  man  mußte  fie  nid&t  $u  beuten  unb  nannte  fie  „unmögliche" 
Größen/  toeil  fie  burdfc  natürliche  Räfjlm  nid&t  erfe|t  merben  tonnten. 
(Ättdfj  ^ifferenjen,  bereu  SBert  eine  negatioe  S<fy  liefert,  mürben  früher 
als  unmögliche  ga^len  beaeidfjnet.)  STSllembert  unb  (Suler  jeigten 
jmar  ben  9hi(en  biefer  beiben  ßaljlformeu  in  bielen  Unterfud&ungen, 
bo$  toaren  biefe  Größen  meijr  gebulbet  als  für  berechtigte  Ballen  an- 
erfannt.  (£3  mar  nadj  Arg  an  b»  Vorgang  htm  fd&arf  finnigen,  btelfeitigen 
beutfd&en  aBatyematiler  Gauß  Vorbehalten,  bie  imaginären  unb  lomplejett 
Ballen  mit  ©enufcung  geometrifd&er  3>arftettungen  jur  9Cnfd&auung  ju 
bringen  unb  itjre  fcljeorie  ftreng  miffenfd&aftltci)  ju  begrünben.  —  3>ie 
ÄuSbrüde  reell  unb  imaginär  finb  perft  bon  $e*carte£  als  S3e= 
Zeichnungen  ber  SBurjeln  bon  Gleichungen  gebraust  morben. 

§  121.    MUMM. 

Unferc  SBetradjtungen  über  ben  ß^faüriff  türmen  Ujren 
ÄuSgangapunlt  Don  ben  natürlichen  Sagten,  welche  ©inge  ber* 
fetben  Art  fd)ted)tn)eg  jagten.  SBir  toerfinnftdjten  un8  ba8  mt* 
begrenjte  ©ebiet  biefer  ßa^ten  bnrd)  fünfte,  bie  in  gleichen 
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Äbftänben  uoneinanber  in  einer  nad)  eftter  Seite  unbegrenzten 
©eraben  Hegen  (§  1).  S3et  ber  ©ubtraftion  ttti  bie  Sftot* 
wenbigfett  ein,  in  ber  S)ifferenj  a  —  b  ber  natürtidfjen  ffwfrto 
bie  ursprüngliche  S9ebingung  a>6  fallen  gu  taffen,  ba3  3^Iem 
gebiet  über  bie  frühere  ©renje  Statt  IjinauS,  alfo  nad)  ber  ent« 
gegengefefcten  Seite  !)in,  unbegrenzt  ju  erweitern.  Stanmeljr 
erhielt  bie  Statt  ben  Sljarafter  einer  &dfjl,  ben  früheren  natür* 
liefen  ßa^ten  legten  wir  ben  SRamen  pofitiöc  unb  ber  neuen 
ßüljfart  bie  33ejeid)nung  negative  Qafyl  bei.  3ur  SSerfinn* 
Iid)ung  ber  leiteten  biente  und  eine  unenbttdje  Slnja^t  öon 
fünften,  bie  t>on  Statt  aus  bie  Sßunftreilje  ber  natürlichen 
Sagten  nadf)  linf8,  unb  zwar  in  berfetben  ©eraben  liegenb, 
fortfefetc  (§  31).  —  Sie  Dtoifion  führte  un3  auf  eine  neue 
ßa^Ifortn,  ben  83rudj,  inbem  wir  in  bem  Quotienten  a:b  bie 
urfprünglidfje  ©infdjränfung,  a  ift  ein  SBietfadfjeS  t>on  6,  fallen 
tiefen  unb  bie  ©efiniiionSformet  (a :  6)  •  b  —  a  attgemein  auf 
ßatyfoerbinbungen  öon  ber  gorm  a :  b  ausbeuten,  gleidjtriet 
ob  b  in  a  aufging  ober  nid)t.  2Bir  ftettten  bie  SSrüdje  in 
unfernt  geometrifd^en  3a^e^^ilbe  burdf)  fünfte  bar,  bie  i^re 
Sage  zwifdfjen  ben  bie  ganzen  3^ten  öeranfdjaulidOenben  fünften 
Ratten  (§  58).  —  Seim  9foSjiel)en  ber  Duabratwur jdn  gewannen 
Wir  wieber  eine  neue  3^iart,  bie  Srrationalzatjten,  unb 
inbem  wir  biefe  in  unfernt  $a$tenbi(be  burdfj  fünfte  jur  &n* 
fdjauung  brauten,  ging  baS  SBitb  in  eine  lüclentofe,  unbegrenzte 
©erabe  über  (§  115).  —  Um  bie  reine  quabratifdje  ©leidfjung: 
x2  ±  a  =  0 

atigemein  auftöfen  ju  lönnen,  mußten  Wir  bie  imaginären 
Duabratwurjeln  ate  neue  Qaijlaxt  einführen  unb  wir  ftettten 
biefe  3a$ten  burdf)  fünfte  einer  unbegrenzten  ©eraben  bar, 
welche  im  Stnfangapunlt  ber  bk  reelle  3^lenrei^e  toerfinn* 
tid&enben  Sinie  auf  biefer  fenfred&t  fteijt  (§  118).  —  ®a8 
SSebürfniS,  bie  gemifdjte  quabratifdje  ©teid()ung: 

x2  +  Px  i  Q. —  0 
attgemein  aufjutöfen,  forberte  bie  ©infü^rung  ber  fomplejen 
3a^Ien  in  bie  allgemeine  Äritljmetif.    3Me  imaginären  unb 
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fomplejen  j&alfltn  ftnb  für  bie  allgemeine  Stmoenbung  ber  arit^ 
metifd)en  ©efefce  ebeufo  33ebürfni8,  nrie  bic  reellen  QaijUtn. 
3)er  ®runb,  weshalb  un8  etftcre  frember  unb  weniger  bebeutfam 
erfreuten,  liegt  junädftft  barin,  bafe  in  ber  reellen  Serienreife 
bie  un8  feit  früljefter  3ugenb  befannten  natürlichen  Sagten 
üorlommen,  bafc  wir  mit  ben  reellen  &Q$ltn  überhaupt  weit 
üertrauter  finb  ate  mit  ben  lomptejen  Sagten,  rob  erftere 
trielfadf)  auf  ©röften  Statoenbung  ftnben,  bie  imaginären  Bajjlen 
bagegen  nid&t.  2>ie  wiffenfd)aftlid)e  allgemeine  Äritljmettf  ba* 
gegen  brauet  in  iljren  leeren  Seilen  nur  bie  lomplejen 
3a^len  ju  berüdfidjttgen,  weil  biefe  &cfylaxt  bie  reellen  unb 
bie  imaginären  Qo^ltn  als  befonbere  gäQe  einfdjjliefet.  SÄit 
ber  lomplejen  galjl  l)at  bie  allgemeine  2tritl)metif  it>re  natür* 
lid&e  SSegrenjung  gefunben,  eine  fernere  (Srtoeiterung  be8  SaljU 
begriffe  ift  auSgefdjjloffen,  unter  ber  33orau$fefeung,  bafc 
fämtlid^e  9ted)engefe|e  ber  allgemeinen  Slrit^metil 
gewahrt  bleiben  follen.  SBiH  man  einzelne  biefer  ©efefce 
fallen  laffen,  fo  !ann  man  allerbingS  beliebig  toiele  neue  QafyU 
formen  in8  ßeben  rufen,  bie  auef)  für  getoiffe  mattyematifdje 
UnterfudEjungen  iljren  SBert  Ijaben.*)  Slber  niemals  barf  man 
üergeffen,  bafj  biefe  ©ebanfenbinge  feine  eigentlichen  gatylen 
me^r  finb.  SHe  geometrifc^e  StorfteUung  ber  fomplejen  SafyUn 
ergab  fünfte,  toeldje  au&erl)alb  ber  beiben  gaffenadtfen  in  ber 
burdj  biefelben  beftimmten  ©aufetfdfjen  &a$Untbtnt  liegen, 
unb  jwar  fo,  baß  jeber  Sßunft  biefer  ebene  eine  beftimmte  ßaf|l 
öerfinnlid()t. 

Site  @rgebni8  ber  UnterfudEjungen  über  bie  geometrifdje 
StorfteQung  ber  galten  l)at  fidfj  IjerauSgeftellt,  bafe  e8  jtoei 
$al)lenadfjfen,  eine  reelle  unb  eine  imaginäre  unb  eine 
3a^lenebene  giebt,  unb  hiermit  Ijaben  unfere  ©rörterungen 
über  biefen  ©egenftanb  tl)ren  Stbfditufe  gefunben. 

*)  SdjeffterS  „@itnation3falffiI"  (»taunfdjtoeig  1851),  §am\U 
ton«  „Duatetnionen",  ©rafjntannS  „$lu&bet)mtn8$lel)re".  9Ran  fe^e 
bie  X.  Sfote  Seite  444. 
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I)  StiriftlifteS  ®uMxatyttttu  m$  fcet  „GrgattjtmgSmttliobt".  2>ie 
eigentliche  ©ubtraftion  (§  4)  berlangt,  bai  man  bon  einer  gegebenen  Qaty, 
bem  SJttnuenben,  aus  um  bie  (Einheiten  beS  ©ubtraljenben  im  gatylengebiet 
rücltoärts  fdjreite.  2Jton  erhält  aber  audf)  bie  gefugte  S)ifferen&,  ttenn 
matt  toom  ©ubtraljenben  aus  bis  &um  SRinuenben  fortf freitet,  atfo  bor* 
toärtS  ftätjlt,  b.  !j.  ben  ©ubtraljenben  burdj  fcinjufügen  bon  ©inljeiten 
5um  SWinneitben  ergänzt,  ©tatt  alfo  j.  83.  bie  Differenz  12  —  9  $u 
beregnen,  inbem  man  bon  12  um  9  einleiten  rücfmärts  freitet,  jö^It 
man  mit  9  beginnenb  bis  12  unb  fafct  bie  hinzugefügten  ©inljeiten  in 
eine  Qaty  (3)  jufammen.  $iefe  Wct,  bit  ©ubtraftion  auszuführen,  lögt 
fid)  feljr  $toecfmä|ig  am  ©Übe  ber  natürlichen  Säulenreihe  (§  1)  jur  Wn* 
fd&auung  bringen.  2>ie  ©ubtraftion  mittels  Ergänzen  fcljlie&t  fid) 
unmittelbar  an  bie  borausgegangene  Rechnungsart,  bie  Äbbition,  an,  unb 
fd&on  aus  biefem  ©runbe  follte  baS  SCbjieljen  befabtfdfjer  Säulen  im 
©$ulunterrid)t  ftetS  burdjj  Slbbition  ausgeführt  »erben.*)    SJton  gelje 


*)  $ieje  ättetljobe  Ijat  bor  bem  gebräuchlicheren  »erfahren  toejentticije 
Vorzüge.  S)ie  inberfen  Rechnungsarten  finb  überhaupt  fdjtoieriger  als  bie 
bireften.  2>aS  RüdwärtSfcljretten  im  Bahngebiet  ift  unS  toeniger 
geläufig  als  baS  $or»ärtSfd)reiten.  ßefctereS  ift  natürlich  baS 
SSortoärtSgeljen  in  einer  Reil)e  (bon  SBorftettungen  ober  Gegriffen)  ttrirb 
burdj  bie  urfprünglidje  Sluffaffung  felbft  beftimmt;  baS  RüdtoärtS* 
freiten  ift  fünftlidj  unb  erforbert  §ur  ©tdfjerljeit  befonberS  luftige 
Übung.  SBer  tooHte  fiel)  getrauen,  oljne  an^altenbe  Übung  &.  33.  bie  Xöne 
eines  Siebes,  bie  Söörter  eines  größeren  ©afeeS  u.  f.  f.  in  umgelegter 
Reihenfolge  oljne  Serftöfee  »ieberjugeben?  Stafc  baS  „  @rgän$en "  bit 
natürliche  unb  einfadfjfte  aftettjobe  ift,  bie  Differenz  $u  beregnen,  ergiebt 
fidj  auc^  aus  ber  fcljatfadje,  ba%  im  praftifdjen  $erfe$r$leben  burd&gängig 
auf  biete  SBeife  berfatjren  torirb.  35ie  getoöljnlid&e  gorm  beS  $b$ie$en& 
©Füller,  «ritfonetif.  %  28 
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ba$er  jur  Einführung  in  biefe  gorm,  bie  $>ifferen§  §meier  Säulen  §u 
berechnen,  oon  ber  ßöfung  einet  Aufgabe  bet  ttbbition,  §.  99.  6142  +  4725 
avß.  E*  ift:  6142  +  4726  —  9867.  ©dre  nun  etwa  ber  ametie 
©ummanb  unbefannt,  fo  mürbe  bie  entfprectyenbe  Aufgabe  ber  ©ubtraftion 
lauten:  9867  —  6142.  9ladj  beut  $auj)tgefefce  ber  ©ubtraftion  iß  ber 
SRmuenb  9867  gleich  ber  Summe  avß  bem  ©ubtraljenben  unb  bem  SReft 
(§  4).  SRan  ftnbet  offenbar  biefen  SFiefk  (5E)tffcrenj),  ben  jmeiten  ©um* 
manben  4726,  inbem  man  bie  einzelnen  ©tellenmerte  be$  @ub= 
traljenben,  erften  Soften*,  ju  btn  gleichartigen  töangjiffern 
be*  SRinuenben  (ber  Summe  9867)  ergän§t.  Erfefcen  mir  biefe 
unbefatinten  „Ergftn$ung$merte"  in  ber  f$riftlidjen  2)arftettung  botläufig 
burdj  einen  $unft,  fo  Ijaben  mir  bie  urfprünglidje  gönn  unter  a). 

6142  9867 

a)  ••••       t)  6142 

9867  4725. 

ttn  ©teile  ber  fünfte  flnb  bie  einzelnen  SRangjtffern  §u  feiert,  meiere  bie 
©tellenmerte  ber  ftafy  6142  gu  ber  ©umme  9867  ergänzen,  tiefer  Shtf= 
faffung  gemäj*  foredje  man:  2  E.  unb  5  E.  —  7  E.;  4  3.  unb  2  3. 
«6  3.;  1  $.  unb  7  $.  —  8  $.;  6  £fb.  unb  4  Xfb.  =  9  £fb.  Bie 
hinzugelegten  SBerte  6  (5.,  2  3.  u.  f.  f.  merben  gleichzeitig  mit  bem 
tluSfpred^en  berfelben  fjingef dpieben,  hierauf  gelje  man  ju  ber 
gebräuchlichen  S)arftettung  b)  über. 

ÄBirb  beim  Ergangen  einer  töanggiffer  be$  ©ubtraljenben  ber  3^ner 
Übertritten,  fo  fegt  man  bem  nädjft  ijötyern  ©teHenmert  be&  ©ubtra- 
$enben  eine  (gleichartige)  Einheit  gu.  2>ie  fRid^tigfeit  be£  Verfahrens 
beruht  auf  bem  ßeljrfafce  §  6,  6. 


madjt  Anfängern  erljeblidje  ©d>mierig!eiten  in  ben  gfäHen,  in  melden 
einzelne  föanggiffern  be*  SWinuenben  Heiner  finb  al*  bie 
gleichartigen  ©tellenmerte  be&  ©ubtraljenben,  befonberS 
menn  im  SWinuenben  mehrere  Nullen  aufeinanber  folgen. 
3>ann  tritt  beim  gebräuchlichen  ©ubtraljieren  baS  fogenannte  „Sorgen" 
ober  „Setzen"  ein,  eine  flippt,  an  meiner  fdjmädjere  ©acuter  faft 
immer  (Reitern,  $ie  ©a^r^eit  be3  im  bürgerlichen  ßeben  r)&ufig  an* 
gemenbeten  ©prudjeS:  „Sorgen  madjt  ©orgen"  (b.  $.  btö  Sorgen  ber« 
anlagt  mancherlei  Segler),  gelangt  audj  tyier  gur  ©eltung.  Wud)  gur 
Vorbereitung  ber  „furgen  Bhufton"  ift  bie  Einübung  ber  ErgängungS* 
metyobe  notmenbtg.  —  S)ie  Ermittelung  ber  2>iffereng  burdj  5lbbttton 
mar  fdjon  ben  alten  Snbem  befannt  S)ie8  töedjnungSberfaljrett  ift  im 
„fcanbbudj  ber  Britljmetil"  (Erfurt  1834)  oon  Unger  unb  in  MoM, 
„Arithm&ique"  (1836)  erläutert,  gn  neuefter  Seit  $aben  befonber*  Äober, 
#arm&,  3.  E.  V.  $offmann  unb  &alliu&  biefe  3ttet$obe  empfohlen. 
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»eifptel:  7182 

—  3  648 

3  534. 
©predjtoeife  (oljne  Benennung  be&  langes  bet  giffetn):  8  unb  4 
—  12;    1,  6  unb  3  —  8;    6  unb  5  —  11;    1,  4  unb  8  =  7. 

fDiefe  3Wetfjobe  ift  befonbetS  bann  ju  empfehlen,  wenn  mehrere 
befabifdfje  Sohlen  abbiett  unb  bie  erhaltene  (Summe  oon  einet  anbero 
Saljl  fubtratyiert  werben  fofl.    (58  fei  5.  93.  bie  Summe: 

7925  +  679  +  4876  +  37984 
tum  95192  abjujie^en. 

fcarfteUung:  95192 

7  925 

679 

4  876 

37  984 

43  728  . 

@pre$tt>etfe:  4,  10,  19,  24  unb  8  =  32;  (3  fjiujere  Einheiten 
hinzugefügt)  8,  11,  18,  25,  27  unb  2  —  29;  2,  11,  19,  26,  34  unb 
7  =*  41;    4,  11,  15,  22  unb  3  —  26;    2,  6  unb  4  =  9. 

II)  $ie  umgeftljrtt  3JhtlttyU!ation.  3Kan  nennt  biejenige  %\x& 
füljrung  ber  fd&riftlid&en  Sftulttylifation  mehrzelliger  8aljlen  mit  metyr* 
fteliigen,  bei  weld&er  mit  ber  niebrigften  Orbnung  begonnen  unb  mit  ber 
ijödjften  föangjiffer  be3  3Mttj>liIator$  gefdjloffen  wirb,  ba£  Normals 
öerfaljren.  (Srofje  Vorteile  beim  abgefaßten  aJhiltiplijieren  oon  dezi- 
malen mit  Jejunalen  gewährt  bie  umgefeljrte  Sttulttylif ation ,  bei 
toeld&er  ber  SRed&ner  mit  ber  Ijö duften  Drbnung  be3  SttulttylifatotS 
anfängt. 

DI)  $ie  fttrse  $UiifUm.  1)  2113  Vorübung  jut  furzen  2>toifion 
burdf)  einen  mehrteiligen  2>toifor  bient  ba$  birefte  STbjieljen  oon  $ro* 
buften  aus  einer  me^rftettigen  8al)t  mit  einer  einhelligen  toon  einet 
mehrteiligen  8°^« 

SSeifpiel:  9581  —  7x836 

töeft     3  729. 

@j>redf)h>eife:  7  x  6  =  42  unb  9  =-  51;  (7  x  3)  +  5  =  26 
unb  2  —  28;  (7  x  8)  +  2  «=  58  unb  7  —  65;  6  unb  3  =  9.  2llfo 
ljeifjt  Me  Differenz  3729- 

2)  S)ie  abgeformte  SJünfion  befteljt  barin,  ba%  bie  Seifyrobufte  nicfjt 
angefcfjrieben,  fonbern  nad)  l)  unter  t>m  Ouerftrtd^  bireft  ber  föeft  gefegt 
toirb.  3ft  ber  Sttoifor  leine  $u  große  stoeifteßige  8<rf)f,  fo  foflten  ftetS 
fofort  bie  föefte  niebergefd&rieben  toetben.    ©ietye  ba3  93eif<)iel  untet  a). 

28* 
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a) 


772  865  : 
52 
16  8 
66 
125 
ffiep      17 . 


18  —  42  936 


b)    3  635  678  :  976  —  3  725 


Heft 


707  6 
24  47 
4958 
78. 


@l>red>weije  ju  b):  3636  burdj  976  —  3,  3x6  —  18  unb 
7—26;  (3  X  7)  +  2  —  23  unb  0  —  23;  (3  X  9)  +  2  —  29  unb 
7—86.  #um  töefte  707  bic  6.  3)ann  7076  burd)  976  =  7; 
7  x  6  —  42  unb  4  —  46;  (7  x  7)  +  4  —  63  unb  4  —  57;  (7  x  9) 
+  5  —  68  unb  2  —  70  u.  f.  f. 

IT)  MgeturjteS  «edmen  *it  £>tjiraal&ruii)ett.  Jöeim  praftifdjen 
föedjnen  mit  fceatmalbrfidjen,  toeM&e  eine  größere  $n&al)l  ©teilen  Reiben, 
totrb  häufig  ba&  föefuttat  auf  eine  geringe  2ln§aljl  Stellen  bertangt.  Sföan 
ffirjt  baljer  ben  $ejimatbrucf)  nad)  folgenber  Hegel:  2>ie  Xe^te  toerlangte 
©teile  toirb  um  l  erljöljt,  wenn  bie  folgenbe  bet  toeggefoffenen  giffern 
5  ober  größer  als  5  iffc,  im  anbem  Satte  nrirb  biefetbc  ofjne  toeitered 
geffeid&en. 

l)  Äbbition.  ©ollen  mehrere  $e$tinalbrfldje  abbiert  unb  ba3 
(Srgebni*  nur  auf  eine  beftimmte  Slnjo^l  ©teilen  angegeben  tpetben,  fo 
berüdfldjtige  man  bei  tnenigen  ©ummanben  in  ber  SRedjnung  eine  ©tettc, 
bei  6  unb  meljr  Soften  jtoei  ©teilen  me$r  als  geroünfdjt  toirb  unb  für  je 
bie  erhaltene  ©umme  na%  ber  borljüt  gegebenen  Siegel. 


6,736 
3,627 

4,862 


54 

2 

937 


8;924 

375 

5,168 

53 

2,645 

784 

19,261 

847 

0,984 

62 

1,738 

539 

15,126    ft 
8—15,126. 

38,723    %? 

«  —  38,724. 

2)  ©ubtrattion.  SBci  ber  ©ubtraltion  jmeier  SJejimalaa^ten 
beregne  man  im  föep  eine  ©teile  mel)r,  a!3  fcesünalen  toertangt  »erben, 
unb  tttr&e  ba8  Ergebnis  nad)  ber  belannten  [Regel. 

3)  3RuUi|)UIatiott.  @3  fei  ber  SBert  be8  $robufte$  24,673 
x  36,752  auf  fttoei  ©teilen  &u  beregnen. 

»°™a>        x  24,671  »*™b> 

110256 
2  57264 
22  0512 
147  008 
736  04 
906,782096 . 


36,762 

37  642 

735  04 

147  00 

8 

22  05 

12 

2  57 

264 

11 

0266 

906,78 

2099. 
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93emerlungen  &u  fjotm  a).  SBcnn  toir  bie  niebrtgfie  töang* 
&iffer  bcS  SÄultiplifanben,  itämttdj  0,002,  mit  bm  l)ö  djften  ©teflentoert 
be*  3Mtii>ftfaior&  multiplizieren,  fo  erfjaften  mit  0,04.  (Sä  ift  alfo 
20  x  36,762  unoertürat  $u  beregnen.  2>a§  $robuft  4  x  0,002  liefert 
0,008,  toeld&e  galjl  nur  fjinftdjtlid&  i!)re3  ©influffeS  auf  bie  gemutet  für 
bie  SRed&nung  tnbetrad&t  lommt.  äftan  ljat  alfo  femer  (4x36,76) +0,008 
auszuführen.  $a  0,6  x  0,002  =  0,0012  für  ba£  gemünzte  (Srgebnte 
leinen  SBert  $at,  unb  0,6x0,06  =  0,03  iß,  fo  $etfjt  bie  britte  ffied&nung: 
(0,6  x  36,7)  +  0,03.  Sei  ber  äfcufttylifatton  0,07  x  36,762  lann  man 
bie  ©teilen  0,062  unterbrüden,  ba  0,07  x  0,062  —  0,00364  für  ba* 
geforberte  Ergebnis  auger  ad)t  bleibt.  @$  ift  alfo  toeiter  0,07  x  36  jn 
beregnen  unb  ber  ©influft  toxi  0,07  x  0,7  —  0,049  nftmftdj  0,06  §u 
abbieren.  (SnbUci)  flnb  in  beut  Sßrobuft  0,003  x  36,762  bie  Stejimal* 
fteKen  $u  ftreidjen,  ba  0,003  x  0,762  =  0,002266  o^ne  (Sinffofi  auf  bie 
getoünfd&ten  ©teilen  ift.  2>a*  lefetc  Xeilprobutt  $ei|t  alfo  0,003  x  30, 
$u  toeld&em  0,003  x  6  =  0,018  b.  i.  0,02  ju  abbieren  ift. 

$tu8  biefer  Überlegung  ergiebt  fid)  folgenbe  praftifdje  Ausführung 
ber  SRedfjnung  (gornt  b):  3Ran  fd&reibe  btn  Wlultiplilatox  in  um* 
gelehrter  Orbnung  unter  ben  SRultiplifanben  unb  jtoar  fo,  baft 
bie  diner  be&  erfteren  unter  bie  ©teile  ju  ftefjeu  fommen, 
toeld&e  bie  verlangte  STnja^l  ©teilen  n  um  1  über(df)  reitet, 
alfo  unter  bie  (w  +  l)te  ©teile.  (Shrforberlidjen  gfaÜS  $ange  man 
beut  SRultiplifanben  9htHen  an.  hierauf  boüjie^e  man  mit  ber  erften 
Siffer  (re$t&)  be*  2Mtiplifator&  an  ber  fenfredjt  über  berfelben  fteljenben 
Siffer  fotoie  an  allen  Ijöljeren  SRangfteidfjen  be3  2Rulttylifanben  bie  Sftultt* 
pttfatton.  Oerabe  fo  toerfffl&rt  man  mit  ben  übrigen  ©teilen  be£  Sföultt* 
plifatorS.  33eim  erften  $eilj>robufte  berütfftdjtige  man  5ur  ©rjieluug 
eined  genaueren  SRefuftateS  ftet$  ben  (Sinflug  ber  nftdjft  nieberen  ©teile 
beS  SDtolttylifanben.  SDie  erhaltenen  Sßrobufte  »erben  fo  angtfdfjrieben, 
ba%  bie  erften  giffern  redjts  eine  fenfredfjte  Steige  bilben,  unb  erftere  tote 
ganje  galten  abbiert  ©djlieftfidj  fd&neibet  man  toon  ber  ©umme  bie 
beregneten  n  + 1  2>e&imalen  ab  unb  ffirjt  auf  bie  gewünfdjjten  n  ©teilen. 

»eifpiel:    5,74  x  78,6842  (2  ©teilen). 

78,6842 
475 


1)  393  421  l)  guerft  5x2-10,  hierauf  6  x  78684  . 

2)  .56  079  2)7x4-  28,  (Sinffofc  3,  bann  7  X  7868. 

3)  3  147  3)  4  x  8  —  32,  ©influ|  3,  hierauf  4  x  786 . 
461,647 

jp  =  451,65. 

4)  $ioifion.  85ei  ber   abgefürjten  5>iotfion  toerfaljre  man  nad^ 
folgenben  Regeln:  a)  juerft  finb  3)ibibenb  unb  2>ttoifor  gleichnamig  $u 
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madjett;  (3)  big  §um  beginn  ber  SDeaünalfteflen  be$  Quotienten  totläuft 
bie  9&edj)nung  nad)  bem  iRormaloerfaljren;  y)  ftatt  nun  bem  SRepe  .ß  eine 
9htH  anhängen,  bibibiete  man  btn  teilet  t  bur<$  10  unb  füljre  bie 

$ioifion  be$  Quotienten  Ä  :  —  au$,  inbem  man  ben  ©tnffofj  ber  »eg* 
geworfenen  giffer  auf  bat  abjujie^enbe  Seifyrobult  berüefftd)tigt 

©eifpiel:    $>er  Umfang  eine«  Steife«  fei  20,785m,  toie  grofj  ift 
fein  Smrdjmeffet,  toenn  «  =  3,141593  gefeftt  toirb?    (Sfotto.  6  ©teilen.) 
20,785  :  3,141593  »  q . 
20  785  000  :  3  141593  «  6,61606 
1  935  442  :  3  141593 

50  487  :  3  1415»  (31416) 
19  071  :  3  1418 
222  :  3  14t 
222  :  314 
~34 
q  —  6,61606 . 

V)  $te  burd)  bie  (Steigungen: 

a>&  a>b 

1)      c  =  c  2)      c>  d 


a  +  c^b  +  c ,        a  +  c>b  +  d, 

a>b 

3)      c<d 


a  —  c  >  6  —  <2 

au&geft>rod)enen  Seljrfäfee:  l)  ©leidjeS  &u  Ungleichem  abbiert, 
©letd)e8  öon  Ungleichem  fubtraljtert,  giebt  Ungleiches,  unb 
2)  ©röfiereS  $u  ©röterem  abbiert,  kleineres  öon  ©röfjerem 
fubtrai)iert,  giebt  @röf$ere&,  ftnb  allgemein  (für  beliebige  pofitfoe 
unb  negatioe  3at)Ien  etnfd^lieBttc^  ber  fftnU)  gültig,  dagegen  ift  bit 
ftrenge  Befolgung  ber  burd)  bit  ©leidjungen: 

a  >  &  a>6  o  =  6 

3)        c  B  c  c>  d  4v      c>  d 

ac>bc,  ac>bd,  ?  <<  ? 

c  ^  c 

bargefteflten  ße^rfäfte,  ndmlid):  3)  ©röfjereS  mit  ©leidjem  multi= 
pli&iert,  liefert  @röf$ere8,  unb  4)  @leid)e&  burd)  ©röfcereS 
bibibiert,  giebt  kleineres,  nur  bann  ftattljaft,  toenn  bie  Shtd)« 
ftaben  a,b,  c  unb  d  pofitüie  galten  be&etdjnen.  SBoHte  man  oorfte^enbe 
©leidjnngen  aud)  für  ba$  SRedjnen  mit  beftimmten  negatioen  galtet 
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utib  $utt  gelten  laffen,  fo  »ürbe  man  auf  Ungereimtheiten  ftojjen, 

100  >  1  18  >        1  —  1  >  —  5 

0  —  0 —    4  —  —  4  —  2  —  —  2 

100-0— ,1- 0  —  0;  —  72>  — 4;  2  >  10     . 

VI)  »ebttttttttö  tmb  «ntociibttttö  fcet  ftlammetn.  Sotten  a»ei  ober 
mehrere  galten  (mefjrgttebertge  Äu&brüde)  al$  eine  Qafy  beaeidjnet  unb 
mit  anbern  (Sröfjen  toerlnüpft  »erben,  fo  bebient  man  fid)  ber  Älammern 
ober  ißarenttjefen.  2>te  klammern  bienen  in  ber  Äritljmetit  einem  brei« 
fachen  S^ed:  1)  in  ber  (Sntnncfelung  unb  93e$eid)nung  ber  gormein  finb 
fie  ba3  ÜRittel,  um  bie  Art  ber  galjfoecbinbung  unb  bie  aritljmetifd&e 
äBatyrljeit  fofort  beutti<§  &u  fennaeidjuen.  6o  ift  3.  83.  §»ar  JjinftdljtUdj 
ber  JRedjnung  bie  Unfe  Seite  ber  fjormel  III  §  6: 

(a  _  6)  +  (C  -  d)  -  (a  +  e)  -  (6  +  d) 

fibereinftimmenb  mit: 

a  —  6  +  c  —  d , 

aber  in  ber  erjten  Darftettung  Ijeben  bie  klammern  beutlidlj  unb  über« 
fid&tlid)  tjer&or,  ba%  e&  ftdlj  um  bie  Slbbition  &»eier  Differenzen  Ijanbeit, 
»oburdf)  ber  betreffenbe  ßeljrfafc  §  6,  6  in  ein  tyetteS  ßtd&t  gefe|t  ift. 

2)  klammem  beftimmen  bk  Reihenfolge  ber  au^ufü^renben  Dpera* 
tionen,  ben  ©ang  ber  föedjnung.    3-  ®- 

60  —  (18  +  12)  —  60  —  30  —  20;         5(36  +  4)  —  6  •  40  —  200 ; 

3)  bejeid&nen  Kammern  beftimmte  SSeränberungen  unb  Redjeuarbetten, 
»eldje  mit  btn  etngefd&lojfenen  Raulen  $u  öottjteljen  finb.  ©0  5.  93. 
bebeutet  ber  Sto&brudt  a  —  (&  +  c),  baß  öon  ber  8a^  a  fotoo^I  b  als 
c  fubtratjiert  »erben  fott.    Da$er  ift: 

I)  a  —  (6  +  c)  —  a  —  6  —  c. 

Der  SfaSbrudf  a  —  (&  —  c)  I)at  folgenben  ©tun:  bie  Differenz  b  —  c 
fott  oon  a  fubtra^iert  »erben,  gieljt  man  vorläufig  b  (Sinljetien  ab,  fo 
ljat  man  offenbar  c  einleiten  $u  oiel  toeggenommen.  Damit  ba8  @r* 
gebniS  ridjtig  »trb,  mu%  man  c  ©intjetten  abbieren.    SDtitfjin  ift: 

II)  a  —  (b  —  c)  =  a  —  b  +  c. 

SluS  ben  gormein  I)  unb  II)  ger)t  Ijerbor,  ba%  bie  klammern  btim 
Subtrahieren  meljrglteberiger  $u8brüde  toon  entfdfjiebener  ©ebeutung  finb 
unb  nid&t  unbebingt  »eggelaffen  »erben  bürfen.  Saßt  man,  tote  in  I)  unb 


*)  gür  ba$  Ergebnis  ber  SRed&nung  finb  bie  klammern  in  ben 
beiben  attgemeinen  ©eifoielen  fiberflfiffig. 
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II)  gefd(jel)en,  bie  Klammern  fort  unb  nimmt  mit  bat  galten  innerhalb 
berfelben  bie  nottoenbigen  »erfinberungen  bor,  fo  fagt  man,  bie  Klammern 
ftnb  auf gelöft.  gür  ba£  praliifdfje  Steinen  merfe  man  fidf)  folgenbe 
Klammerregeln: 

1)  ©teljt  ba&  geilen  +  bor  ber  Klammer,  fo  bleiben  bie 
umfdjloffenen  ©lieber  nadj  SBegfall  ber  klammern  unber* 
änbert.  ©teljt  bor  ber  Klammer  baft  9timl'Hti%tn,  fo  erhält 
jebeS  ©lieb  innerhalb  ber  klammern  bei  SBegfall  berfelben 
baS  entöegengefefcte  föed&enzeid&en. 

2)  ©efct  man  nadj  bem  geilen  +  Klammern,  fo  bleiben 
bie  9te$en$eid)en  aller  einzufd&ließenben  galten  unberän* 
bert  (Umteljrung  bon  l).  S&irb  na*  bem  9tiunis&t\$tn  eine 
Klammer  gefegt,  fo  muß  man  f&mtfidjen  ©liebern,  toeld&e  bie 
Klammer  umfaßt,  baS  entgegengefefcte  ffled&enzeid&en  geben.  ($>ie 
SRidjtigfeit  biefer  Regeln  ergiebt  ftd)  audfj  au*  ben  gormeln  §  3,  6;  §  6, 
I,  n  unb  IV.) 

®S  finb  jioei  formen  bon  klammem  in  ©ebraudf),  bie  runbe  (  unb 
bie  edige  [.  J8ei  ber  ©ered&nung  eines  bon  beiben  Klammerformen  um* 
fd&lojfenen  ÄuSbrudfS  beginnt  man  entweber  mit  ben  inneren  ober  mit 
ben  äußeren  Klammern,    ©o  iß  5.  93.: 

16  --  [8  —  (2  +  1)]  =  16  -  [8  —  3]  =  16  —  6  «  11 

16—    8  +  (2  +  1)    =16—    8  +  8    —    8  +  3«  11. 

Um  andeuten,  ba%  metyrglieberige  SfaSbrücfe  multipliziert  ober 
bibibiert  toerben  f ollen,  f fliegt  man  fte  ebenfalls  in  Klammern  ein. 
©oll  bie  ©nmme  (Differenz)  a  ±  b  mit  c  multipliziert  ober  burdf)  c 
btbibiert  toerben,  fo  f treibt  man  (a±b)c,  bejtt.  (a±b):c.  ©efieljt 
ber  2Rultiplifator  ebenfalls  aus  mehreren  ©liebern,  fo  fd&ließt  man  beibe 
gaftoren  burdlj  Klammem  ein.  Um  anzuzeigen,  baß  a  ±  b  mit  c  ±  d 
multipliziert  »erben  foH,  fdfjreibt  man  (a  ±  b)  (c  +  d).  ©inb  5>ibibenb 
unb  2)tbifor  meljrglieberig,  fo  Kerben  beibe  in  Klammern  gefaßt,  ©oll 
a±b  burd)  c  ±  d  bibtbfert  merben,  fo  bezeichnet  man  bteS  burcfj 
(o  +  b) :  (c  ±  d) .     Sedieren  ÄuSbrucI  fann  man  audj  fo  f ^reiben : 

|*£    Seruexifh 

/li  j\  b  4-  c  —  d 

a  —  (6  +  c  —  a)  :  »i  =»  a ! 

m 

hieraus  folgt,  baß  bei  Quotienten  mit  mehrteiligem  $ibibenben 
ober  5)ibifor  ber  2)ibtfion3=  ober  93rud^ftrid^  bie  Klammer 
bertritt  unb  umgefeljrt,  an  ©teile  beS  Ouerftrid&S  Klammern 
gefegt  toerben  lönnen.  2>er  33rud(jftricf)  Ijat  alfo  eine  ^Xotu 
fad&e  SBebeutung:  er  ijfc  getdjjen  ber  2>ibtfion  unb  bertritt  bie 
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klammern.  $al)er  erljält  jebeS  Glieb  eines  ©rugeS  mit  bem 
Vorzeigen  —  unb  mit  mehrteiligem  8&ljler  nag  ausgeführter 
©ubtraftion  unb  nag  SBegfall  beS  ©rugftrigeS  baS  entgegen» 
gefe|te  Vorzeigen.  $iefe  Siegel  Ijat  ber  ßemenbe  moljl  ju  beachten, 
(«ergleige  §  89,  l.) 

VII)  8«  ••  809,  §  97.  2>ie  Hufldfung  eine»  linearen  GleigungS* 
foftemS  mit  n  Unbefannten  befielt  (nag  bem  SBorljergeljenben  unb  §  98) 
bartn,  unter  ben  unjclljlig  oielen  ßöfungen  ber  einzelnen  Gleichungen 
bie  tynen  gemeinfgaftlige  Äufiöjung  $u  finben.  öftfit  man  biefer  @r* 
Härung  gemftfj,  mie  es  meiftenS  gefgteljt,  nur  ein  bestimmtes,  enb« 
ligeS  Sa^Ienpaar  als  $luflöfung  gelten,  fo  muß  baS  gegebene 
GleigungSfefiem  jur  Söeregnung  beS  einen  SBertepaareS  bie  unter  a) 
unb  b)  gegebenen  ©tgenfgaften  erfüllen,  (Einige  SRatljematifer  (&.  95. 
©alfcer,  ©Riegel)  betrauten  bie  SJebingungen  unter  a)  unb  b)  nicr)t 
gerabejn  als  Ausnahmefälle  beS  SöegriffeS  „&uflöfung".  ©ie  fagen: 
93eftet)t  baS  ©Aftern  aus  abhängigen  Gleichungen,  fo  genügen  bemfelben 
unselig  titele  Äuflöfungen.  Unb  ttriberfpregen  bie  Gleichungen  ein- 
anber,  fo  toirb  baSfelbe  bürg  unen blicke  SBerte  ber  Unbefannten 
befriebtgt.    (3Ran  öergleige  bie  Slnmerfung  ©eite  328.) 

VIII)  gtr  «tttoenbuttö  Ut  tiottftälttoigeit  quabtatifgen  Steigung. 

$ie  ÄenntniS  ber  $luflöfung  gemifgter  quabratifger  Gleichungen  fefet 
und  inftanb,  ben  mittleren  galjlungStennin  oon  unberainSligen 
Kapitalien  richtig*)  &u  beregnen. 

33eif|>iel.  A  lauft  oon  B  ein  IleineS  Sanbgut  für  22  800  JC  Saut 
»ertrag  $at  ber  «ntftufer  12000  (— a)U&  nag  l£  («  *)  Sagten  unb 
ben  föeft  10800  (=»  ax)  JC  nag  6  (—  w)  Jgaljrett  unb  jmar  beibe  Kapitalien 
oljne  Sinfen  ju  jaulen.  Jgebog  fteljt  A  baS  Siegt  &ü,  bie  Kauffumme 
auf  einmal  abzutragen  unb  eS  foHen,  falls  ber  Anlauf  er  lu'err-on  Gebraug 
magt,  ber  ^Beregnung  beS  fcauptterminS  5  (=  p)  $ro$ent  Sinfen  p.  a. 
jugrunbe  gelegt  »erben.  SBann  muß  bie  gan&e  Kauffumme  an  B  aus* 
gejault  »erben? 

1)  «ufldfung.  3)er  mittlere  Verfalltag  fällt  offenbar  jtoifgen 
H  unb  6  3<gte.  ©ereignet  man  bie  gefugte  Seit  mit  x,  fo  ift 
H<*<6.  fia^It  ber  «nfäufer  12000^  nag  x  Sauren,  fo  freien 
bem  Gläubiger  laut  Vertrag  bie  Sinfen  öon  biefem  Kapital  ju  6  Sßrojent 
für  x  —  14  Sfatyce  ju,  nämlig: 

12000  •  6(x  —  14) 

1)  2 ^  JC  ^  120  >  6(x-  \\)JL 

10U 


*)  2>aS  im  föegenunterrigt  getoöljnlig  gelehrte  Verfahren  &ur 
öeftimmung  beS  mittleren  Verfalltages  zinsfreier  Kapitalien  beruht  auf 
falfgen  Unterlagen  unb  liefert  ein  &u  großes  Ergebnis. 
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2>a  ber  ©d&ulbner  10800  «4£  6  —  x  3a$re  bor  t$rem  gfälligteitatermine 

entrid&tet,  fo  mufj  tym  bet  ©laubiger  fontraftltc^  für  btcjc  Seit  einen 

Hbjug  an  ginfen  }u  6  $ro$ent  auf  100  gehören.    $)iefe  SBcrgütung 

betrögt:  6(6  —  «) 

2}     10800  • JL 

}  100  +  5(6  —  x) 

$a  bie  SBerte  unter  l)  unb  2)  einanber  gleich  fein  muffen,  fo  befter)t  bit 

©leidjung:     *  t  6(6  —  x) 

120  •  6{x  —  H)  —  10800  °v°       *;_  _. 


100  +  6(6  —  x) 
hieraus  folgt: 

*  —  H  —  1  ol6 "~  —    ober    x*  —  ifyx  +  147  —  0 . 

2  26  —  X  z       ' 

aRityin: 

*  —  i(»l  ±  77);        «j  =  42  ,    a,  —  Sty. 

$a  laut  33ebingung  ber  Aufgabe  ber  gefugte  Seityunli  x  gröfcer  att  l± 
unb  Heiner  als  6  fein  tnufs,  fo  ift  für  bie  Aufgabe  nur  ber  jwette 
SBurzeltoert  x  =*  3^  ju  bertoenben,  obgleich  aud)  ber  erfte  eine  pofttiüe 
galjl  bejeidjnet.  2>ie  ©efamtfdjulb  lann  alfo  nact)  8|  Jgaljren  oljne  9tod&s 
teil  für  ben  ©laubiger  unb  ben  ©djulbner  abgetragen  »erben. 

2)  Auf löfung.  $e£eid)net  man  ben  gefud&ten  §auj>ttermin  mit  x, 
fo  müjfen  bie  nad)  3Rafcgabe  ber  83ebingungen  be3  Vertrages  auf  biefen 
geityunft  beregneten  Siebte  (gforberungen)  oon  ©laubiger  unb  ©d&ulbner 
fid)  mit  ber  ©efamtfd)ulb  22800^  ausgleiten.  S)er  »erlauf er  $at  na# 
x  Sauren  an  &aj>ital  unb  ginfen  (nadj  gormel  1)  (Seite  246,  2): 

«x  .«/x^        l00    +    6(3  —  1-1)     „ 

i)     12000 ibö 

ju  beanforudjen  unb  ber  ©d&ulbner  bxauQt  ftatt  10800^  (gemäfc 
gormel  2)  ©eite  246): 

2)       10800  -  —^-^——^ 

ju  jaulen.  3)a  ber  ©laubiger  bie  ßauffumme  22  800«^  unbertürjt  $u 
f orbern  $at,  fo  muß: 

100  4-  5(x  —  U)  ,  100 

12000  •    -  3 —  +  10800  .  — ■  ,  -^ —  22800 

100  '  100  +  6(6  — rc) 

fein.    Äu&  biefer  ©leiAung  ftnbet  man  ttrie  borljin  ^=42  unb  #8»3i» 

S3e&eidjnen  a  unb  ax  jtoei  bor  bem  $aupttermine  fällige  Litauen, 
*  unb  ^  bie  zugehörigen  S&erfalljetten,  b  eine  na$  bem  mittleren  £a$titngft* 
termin  fällige  ©djulbjumme,  t*  i^re  SBerf  allzeit,  fo  Ijeifjt  bie  allgemeine 
@letd)ung  nadj  ber  erften  Sluflöfung: 

a-jpfo-t)       at  •#(>  — *i)  b  •  p(u  —  x) 

}  100         "^  100  —  100  +  p(u  —  x) " 
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1  © 

ftnxQp  biüibiert,  ben  gaftor  —  IjerauSgefefct  unb  ^=ä  gefegt,  gie&t: 

1     r     /  Ä     i  /  .vi  fc(ti  —  X)  1 

— [«(«-o  +  m»-o]  -r+iö^j-iöö 

ober: 

ii)    .(._fl  +  ^(._W-r»^Ä-J. 

9htn  ift,  tote  man  burdj  Stttotjion  ftnbet: 

b  _     __     &*(*  — *) 


1  +  fc(w  —  x)  1  -f  &(m  —  #) 

©e|t  man  biefe  Duotienten  red&ts  in  bie  ©leidjung  II)  ein,  fo  entfielt: 

a(x  —  t)  +  at  (x  —  $,)  ««  o  —  «    ,    , , r  (w  —  an . 

hieraus  folgt: 

»(a  +  ch  +  6)  +  *  •  t  qf  ^  J  ^  =  a«  +  ai«,+&«. 

2)iefe  ©letdjung  burd)  a  +  ax  +  &  btoibiert  liefert  bie  allgemeine  fcermin- 
gleidjung,  be&ro.  gormel  für  ben  mittleren  Verfalltag  ber  Kapitalien  a, 
Oi  unb  &,  nämltdj: 

niv     x   ,  & b(u  —  s)»     _  q<  +  Mi  +  &m  . 

'        "*"  a  +  ax  +  &    1  +  k(u  —  x)  a  <J-  ax  +  6 

Sttefe  ©leidjung  leljrt,  toie  fid^  ber  richtige  Söert  für  ben  mittleren 
SaljlungSterntin  ju  bem  im  föedjnen  mittels  ber  $urdjfdjnittsregel 
ermittelten  Ergebnis  bereit.  2)a  baS  &h>eite  ©lieb  ber  ©leidjung  III) 
ftetS  einen  pofitfoen  SBert  liefert;  fo  folgt,  baft  bie  £ermin$aljl  in  III) 
ftetS  Heiner  als  baS  SRefultat  ber  SurdjJdjnittSredjnung  ift,  weldjeS, 
toie  erfidjtlidj  ift,  erhalten  toirb,  toenn  man  baS  jmette  ©lieb  ber  ftrengen 
fjormel  III)  unterbrüdt.  2)ie  ©nbgletdjung  &nr  Sluffmbung  beS  mittleren 
Verfalltages  ift  t>om  jtoeiten,  britten,  inerten  ©rabe,  je  nadjbem 
eine  Saljlung,  &foet  ober  brei  Sdjulbfummen  nadj  bem  §aupttermine 
fällig  finb.  $er  ©rab  ber  <£nbgleidjung  OKormalform)  ift  ftetS  um  1 
größer  als  bie  Sfaaaljl  ber  nadj  bem  gefugten  ftaupttermine  fälligen 
Kapitalien.  9Ran  lann  inbeS  bie  Ijöljere  ©leidjung  umgeben,  toenn  man 
jitnädjft  ben  mittleren  3atyfongStermin  steiften  allen  bor  bem  gefugten 
fcaupttermine  fälligen  Kapitalien  unb  ber  erften  nadj  bemfelben  fälligen 
ßaljlung  beregnet  unb  mit  §ilfe  beS  gefuubenen  SBerteS  v  btn  mittleren 
Verfalltag  fctoifdjen  (a  +  at  +  •  •  •  +  b)JC  unb  btJC  beftimmt  u.  f.  f. 

IX)  Sunt  fteftiteit  mit  fompleren  Säulen  (Seite  427—420). 

SJlultipliaiert  man  &met  fompleje  SfaSbrütfe: 

a  -f-  bi  =  r(cos  a  +  *  ßin  a)    unb    at  +61»=»  rx  (cos  ax  +  *  8in  #1) 
mttemanber,  fo  entfielt: 
1)    (a  +  b%)  (ax  +  bti)  —  rrt  [cos (a  +  ai)  +  *  8iQ(«  +  ai)]- 
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3)o  bic  ^otenjierung  ein  3Rultit>U&ieren  gleitet  galtoren  ift  (§§  14,  28), 
fo  erhält  man  aus  (Steigung  1),  roenn  a  -f-  bi  =»  ax  +  bxi,  r  =*  rt 
nnb  a  —  <*j   gefegt  wirb: 

(a  +  6t)*  =*  r8(c08  2a  +  t  sin  2a), 
unb  allgemein: 

2)  (a  +  &*)w  —  r*(cos  na  +  *  sin  na). 
3)icfc  (Sleidjung  tft  bie  fogenannte  9Woiorefd)e  ober  trtgonometrifd&e 
83inomiolsfjormel.*)  $lu3  berfelben  etgiebt  fid),  bafj  bie  äftobule  bet 
fünfte  Blt  B9f  Bif  •  -  .  2?n  ber  ®auf$ifd)en  Saljlehebene  gleid)  r,  r2, 
r8,  •  •  •  rn,  nnb  bie  2lmj>lituben  biefer  fünfte  gteidj  a,  2a,  3a  •  •  •  na 
finb.  2>te  SÄoibrefdje  gformel  liefert  olfo  ben  allgemeinen  ©emete 
für  bie  ©eite  428  auf  inbuftioem  SBege  abgeleitete  2Ba$rljeit:  3)te 
Sßotenaierung  einer  burd)  $unft  Bl  bargeftellten  3a^l  ift 
gleidjbebeutenb  mit  SRultiplifation  be&  SBtnfeU,  roeldjen  ber 
radius  vector  0BX  mit  ber  pofttioen  reellen  #albad)fe  OA 
(gig.  54)  btlbet.  2)a  nnn  bie  Iogaritljmifdje  ©pirale  als  eine 
Äuroe  befiniert  nrirb,  beren  radien  vector en  nadj  einer  geometri= 
fdjen  ^rogrejfion  &u=  ober  abnehmen,  toenn  bit  ungehörigen  Argu- 
mente eine  fteigenbe  ober  faflenbe  aritljmetifdje  $rogreffton  bttben, 
fo  ift  Hör,  bog  biefe  Sinie  aU  geometrifdje  Serftnntidjung  beä 
äftoiorefdjen  ©afceS,  be$ni.  ber  Sßotenjterung  nnb  ^abijierung 
fornplejer  galten  bienen  tonn,  nrie  ©eite  429  oben  gefagt  ttorben  ift. 
Sie  SBenufcung  ber  logarttljmifdjen  ©pirale  &ur  $eranfd)aulidmng  biefer 
8teä>noperattonen  mar  fa)on  ©auft  betannt. 

X)  3(1  eilte  fernere  @vtoeitettttg  toe8  äaftlentegrtff*  raeaUd)? 

(gu  ©eite  432.)  Sßadjbem  bie  urfprttnglidj  auSreidjenbe  Satjlenlinie 
(©eite  392—393)  fidj  als  notttenbtge  golge  unfereS  Senf  eng  &u  ber 
unbegrenzten    (äfaufjifdjen  Sohlen  ebene   (^eitt  422)  ausgebest   tyat, 


*)  «Rad)  ©untrer  finben  fidj  in  2Koiöre3  (1667  —  1764)  ©djrift 
„Miscellanea  analytica  de  seriebus  quadraturig,  Londini  1730,  folgenbe 
beiben  ©feidjungen: 

(cos  x  +  %  sin  x)y  +  (cos  x  —  i  sin  x)y 

i -J- ^  v r^-  —  cos  xy , 

(cos  x  +  *  sin  a>)y  —  (cos  a  —  i  sin  x)y 

Leiter  tyat  3Koiore  biefe  ©teidjungen  nidjt  umgeformt,    ©uler  obbierte 
unb  fubtra^ierte  biefelben  unb  fonb: 

(cos  x  +  *  sin  x)y  s=a  cos  XV  +  »  sin  a?y , 

(cos  x  —  i  sin  x)y  =  cos  xy  —  %  sin  xy . 
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muß  ftdj  jebem  bentenben  Äritftnetiter  bie  Sfrage  aufbrängen,  mob  nic^t 
ba3  ©ebürfntä  eintreten  fömte,  ba3  8al>lengebiet  in  bet  brttten 
fcimenfion,  in  ben  SRaum  $u  ertoeitern.  @d)on  ©auß  tjatte  bie  Über* 
&eugung,  ba%  es  in  ber  allgemeinen  Slritljntetil  feinen  allgemeinem 
SfoSbrocf  als  a  +  bi  giebt,  toeW&er  fämtüdjen  SRedjengefefcen  ber 
©außifdjen  3a1)lenebene  unterworfen  »erben  lann.  3n  ben  „@öts 
tinger  gelehrten  Sinnigen"  1881,  64.  ©tücf  äußert  fidj  ©auß 
folgenbermaßen:  „5>er  Serfaffer  (@auß)  Ijat  fict)  oorbeljalten ,  ben 
©egenftanb  fünftig  boUftänbiger  ju  bearbeiten,  tt>o  bann  aud)  bie  fjrage, 
toarum  bie  Delation  jttrifdjen  fingen,  bie  eine  SRannigfalttgleit  oon 
ntefir  al*  jtoci  SimettfUraeit  barbieten,  nid)t  nod)  anbere,  in  ber  all« 
gemeinen  Äritymetil  juläfftge  Arten  oon  ©rößen  liefern  tönneu,  iljre 
^Beantwortung  finben  wirb."  35HI$elm  SWafcfa,  $rof.  in  $rag,  Ijat 
in  feiner  ©djrift:  ,,$erfud)  einer  richtigen  Setyre  bon  ber 
Realität  ber  oorgeblidj  imaginären  ©rößen  ber  Algebra 
ober  einer  ©runble^re  bon  ber  Äblenfung  algebraifdjer 
©rößenbejieljuttgen"  flßrag  1850)  beriefen,  baß  bie  für  lompleje 
Sagten  gültigen  ©efefce  ber  Abbitten  auf  Säulen  im  Staunte  an« 
getoenbet,  ju  Ungereimtheiten  führen.  93efonber§  mürbe  ba$  gun« 
bamentalgefefc  ber  Slbbition:  „©lei^ed  $u  ©leidem  abbiert,  giebt 
©leidjeS",  für  biefe  Satylart  nidjt  befielen.  33ei  ben  bon  bem 
englifdjen  SJtotljematiter  Hamilton  gefdjaffenen  „Ouatemionen"  ift 
ba3  ßommutationSgefefc  ber  äJhtlttylifation  aufgehoben,  eS  ift  nidfjt 
meljr  ab  «  6o.  $rof.  Dr.  ©tolj  in  3nn3brud  forietjt  fid)  in  feinen 
„SJorlefungen  über  allgemeine  21ritl)mettt"  über  bie  borliegenbe 
grage  feljr  tlar  au3:  „3)ie  Fomplejen  Sagten,  toeld&e  unter  fidr)  al& 
befonbere  5äüe  bie  reellen  unb  bie  imaginären  galten  enthalten,  ftnb 
bie  einsige  Sa^lenart,  toeld&e  in  ber  allgemeinen  Slritljmett!  berütffidjtigt 
$u  »erben  brauet.  ES  läßt  fid)  nämlid)  jeigen,  baß  e8  außer  i^nen 
lein.  Aftern  bon  fia^len  giebt,  mit  btmn  genau  in  berfelben 
SBeife  geregnet  »erben  fann,  tote  mit  ben  reellen.  Sin  eine 
fernere  Erweiterung  beS  galjlenbegrtffS  ift  nidfjt  §u  benlen." 

XI)  ©efftifttligeft  sunt  erfteu  «BMJniti.  3n  früherer  Seit  bejeieftnetc 
man  in  Srantretdj  unb  Jgtalien  bie  51b  bitton  unb  ©  üb  trattion  burd) 
bie  SlnfangSbudjftabett  ber  SBörter  plus  (piu)  unb  minus  (meno).  3ttan 
oermutet,  baß  bie  föedjenaeidjeu  +  unb  —  aus  ben  $ud)ftaben  p  unb  m 
tyerborgegangen  ftnb.  S)ie  föedjenaetdjen  erfter  ©rufe  erfdjeinen  juerft  in 
ben ©djriften  ber  beutföen  SRatljematiler  6:r>riftopt)  töuboli>!)  aud Sauer 
(„Eoß",  1624)  unb  9Rtd)ael  ©tifel  au»  Eßlingen  (,ftit  Eoß  E$r. 
SRubolpljS",  1671).  $a$  Seiten  x  ift  bon  Ougljtreb  (1631),  ber 
$unft  oon  Seibntft  (1646  —  1716)  in  bie  5lrit^metif  eingeführt  »orben. 
3)er  3)iöifiong=  ober  S3rud^frrid^  gelangte  toar)rfd^eittHcr>  mit  Einführung 
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bet  inbiföen  9tee$enmet$obe  (Älgoritljmu*)  pr  Äntoenbung;  er  jtnbet  ftdj  bei 
Sconarbo  öon  $ifa  (1202).  JBeibnij  toenbete  1690  juerft  ben  X>oppel= 
jjunft  als  geic&en  ber  2>ibifion  an.  2>a$  S&uraelaeid&en  ift  aus  bem 
tfofang3bud#aben  be3  Iateintfdjen  SBorteS  „radix"  (SBurgel)  entftanben. 
9luboXf>^  bezeichnete  auerft  bie  öuabrattour&el  auf  bie  ljeute  übliche  3lrt, 
für  bie  btitte  unb  inerte  SBurjel  benujjte  er  befonbere  geilen.  (Älügel, 
„SRafy  SBörterbudj",  l.  »anb,  Seite  40.)  $ie  jefet  üblichen  Hed&enaeidjen 
tourben  (wie  bie  inbif  dj  *  arabtföen  giffern)  burdj  bie  $ud>brucferfunft 
ftrjert  unb  gelangten  baburd)  allgemein  jur  (Sinfüfpung.  $er  franjöfifdje 
SJcatfjemattfer  SBieta  (1540—1603)  §og  jum  Seidjen  ber  ßufantmen* 
gehörig  feit  von  galten  einen  toageredjten  ©tridj  über  btejelben,  tote 
e*  nodj  Ijeute  bei  ber  fflabigierung  §ufammengefefeter  fhtöbrücfe  gebräuchlich 
ift.  $ie  Älammern  fommen  §uerft  bei  htm  nieberlänbtf$en  äRatfjematifer 
(Sfirarb  (1629)  bor,  tyre  Äntoenbung  ift  feit  bem  18.  3alpf)unbert  afl= 
gemein.  $a8  ©leidjfjcitSaeidjen  Ijat  ber  ©nglänber  Robert  föecorbe 
in  feiner  „ftritljmetif"  (1662)  mit  bem  ©enterten  eingeführt,  „bafc  feine 
jtoei  3)inge  gleicher  fein  tonnten,  als  ein  $aar  gleidj  große  parallele 
®eraben".  (JUüget,  l.  »anb,  Seite  42.)  ©ein  ßanbSmann  Stomas 
Patriot  toenbete  §uerjt  ba3  Ungleid)$eit*aeid)en  an.  3)ie  ßeime 
ber  $oten&beaeidjnung  ftnben  fidj  bei  ©tifel,  ber  nieberlftnbifd&e 
2Ratyematifer  Simon  (Stettin  fdjuf  (1585)  bie  Benennung  ber  $oten$en 
na<$  iljren  Deponenten,  grüner  toaren  nftmlufc  für  bie  $öl)eren  ^oten^en 
jufammengefejte  tarnen  toie  „OuabtatosOuabrat",  „ÄubosfhtbuS"  im 
©ebraudj.  Unfere  fjeutige  ^otenjbejeic^nung  gelangte  im  Saufe  be8 
17.  Sa^unbertö  befonberS  burd)  fcerigogne  (1634)  unb  3)e&carte3 
jur  Verbreitung. 
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XII. 
Die  Meute  <$rnnbred)nttn$$art:  ßo$ax\tyvätxnn$. 

§  1.  <£inleitmtg:  ©ebeutung  her  Sogaritijmen. 

3)ie  SRedjmmgSart,  toeldje  ben  Stonen  So garitljm i er ung  füljrt,  ifr 
in  erfter  Sinie  für  bie  äBiffenfdjaft,  befonberS  für  bic  Trigonometrie  unb 
Slftronomie  erfunben  toorben.  3$re  ©rjtnbnng  entfprang  aus  bem  SSe* 
ftreben,  bie  trigonometrifdjen  ©eredjnungen  abjufür&en  unb  $u  erteiltem. 
Sfcod)  ju  Seiten  beS  großen  Äepler  (1571—1630)  erforberte  bie  Sto^ 
füljrung  mannigfacher  SRedjmmgen  mehrere  Sage,  ja  SBodjen,  unb  manche 
Aufgabe  blieb  iriefleidjt  toegen  ber  überaus  mü^eöoKen  unb  jettraubenben 
SfredjnungSarbeit  ungelöft.  3)ie  Kenntnis  ber  Logarithmen  bagegen  er= 
mögftdjt  e$  bem  SRetfjner,  berartige  Slrbeiteu  auf  feljr  leiste  3(rt  in 
für&efter  Seit  auSjufü^ren.  TOer  audj  für  bie  praftifd^c  2Crit1)metif  ftnb 
bie  Sogaritljmen  öon  Ijerborragenber  SBebeutung,  inbem  Rechenoperationen, 
bereu  2fa3fü1)rung  auf  getoöljntidjem  SBege  öiel  Seit  in  Sfaforud)  nimmt 
unb  bie  baburdj  ben  Serlauf  einer  Sfaftöfung,  btn  SJenfyrojefj  $emmen,  — 
mit  SBenufcung  oon  Sogaritljmen  fdt)nelX  unb  bequem  ausgeführt  toerben 
fönnen.  3)ie  ©eredjnung  aufammengefe&ter  galjlenauSbrücfe,  in  toetdjen 
mehrere  fötulttylifationen  unb  3)iöifionen  größerer  (befabifdjer)  Säulen  in 
Serbinbung  borfommen,  &.  83.  be3  ©rud&fafceS 


x  = 


16  768,76  X  4,25  X  273  /n.   _c      A 
^^65 (8tn*bere<$nung) 


flefdjieljt  mittels  Logarithmen  toeit  leichter  als  auf  getoöljnftdjem  SBege. 
SBetdjer  EÄat^ematifer  toirb  nod)  baS  läftige,  fdjtoerfäffige  »erfahren  beS 
ÄubiftourjetauSjie^enS  nad^  ber  gormei 


Va»+  Sa*b  +  3a&*  +  &*=»a  +  b 

bei  mehrzelligen  SSurjeln  antoenbenl  Unb  ttrie  jeitraubenb  geftaltet  ftd^ 
bie  Sßotenjierung  größerer  galten  unb  bie  SBeredjnung  leerer  SBurjeln! 
9Rit  Siecht  tybt  baf)er  ein  ©nglänber  bilblid)  ben  SBert  ber  Logarithmen 
mit  btn  SSorten  $eroor:  „3)ie  Logarithmen  ftnb  in  ber  Slrit^metif 
ba8,  toaS  bie  2>ampfmafdjine  in  ber  aRedjanil  ift". 
eftftller,  Ätttynettt.  29 
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§  2.  »egriff  eines  ßoflarttljmug. 

©etradjtet  man  in  ber  ^otenföleidjung 

1)  88  =  512 ,    allgemein    I)  5*  =  a 

bie  galten  8  unb  612,  bejto.  a  unb  6  als  belannte,  bagegen  3,  aU* 
gemein  »  als  gefudjte  ®röf$e,  fo  entfielt  bie  grage:  SOfcit  toeldjer  gal)i 
mufj  man  bie  ©runbjaifl  8  (6)  potenzieren,  bamit  ber  ^oten^toert  612  (a> 
tyerauSfommt?  ©ejeidjnet  man  bett  gefugten  Opponenten  mit  x,  fo  toixb 
bie  $e$ie$ung  jtoifdjen  x  unb  ben  befannten  Säulen  burd)  bie  Gleichungen 

2)  x  —  «log  512 ,    allgemein    n)  rc  —  6log  a*) 

auSgebrütft.  (Selefen:  ffx  gleich  6  SogaritymuS  öon  a,  ober .2  gleich  bem 
ßogarittymuS  bon  a  für  bie  8aftS  b'\  Der  ^otenjtoert  512,  allgemein  a, 
erhält  nun  btn  neuen  tarnen  Numerus,  galji  ober  Sogaritljmanb, 
unb  ben  (Exponenten  #  nennt  man  SogaritljmuS**).  dagegen  toirb 
ber  Warne  ©aftS,  ®runbja^I,  für  b  beibehalten.  %c&  geilen  für  2oga~ 
ritfjmuS  ift  log,  lg  ober  1;  bie  getollte  IBaftS  ttrirb  biefem  geilen  oben 
linlS  ald  Starte  borgefefct. 

Definition  eine«  Logarithmus.  Logarithmus  einer  gaifl  a  jur 
©afis  &  Reifst  ber  ©sponent  n,  mit  »eifern  man  6  potenzieren 
mufj,  um  a  ju  erhalten.  Da  34  =  8l,  58  =  125,  fo  ift  um* 
gelehrt:  4  =  "log  81,  3  =■  8logl26.  ©efct  man  bie  SBerte  redjtS  in  bie 
llrgleidjung  ein,  fo  $at  man: 

3810g  si^g^     35iog  1»  Ä  125 , 

unb  f efct  man  in  ber  $oten$gteidjung  b*  =  a  für  n  ben  SBert  log  a  in 
gormel  n),  fo  entfielt  bie  DeftmtionSformel:  &*l0*«:=  a. 

Die  ^oten^ierung  einer  StofiS  6  mit  il)rem  §ugeljörigen  Sogarittymu* 
(log  a)  liefert  ben  Sogaritymanben  a. 

DaS  ftedjnungSberfalpen,  ju  einer  gegebenen  ©runbjaljl  unb  bem 
zugehörigen  $otenjtoert,   flhtmeruS,    ben  unbelannten  SogaritymuS  ja 


*)  Die  $e$eidjnung  Logarithmus  ift  htm  ©riedjifdjen  entlehnt  unfc 
aus  ben  Wörtern  lögos  =  J8er$ältniS  unb  arithmös  =  galjl  jufammen* 
gefefct.  Der  Sfcame  Sogarit^muS  bebeutet  im  Deutfdjen  fo  biel  als  „»er* 
$äftnis&al)l",  „J8erl)ättmSanaeiger".  SBie  eS  ber  Sfotme  befagt,  l)aben  bie 
(Erfmber  ber  Sogaritymen,  ©firgi  unb  SReper,  bie  Sogaritljmierung 
nidjt  als  §toeite  Umfe^rung  ber  $otensierung  aufgefaßt.  Die  $er* 
leitung  ber  Sogaritijmierung  aus  ber  $oteu§red&nung ,  tl)re  Äuffaffung. 
als  §meite  Umfe^rung  ber  Sßotenjierung  rü$rt  bon  ©uler  $er. 

**)  Die  ©fcidjungen  b*  —  a  unb  x  —  *log  a  bebingen  ftdj  gegenfeitig, 
*S  ift  *loga  —  a,  toenn  6*—  a  ift. 
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ftnben,  Reifst  Sogaritljmieren.  3)a  man  $u  ben  gegebenen  (Größen 
99afiS  unb  SogaritfjmuS  aud&  nrieber  bie  jugeljörige  ga^l  fud^en  fann,  fo 
$at  bie  Sogaritljmenred&mmg  audj  eine  umgefeljrte  fRed&nung,  meld&e  nad& 
9Jlattt>ieff en  Äntüogarit^mieten  genannt  nrirb.  3)ie  Sogaritl)* 
mterung  ift  bie  ftebente  ber  arit!)metifd&en  (Srttnbred&nungSarten  nnb  bie 
btitte  ber  fjöljeren  Operationen,  ober  ber  Rechnungsarten  britter  ©rufe, 
©ieberljote  §  28. 

§  3.  ®nmbflefe$e  ber  ßogaritljmierunfl. 

9lacr)  ber  fjejrfefcung  @eite  118:  gebe  $otenj  mit  enblid&er  ©runb* 
§al)l  unb  betn  ©jponenten  9htE  ift  gleich  1,  mufj 

4°=io0=öO°/    allgemein    a°=b0^c° —  1, 

alfo  umgelegt: 

*logl  =  *logl  —  logl =  0 

fein.    3n  ©orten: 

1)  ßcjrfafc:  $er  Logarithmus  öon  1  ift  0. 
9laü)  ben  Beeren  ber  Sßoten$redfjnung  ift  ferner 

a1  =  a,   61s=a5/   c1«^. 
3)a$er  umgelegt 

aloga  =  6log&  =  «logc =  1. 

Sn  ©orten: 

2)  öeljrfttfc:  2>er  Logarithmus  ber  ©runbja^I  beträgt  1. 
3)ie  aus  ben  ^otenjgleidfjungen  58  =  126,  allgemein  &*  =  a  abge* 

leiteten  Logaritl)mengleid&ungen  8logl26  =  3,  bloga  =  n,  taxin  man 
aud&  in  folgenber  gorm  barftetten: 

*log(5*)=*S,    allgemein    *log  (&*)  =  *. 

3)  öeljrfttfc:  3)er  Logarithmus  irgenb  einer  $oten&  ber 
©runbja^i  ift  bem  ©Exponenten  ber  Sßotena  gieidj. 

3)ie  9ftid(jttgfeit  t>orfte1)enber  gormel  beruht  auf  bem  allgemeinen 
©djluffe:  eS  ift  6loga  =  x,  wenn  &*  =  a  ift  (§2,  gufcnote);  eS  mufc 
*log  (6W)  =  n  fein,  toeil  5*  —  bn. 

y&tnn  A  =  Bt  fo  ift  audt)  mlog  J.  —  mlog  JB;  in  ©orten: 
4)8e$rfa$:  ©teid&eSaljlen  für  btefetbeSBafiS  logaritljmiert, 
liefert  gleite  Logarithmen. 

§4.  SorlHuftge  JCeranf^auli^ung  be*  ftnben*  ber  ßüßaritljtnem 

Um  öon  htm  in  ber  Einleitung  angegebenen  SJhtfcen  ber  Logarithmen 
vorläufig  einen  ^Begriff  ju  geninnen,  ftnb  in  nad&ftel)enber  XabeSe  bie 
ganjen  ^oten^en  ber  ©afis  2  bi$  2"  enttoicfelt. 

29* 


Digitized  by 


Google 


450 


9btf)ang. 


Sogaritljmifdje  Tabelle. 


^otenjen 

ober 
9tumeruft 

(Exponenten 

ober 
ßogaritfjmen 

$otenaen 

ober 
Numerus 

Deponenten 

ober 
Sogaritymen 

$oten$en 

ober 
Numerus 

Opponenten 

ober 
Sogaritfynen 

1 

0 

1024 

10 

1048576 

20 

2 

1 

2048 

11 

2097152 

21 

4 

2 

4096 

12 

4194304 

22 

8 

3 

8192 

13 

8388608 

23 

16 

4 

16384 

14 

16777216 

24 

32 

5 

32768 

15 

33554432 

25 

64 

6 

65536 

16 

67108864 

26 

128 

7 

131072 

17 

134217728 

27 

256 

8 

262144 

18 

268435456 

28 

612 

9 

524288 

19 

536870912 

29 

SRit  §ütfe  biefer  Xabefle  tonn  man  alle  Aufgaben  ber  3Jhrttij>ttfation, 
$toifton,  ^otcnjtcrung  unb  beS  2Buräetau8§ie1)en8,  faHS  bie  gegebenen 
Säulen  in  ber  XabeHe  enthalten  ftnb,  auf  leiste  SBeife  beregnen. 

a)  SWnttt<)U!ation.  begeben:  256  x  8192.  &uf töfung.  Sfad) 
bet  Tabelle  gehört  jn  256  ber  SogaritijtnttS  8,  §u  8192  ber  Sog.  13;  e£ 
ift  256  «=  28  nnb  8192  =  218.  $al)er  256  x  8192  «  28-  218;  nnn  ift 
28-  218=  2"  (§  17,  1.  Se$rf.).  8u  SogaritljnmS  21  gehört  aber  nad) 
ber  ^abeHe  bie  ga^l  2  097  152;  mithin  ift  256  x  8102  =  2  097 152. 

b)  fctoifion.  Aufgabe:  8  388  608  :  128.  —  Stad)  ber  SabeHe  ift 
8  388  608  =  2"  nnb  128  =  27.  9ton  ift  2"  :  27  =  216  (§  17,  3.  Se$rf.). 
Sieben  bent  Sog.  16  fte^t  bie  3a$t  65  636  nnb  biete  ift  ber  gefudfjte  Dnotient. 

c)  ^otenjiernng.  SBie  Diel  ift  2568?  gn  256  gehört  ber  Sog.  8, 
ed  ift  256  —  28;  ba$er  2568  =  (28)8=  2"  (§  17,  8.  Seljrf.).  8»  Sog.  24 
gehört  aber  bie  8a$t  1  677  726,  toeldje  bie  gefudjte  $oten&  ift. 


d)  aBnrjeIan»äie^en.    SBie  öiel  ift  }/l67772l6  ? 

8, 


2>ie  £abeEe 


giebt  $u  bem  ffiabitonben  ben  Sog.  24  an;  e3  ift  V16777216  = 
—  28  (nad)  §  26, 5)  =  256.    8Hfo  ift  bie  gefugte  SBurael  256. 

ÄnS  öorfte^enben  Sfoflöfungen  ergiebt  fidj,  baß  burdj  ©enufcung 
einer  log.  %abtUt  bie  SJhittipKfatton  in  ^bbition,  bte  3)iöipon  in  @ub== 
tradieren,  btö  potenzieren  in  SQfhitti^tijiercn  unb  baS  SBnrjelan^ie^en 
in  S)iöibieren  übergebt.  3)ie  Sogarttljmenredfjmmg  erfefct  alfo  ein  Ser* 
fahren  $ö$eren  langes  burdj  eine  nm  eine  ©rufe  niebere  Operation. 
Unb  gerabe  barin  liegt  ein  groger  jftufcen,  toeldjen  und  bie  Sogarit^men 
getoä^ren. 
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§5.  ßüflaritljtnentyjtetn. 

SBir  Ijaben  bor$in  gefeiert,  bafj  bie  ©enufcung  eines  SßotenzfoftemS 
bie  Nebenarbeit  in  mannen  gätten  erljeblidj  erleichtert.  OTetn  fobalb 
eine  borgelegte  Aufgabe  borfteljenber  2lrt  Sohlen  enthält,  bie  in  bet 
Tabelle  nid&t  öorfommen,  »irb  leitete  boHftänbig  jtoecfloS.  ©ott  ein 
$otenzfaftem  allgemeine  praftifdje  33raudjbarfeit  erlangen,  fo  muß  eS  bon 
1  an  big  zu  einer  getoiffen  ©renje  ber  natürlichen  Säulenreihe  alle  ganzen 
Sohlen  in  natürlicher  Reihenfolge  nebft  btn  ungehörigen  (Exponenten 
(Sogaritl)men)  enthalten.  (Sine  georbnete  guf ammenftellung  bieler 
befabifdjer  Säulen  in  natürlicher  Mufeinanberfolge  nnb  ber 
ungehörigen  ßogaritljmen  für  eine  befttmmte  ®afiS  ljeißt 
in  ber  aritljtnetifdfjen  Äunftfpradje  ein  Sogaritljmenfgftem. 
SefctereS  trögt  feinen  Tanten  nadj  ber  ju  ©mnbe  gelegten  SSafiS  nnb 
»irb  in  fog.  Logarithmentafeln*)  zufammengefteHt. 

@S  fragt  ftd)  nun:  »eldje  ga^len  fönnen  als  ©runbzal)l  eines 
Sogarifl&menfojiemS  gefegt  »erben?  3)ie  9htE  mufj  als  83aftS  auSge= 
fdjloffen  »erben,  »eil  On  =  0  ift  (§  41,  2).  Sfodj  barf  bie  83afiS  leine 
negatioe  3^1  fein,  »eil  bie  zugehörigen  ßogaritljmanben  teils  pofitioen, 
teils  negatiben  (SljaraftcrS  finb  (§  41,  3).  gm  übrigen  fann  jebe  natür* 
lidje  galjl  —  mit  SfoSfd&lufj  ber  1  —  als  SBaftS  eines  logaritfonifcljen 
StyftemS  aufgeteilt  »erben.  @S  finb  beSljalb  unzählig  biele  Sogarit^men= 
fofieme  möglich  9Qfam  l)at  nun  alle  abfohlten  Ballen  als  Sßotenzen  bor* 
ZugStoeife  ^»eier  ©runb^a^len  bargefteHt.  3)em  einen  liegt  bit  ®runb* 
Zaljl  unferS  befabifdjen  galjlenfoftemS  ju  (äfrunbe  unb  es  füljrt  beSljalb 
ben  Warnen  ^einteiliges  Sogaritljmenfoftem.  gu  (Sfyten  beS  erften 
©eredjnerS  ber  lOsßogarit^men,  beS  9Jcat$ematüerS  fcenrty  ©riggS, 
nennt  man  biefelben  bielfadj  ©rtggSfdfje,  unb  »eil  fte  am  meiften  im 
praftifdjen  (Sebraudj  finb  audj  gemeine  Sogaritljmen**).  3ft  bieSSaftS 
eines  Sogaritfynenf t#emS  nidjt  bezeichnet,  fo  »erben  ftets  bie  lO^ogarit^men 
angenommen. 

$a*  8rigg*f$e  ßocjaritljtnentyfletn. 

2>ie  belannteften  unb  gebräuchlich jten  Sogarit^men  finb  bie  8riggS  = 
fdjen,  beren  Safts  bie  ©runbja^l  unferS  befabifd&en  8a$lenfoftemS  ift. 

*)  SBir  empfehlen  für  ben  ©djulgebraudj:  günffteEige  logaritl)mifd}e 
unb  trigonometrifdje  Xafeln  öon  Dr.  ©.  (Sdjlömildj.  SBraunfdjtoeig, 
J8ie»eg  &  <So$n. 

**)  5)aS  anbere  log.  ©Aftern  l)at  bie  nadj  (Suler  ftets  mit  e  be- 
zeichnete Strationalja^l  1  +  j  +  ^-^  +  ±    *    3  H =  2,71828 

Zur  JöaftS.    $iefe  Logarithmen  Reißen  natürliche  ober  e=Sogaritl)men. 
ßefctere  »erben  burdj  log  nat  (logarithmus  naturalis)  ober  burdjl  bezeichnet. 
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©S  ift  üblich,  btc  lOsLogaritfynen  o$ne  StoftS  anzugeben,  ftatt  10log25 
ober  10loga  treibt  man  htrs  log  25,  loga.  9lad^  beut  begriffe  eines 
Logarithmus  berftel)t  man  alfo.  unter  loga  bie  Sa$l  ((S#onenten),  mit 
meiner  10  potenziert,  a  giebt.  3eber  10=Logaritl)muS  ift  nidjtS 
anbereS  als  berI@£ponent  berjenigen  $oten&  bon  10,  toeld&e 
bem  Logarit$manben  gleidj  ift.  Sfcadj  ben  ©runbgefefcen  (§3)  ift 
im  8rig  gSf djen  ©Aftern  logl  =  0,  log  10  —  l,  loglOw=tt, 
loglO~~n=  —  «.  gur  JBeranfdjaulidfjung  biefer  SBa^eiten  biene 
folgenbe  $oten&retl>e  mit  i^ren  zugehörigen  SBerten. 


io-n....io""8, 

10-*, 

lOT-1, 

10c 

) 

1 

10+1, 

10+2, 

10+8 

•10* 

...  0  001 

0,01 

0,1 

1 

in 

100 

1000 

10* 

hieraus  folgt: 

log      1  -  +  0 

log     10  =  +  1 

a)         log   100  =  +  2 

log  1000  =  +  3 

log       0,1  =  -  1 

log      0,01  =  —  2 

b)    log   0,001  =  —  3 

log  0,0001  =  —  4 

log 

10n    — 

.  +  *. 

!og    — 

1A» 

—  — 

n. 

Sttefe  SBeifpiele  lehren: 

1)  $xe  Logarithmen,  toeldje  burdj  ganje  Sagten  be$etdjnet  toerben, 
ergeben  ftdt>  aus  ben  ganzen  (pofüiben  unb  negattoen)  ^oten^en  bon  10. 

2)  OTe  natürlichen  Säulen  über  1  fyiben  poftttt»e  Logarithmen, 
bagegen  ftnb  bie  Logarithmen  aller  galten  unter  1,  alfo  aller  eckten 
©rüdje,  negatiö*). 

3)  $ur  toenige  Logarithmen  ftnb  gan^e  Säulen;  bie  Logarithmen 
aller  galten,  toeldje  attrifdjen  jtoei  aufeinanber  folgenben  ganjen  Sßotenjen 
bon  10  Hegen,  fallen  jtoifc^en  bit  Exponenten  betreiben.  ®o  &.  85.  ftnb 
bie  Logarithmen  ber  Säulen  10—99  jttnfdjen  1  unb  2  enthalten,  unb  bie 
Logarithmen  aller  3<tytot  101—999  liegen  ätoifdjen  2  unb  3.  3)ie  meiften 
Logarithmen  fönnen  nur  annäljernb  als  unenblidje  unperiobtföe  3)eaimal= 
brücke  bargefteüt  »erben  unb  ftnb  alfo  3trational§a^len.  (So  ift  &.  85. 
log  15  =  1,1760913  —  l  +  0,1760913.    <gs  finb  jefct  bie*,  fünf*  unb 


•)  3n  jebem  Softem  mit  pofitiber  93aftS  ftnb  bie  Logarithmen  nega= 
tiüer  galten  nid&t  reell,  fonbem  imaginär,  eS  ift  log(—  a)  —  ».  2>er 
Logarithmus  bon  (—  a)  famt  1)  nidjt  pofttib  fein,  toeil  $u  einem  po\u 
üben  Logarithmus  audj  ftetS  ein  pofitiüer  Logarit^manb  gehört;  2)  nidjt 
negatib  fein,  toeil  ein  negatiber  Logarithmus  immer  einem  pofttiben  eckten 
SBrudje  §u!ommt. 
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ftebenftetttge  Sogaritljmentafeln  im  ©ebrauci).  Die  allgemeine  Sorot  ber 
irrationalen  lO*2ogarit!)men  ift  k  +  w;  ba$  S^en  *  bebeutet  eine  be* 
Hebige  ganze  algebratfdje  galjl  einfdjliefjlidj  ber  Statt.  Sn  jebem  irratio* 
nalen  SogaritljmuS  nennt  man  bie  ganze  galjl  *  bie  Kennziffer  ober 
<£$arafteriftif,  toeil  man  öon  berfelben  fofort  anf  bie  21nzai)l  Siffern 
be8  auge^örigen  StameruS  fc^Heften  fann.  Reifet  z-  SB.  bie  Kennziffer  2, 
4  •  •  •  •  n,  fo  Ijat  ber  sugeljörige  Sogaritljmanb  8,  5  •  •  •  •  (n  +  1)  (Stellen. 
Die  Kennziffer  muß  natürlidj  ftetö  eine  ganze  galjl  fein.  Der  burdj  m 
Bezeichnete  ^ofttiöc  edfjte  Dezimalbruch  Ijetfct  SQfcanttffe  (gugabe). 

§  6.  ßigentümlidjf eiten  ber  befähigen  ßogaritljmen. 

Die  ©runbza$l  10  bietet  ben  Vorteil,  ba%  man  bie  Kennziffer  einer 
3al)t  aus  ber  Sfnzaljl  iljrer  giff«*  fofort  anqtben  fann.  $tte  einftettigen 
gangen  Sagten  Ijaben  bie  Kennziffer  0,  atte  gtoeijifferigen  1  u.  f.  to.  2fa3 
t>tn  ©leitfjungen  unter  a)  §  5  folgt: 

1)  ©efe$:  Die  Kennziffer  einer  galjl  mit  n  ganjen  (Stellen 
ift  ftetS  pofitio  unb  um  1  Heiner  als  bie  Slnzaljl  Siffern  t$rer 
©an$en  beträgt,  alf 0  n  -—  1. 

2)  ©efefc:  Sllle  eckten  Dezimalbrüche  Ijaben  eine  negatibe 
Gljarafteriftif  mit  f  0  biel  @tnj)eiten,  als  ben  geltenben  giff  ern 
Nullen  (einf<$lief$lici)  ber  Sfcull  öor  bem  Komma)  borauf  ge^en. 

Sßegatfoe  Kennziffern  pflegt  man  rechts  neben  bie  pofitiöe  SOfamtiffe 
#1  fefeen,  J.  83.  log  0,475  =  0,67669  —  1;  log  0,0736  =  0,86688  —  2. 
Das  zweite  ©efefc  folgt  aus  ben  ©letc^ungen  unter  b)  §  6. 

3)  ©efefc:  Die  Logarithmen  aller  galten,  toeldje  burc^  bic= 

felben  giffern  in  berfelben  Reihenfolge  bargeftellt  »erben/ 

ljaben  bei  öerfcfjiebener  Kennziffer  ftets  biefelbe  SRantiffe.    Da8 

Dezimalfomma    Ijat    alfo   nur   ©influfj   auf   bie   ©röfje   ber 

Gfjarafteriftif. 

©eifoiele: 

log      82  =  1,91381 

log    820  =  2,91381 

log      8,2  =  0,91381 

log    0,82  =  0,91381  —  1 

log  0,082  =  0,91381  —  2. 

3n  ben  2Baljr1)eiten  unter  1)  unb  2)  liegt  ein  toefentlidjer  Vorteil 
ber  lO=Sogarit^men.  Da  nämlidfj  ber  Redner  felbft  leidjt  bie  Kennziffer 
beftimmen  fann,  fo  enthalten  bie  Logarithmentafeln  ber  SftaumerfoarniS 
falber  nur  bie  foftttoen  Eßantiff  en  ber  Sogarit^men.  9luf  bem  3.  ©efefc 
beruht  ein  zweiter  Vorteil  ber  befabifd&en  Logarithmen:  fie  brausten  nur 
für  bie  ganzen  Baljlen  beregnet  zu  »erben.  SBeiter  ergiebt  fidfj  1)ierau3 
ein  bequemer  ©ebraudfj  ber  log.  Safein. 
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$at  man  in  einet  Safe!  ben  Logarithmus  einet  ganzen  $afy  auf« 
gefugt,  fo  lennt  man  andj  bie  SKantiffen  bet  Logarithmen  aller  galten, 
toeldje  butdj  SJhilttylifation  ober  Srtöifton  mit  einet  ©tufenjal)!  Oßotenj 
Don  10)  aus  bet  utfotüngttdjen  ga^l  gebilbet  toetben.  fitonen.  SRan 
btaudjt  alfo  beim  ttuffudjeu  beS  ÜJhtmetuS  nut  füt  bie  8iffetnteit)e 
bie  SOfamtiffe  aufeufdjlagen  unb  fd^lie^Iid^  bie  jugeljörige  $emt}tffet  $u 
feften  (§  7). 

ÄuS  bet  ftenn$iffet  eine«  Logarithmus  fann  man  umgefeljtt  immet 
auf  bie  Ätt  bet  jugeljötigen  8at)l  unb  bie  Änjaljl  iljtet  giffetn  fc&Iteßen. 

4)  tiefet:  §at  bet  Logatit^muS  eine  Jiofftiöc  Äennjiffet  n,  f  o 
mufj  bet  guge^ötige  LogatitJjmuS  (Bange  enthalten,  beten  5ln= 
§at)I  um  1  gtöfjet  ift  als  bie  (Sljataftetifti!,  alfo  n  +  1. 

©o  gehört  &.  SB.  au  log  2,91645  bie  3a$l  825,  ju  1,91645  bet 
SfcumetuS  82,5.  2>ie  Äennjiffet  2  beutet  nomttdj  an,  bafj  bet  auget)örige 
Logarithmus  jtoifdjen  10*  unb  108,  bie  (Sljatafterifri!  1  jeigt  an,  bafj  bie 
3a^I  ä&ifdjen  10  unb  10*  liegen  mufj. 

5)  ©efe$:  3ft  bie  Äennjiff  et  negatiöen  G^ataftetS,  f 0  ift  bet 
jugeljötige  Numerus  ein  echter  SJejtmalbtud}.  Sedieret  tuU 
$ält  getabe  fo  öiel  Nullen  bot  ben  geitenben  giffetn,  als  bie 
(Eljataltetifti!  negative  ©tntyeiten  l)at. 

©eifotel.  log  a:  =  0,93651  —  3.  2>ie  geltenben  Siffetn  beS  SfcumetuS  # 
Reiften  864;  mithin  ift  x  =  0,00864. 

§  7.  «ntoeifung  jum  ®eiraud)  Hon  Logarithmentafeln. 

S)ie  Logarithmentafeln  enthalten  bie  Logarithmen  aßet  befabtfdjen 
galjlen  öon  1  bis  &u  einet  gereiften  ©tenje  beS  galjlengebieteS.  günf* 
fteHige  Tabellen  geben  bie  Logarithmen  bet  8at)len  öon  1  bis  10  909 
an.  3n  ftebenftefligen  Safein  finb  bie  Logarithmen  öon  1  bis  100  000 
angegeben.  Um  bie  Einrichtung  unb  ben  ©ebraudj  öon  log.  Safein  %u 
geigen,  laffen  ttrit  $iet  aus  ben  Safein  öon  ©dfjlömilcr)  einen  Seil  bet 
SabeHe  Seite  26  folgen,    (©tet)e  ©.  455.) 

A.  ttuffttdjen  beS  Logarithmus  einet  Sa^I. 

Srte  gaJ^Ien  in  bet  mit  N  (Slbfüt^ung  füt  Numerus)  übertriebenen 
etjten  ©palte  finb  bie  Logaritr)manben  öon  820—840.  fftedjts  bamhtn 
(unter  L.  0)  fielen  bie  fünfteiligen  SKantiffen  bet  jugerjötigen  Loga* 
ritrjmen,  beten  Äennjiffet  \>om  Steinet  ben  SWantiffen  $tn$ujufügen  ift. 
2)ie  beiben  öotgebtucften  Siffetn  untet  L  (Logarithmus),  nämlicr)  91,  finb 
bie  etften  ©teilen  bet  SJlantiffe,  bie  übrigen  ^totalen  jter)en  in  bet  mit  0 
bejei(t)neten  „fenftedjten"  SRet^e.  ©0  ift  &. ».  log  820  =  2,91381 ;  log  821 
=  2,91434.    2)ie  öotgebtucften  Siffetn  91  gelten  füt  alle  SWantiffen  bet 
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N, 

L.  0   1   2   3   4 

5  6   7   8   9 

P.  P. 

820 

91  381  387  392  397  403 

408  413  418  424  429 

821 

434  440  445  450  455 

461  466  471  477  482 

822 

487  492  498  503  508 

514  519  524  529  535 

ß 

823 

540  545  551  556  561 

566  572  677  682  587 

l 

0,5 

824 

593  598  603  609  614 

619  624  630  635  640 

2 
3 

1,0 
1,5 
2,0 

825 

645  651  656  661  666 

672  677  682  687  693 

4 

826 

698  703  709  714  719 

724  730  735  740  745 

5 

25 
3,0 
3,5 

827 

761  756  761  766  772 

777  782  787  793  798 

7 

828 

803  808  814  819  824 

829  834  840  845  850 

8 

4,0 

829 

855  861  866  871  876 

882  887  892  897  903 

9 

4,5 

830 

908  913  918  924  929 

934  939  944  950  955 

831 

960  965  971  976  981 

986  991  997*002*007 

832 

92  012  018  023  028  033 

038  044  049  054  059 

6 

833 

065  070  076  080  085 

091  096  101  106  111 

l 
2 

1,8 

1,8 

834 

117  122  127  132  137 

143  148  153  158  163 

8 

835 

169  174  179  184  189 

195  200  205  210  216 

4 
5 

2,4 
8,0 

836 

221  226  231  236  241 

247  252  257  262  267 

6 

3,6 

837 

273  278  283  288  293 

298  304  309  314  319 

7 
8 
9 

4,8 
5.4 

838 

324  330  335  340  345 

350  355  361  366  371 

839 

376  381  387  392  397 

402  407  412  418  423 

840 

428  433  438  443  449 

454  459  464  469  474 

N. 

L.  0   1   2   3   4 

5   6   7   8   9 

P.  P. 

breifteffigen  Sohlen  bon  820—831;  bagegen  l)aben  bic  Sogarit!)men  ber 
Sagten  öon  832—840  fämtlidj  bie  borgebrueften  Siffern  92  als  erfte  unb 
jtoette  ©teile  ber  attantiffen.  Wtan  fytt  log  832  =  2,92012,  log  833 
=  2,92065  U.  f.  tt). 

1)  $>er  Sogaritl)manb  tft  bierftellig.  gut  Sfafftnbung  be3  Soga* 
ritl)mu8  bierjtelliger  8*$fot  benufct  man  für  bic  bierte  giffer  bit  mit  ben 
Stffern  0,  1,  2,  3  ....  9  überfdjriebenen  (unb  unterfdjriebenen)  ©palten, 
gum  SerftönbmS  btefer  (Einrichtung  ber  Xafeln  biene  folgenbeS. 

$ur<$  83erglei<$ung  ber  beregneten  Sogaritljmen  größerer  galjlen,  bie 
nur  in  btn  (Einern  um  1  abtoeidjen,  ergab  fid)  augenfdfjeinlidj,  baft  (im 
allgemeinen)  bie  jtoei  erjten  3)e§imalen  ber  EÄantiffen  übereinftimmen. 
©o  $aben  j.  83.  bie  Sogaritljmen  aller  galjlen  bon  646—661  bie  gtffero  81, 
fämtlidje  Sohlen  bon  832—861  bit  giffern  92  als  erfte  unb  gtoeite 
ftejimale  (ber  SKantiffe)  gemeinfd&aftltdj.  Sttan  benufcte  biefc  (Erfahrung, 
um  btn  fünfteiligen  Xafeln  folgenbe  jtoetfmäfjige  unb  raumerfparenbe 
(ginridjtung  ju  geben.  $a  bie  Sogarit^men  einer  jeben  breifteüigen  8a$l 
unb  Ü)re3  lOfadjen  genau  biefelbe  SRanttffe  fjaben,  $.  83.  log  820  =  2,91381, 
log  8200  =  3,91381,  fo  ift  für  beibe  nur  eine  ©palte  erforberlidj.  Xritt 
bagegen  in  ber  trierjiffrigen  ga^l,  j.  83.  8200  an  ©teile  ber  .0  (Einer  eine 
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oer  Siffern  1—9,  fo  änbern  fidfj  nur  bie  3  legten  2>e&tmalen. 
Sefctere  finb  beäljalb  in  biefetbe  üuerjeite,  in  meiner  bie 
brci  erften  Siffcrn  beS  Sogaritljmanben  fteljen,  befonberS  ein* 
getragen.  Um  tiefe  brei  lt%tvx  $e$imalen,  toeid&e  jur  vierten  8*ffc* 
einer  Stffernreilje  gehören,  leidet  flnben  $n  fönnen,  trägt  bie  bejügticrje 
fentredjte  geile  oben  nnb  unten  bie  gtffer  ber  (Sünerftette. 

#ieroad&  finbet  man  ben  Sogaritfjmuä  einer  öierjiffrigen  gabt  auf 
folgenbe  SBeife.  föton  fud&e  junäd&ft  bie  brei  erften  gtffern  be3  ge= 
gebenen  üßumerus  unb  notiere  bie  beiben  erften  ©teilen  ber  zugehörigen 
SRantiffe;  bie  brei  übrigen  2)e$imaten  aber  neunte  man  in  berfelben  öuer* 
^eile,  toeldjer  bie  brei  erften  Siffern  be3  SogariQmanben  jugeljören,  unb 
aus  Derjenigen  fenfred&ten  töeüje,  toetöje  burdfc  bie  jeweilige  öierte 
Siffer  (be$  gegebenen  Sfcumerug)  oben  unb  unten  gefennjeit^net  ift.  ©o 
ift  5.  ©.  log  8266  =  3,91677,  log  8375  =  3,92298.  ©inb  bie  brei  legten 
©teilen  ber  SWantiffe  mit  einem  ©terndfjen  oerfeljen,  fo  gehören  &u  ben* 
felben  bie  jtoei  fotgenben  borgebrucften  Jejunalen;  fo  ift  j.  83.  log  8318 
=  3,92002. 

33eim  2Cuffud&en  be3  Sogaritljmua  öon  S^len  mit  fünf 
unb  mel)r  gif  fern  benufct  man  bie  mit  P.  P.  (partes  proportionales 
=  Sßroportionalteile)  übertriebene  ©palte,  beren  ©inricfjtung  toir  junöd^ft 
erläutern  motten.  Skrgteid&t  man  bie  ftebenftettigen  Sogaritljmen  einer 
föeilje  aufeinanber  folgenber  fünfeiffriger  SofyUn  miteinanber,  fo  ergiebt 
ftdf>,  bafc  tyte  Logarithmen  (im  allgemeinen)  nur  in  ben  brei  (bejto.  jtoei) 
legten  ©teilen  unb  jtoar  um  ben[elben  betrag  toad&fen.  @S  ift  5.  83.  nad) 
oem  logarit^m.  $anbbud&  oon  Sega: 

2)ifferen&  S)ifferen§ 

log  28500  =  4,454  8449  \ 


log  28501  =  4,464  86011 
log  28502  =  4,454  8753  ) lö2 


log  82000  =  4,913  8139  } 
log  82001  =  4,913  8191  (      ^ 
log  82002  «=»  4,913  8244  J  63  ) 
log  82003  =  4,913  8297  }  6S 
U.  f.  tt). 


U.  f.  tt>. 

SSir  fcpefjen  nun  fo:  üßimmt  ber  Sogaritljmanb  um  1  ju,  fo  tofid&ft 
oer  Sog.  in  ben  beiben  legten  ©teilen  um  53.  gu  einem  SBadjfen  be3 
9htmeru8  um  2,  3  ....  9  (Sinljeiten  gehört  autfj  eine  2,  3  ... .  9mal 
f 0  grofje  Differenz,  unb  bieg  Sßrobuft  ift  §u  ben  legten  ©teilen  iljreS  Sog. 
$u  abbieren. 

3)ie3  gleichmäßige  ©teigen  be8  Sog.  gilt  natürlich  befonberS  für  ein 
fteteS  SBadfjfen  be3  Numerus  um  SBrucr)teile. 

SBirb  nun  bie  3)ifferenj  (63)  auf  bie  Sogarit^men  aller  jtoifd^en  jtoei 
um  1  berfdjiebene  Sogaritljmanben  berteilt,  fo  gehört  pm  ©teigen  be3 

*)  2>ie  Slbtoeid&ung  in  ber  iefcten  ©teile  um  eine  ©inljeit  fann  nid&t 
auffallen,  toeil  bie  Sogaritljmen  abgelürjte  $e$imatbrüd&e  ftnb. 
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12  9  12  9 

3htmeru*  ttm  Jo'  lö lö  au*  lö'  lö lö  bcr  ®iffcrcn*'  al'° 

Ijier  6.8, 10.6, ..  •  47.7*).    #ternadj  ift 

log  82000,1  =•  log  4,913  8139  +  0,00000053  =  4,9138144. 

12  9 

5)a8  SBadjfen  be3  SRumeru*  um  — ,  —  •  •  •  •  —  eines  (Einers 

12  9 

bebingt  audf>  eine  guna^me  beS  Sogarttl)mu3  um  j^,  Töö  *  '  '  *  Jöo 

ber  Srtfferena.    $ierau3  ergiebt  ftdfj  bet 

£e$rfa$:  2)te  Sogaritljmen  aufeinaubet  folgenber  großer 
ga^len  toadjfen  ua^eju  um  biefelbe  @röf$e,  ober:  bieSunaljme 
ber  Sogaritljmen  ift  bem  Unterfdjteb  iljrer  Sogartttymanben 
(jerabe  proportional. 

2)  5>er  Numerus  ift  fünf*  unb  me^rjiffrig.  SJttt  fcülfe  biefed 
®efefce8  ift  man  imftanbe,  bie  Sogartt^men  fünf5  unb  me^iffriger  galjlen 
#i  beftimmen. 

Aufgabe.    SBie  ^eigt  ber  SogaritfrnuS  oon  83  975? 

Sluflöfung.  2>er  gefugte  Sogaritijmu*  liegt  jttHJdjen  83  970  unb 
83  980. 

»Ott  83  980  ift  ber  Sog.  4,92418 

,    „     83  970  „     „       „     4,92412 
fctfferens  ber  Saljlen  10.  Unterfdj.  ber  Sog.  6. 

$er  Unterfdjieb  öon  83  975  unb  83  970  beträgt  5. 

Sunt  galjlemmterfdjieb  10  gehört  ber  Sog.=Unterf<I)ieb  6 
//  //  *'      /       n     //  //         ** 

Jgn  Proportion  auSgebrücft:  10  :  6  =  6  :  x\  x  =  3. 

5)tefe  3  ber'  lefcten  2>e&imale  be8  Sog.  83  970  hinzugefügt,  giebt 
log  83  975  =  4,92415.  $ie  33ered)nung  be&  &u .  einer  Siffcr  ge^öreuben 
logaritl)mtfd)en  SutoadjfeS  Reifet  interpolieren  (©infd&alten). 

Eamit  ber  9htfcen,  toeldjen  uns  bor^ugStoeife  bie  Sogaritijmen  ge« 
toä$ren  foHen  —  geiterfparniS  —  burd)  bie  iebeSmalige  ©eredjnung  be3 
einer  giffer  entfpredjenben  $roportionalteil8  !eine  ©inbufje  erleibe,  ift  in 
neueren  fünfteiligen  tafeln  unter P.  P.  jebe  logaritljmifdje  Differenz 
unb  ber  SutoadfjS  für  jebe  fünfte  giffer  be3  Numerus  (oor= 
läufig  a!3  ge^ntel  betrautet)  eingetragen,  Äommt  nodfj  eine 
fedjjte,  ftebente  Qiffer  jum  Numerus,  fo  abbiert  man  jum  Sogaritl)mu3 


*)  5)iefe  proportionale  flnb  für  l,  2,  3 9  ge^ntel  —  bie 

fedjfte  Siffer  be3  N  nrirb  oorläufig  als  ge^ntel  angefeljen  —  in  ben 
ftebenjteüigen  Safein  unter  P.  P.  eingetragen,  unb  jtoar  fteljt  neben  ieber 
giffer  ber  juge^örige  $roportionalteil  (für  bie  fedjfte  giffer). 
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no<$  77^ '  &c*to-  TZZ  b&  ber  giffer  entfored&enben  SßroportionalteilS.   $üt 

10  100 

baS  iJtaftifd^c  ffied&nen  $at  inbeS  baS  Snterpotteren  für  bie  fcc^fte  giffer 
fd&on  feinen  8*»«*/  toeil  fünfteilige  Xafeln  nur  für  eine  fünfaiffrige  ga^l 
ein  genaues  (Ergebnis  liefern*). 

Aufgabe.    SBie  fjeifct  ber  log  82  465? 

log  82  460  —  4,91624     (SHfferena  6) 

gfür  bie  5.  gtffer  5 3,0  (fooportionaltetl) 

log  82  465  =  4,91627. 

3)  Logarithmus  eine»  3)eatmalbrud(je8.  Sföan  laffe  baS 
5)ejtmalfomma  auger  ad&t  unb  befttmme  ben  Logarithmus  ber  8iffem= 
rei^e  (§  6, 3)  nad&  betn  öorljtn  gelehrten  $erfa$ren.  2>em  erhaltenen  Loga* 
ritljmuS  füge  man  (nad)  §  6,  2)  fdjtiefjttd)  bie  htm  urforünglid&en  SJhtmeruS 
entfpred&enbe  negattoe  Äennjtffer  bei. 

»eif t>iel.  log  0,08325  =  x\  log8825  =  3,92038;  mithin  log0,08325 
=  0,92038  —  2. 

B.  ttuffttdjen  be8  jRuntent*  ju  einem  ßogaritljtnuS. 

SBeim  jjraftifäen  Keinen  mit  Logarithmen  ift  eS  nötig,  gu  einem 
befannten  Logarithmus  bie  augeljörige  ga^l  ju  fud&en.  2>iefe  Arbeit  toirb 
burdfc  Sorfefcung  eines  N  (ober  num)  bor  ben  Logarithmus  angezeigt,  alfo  furj 
burdfc  N  loga  auSgebrüdft  unb  man  lieft:  „Numerus  bom  Logarithmus  a". 
$a  log  820  =  2,91381  ift,  f o  l)at  man  biefer  Sejifefcung  pfolge  um= 
gefe^rt  bie  GJleidfjung  N  log  2,91381  =  820. 

(Sott  ju  einem  Logarithmus  bie  $uge$örige  $a1jl  gefugt  toerben,  fo 
mufj  bie  SWantiffe  ftets  poftttb  unb  bie  Äennjiffer  eine  ganje  8a$l  fein. 
5)aS  8erfal)ren,  ben  Numerus  ju  einem  Logarithmus  ju  fudfjen,  ift  aus 
bem  öor^erge^enben  A  erfid&tlidfj:  eS  »erben  hierbei  biefelben  Kegeln,  nur 
in  anberer  Drbnung,  befolgt. 

l)  S)er  Logarithmus  ift  in  ben  tafeln  genau  enthalten. 
(SS  fei  %.  ©.  N  log  1,92298  ju  fudfjen.  Sttan  fe^e  öorlaufig  bon  ber  Äenn* 
giffer  ab  unb  fud&e  perft  in  ber  mit  L  überfd&riebenen  ©palte  bie  betten 
exften  ©teilen  ber  fötontiffe,  l)ier  92;  hierauf  in  einer  ju  92  gehörigen 
toagered&ten  geile  bie  übrigen  Stejimalen  beS  Logarithmus.  3Ran  finbet 
lefctere  in  ber  junt  Numerus  837  ge^örenben  jQuerjeile.  S)a  bie  8iffmt  298 
in  ber  mit  5  überfd&riebenen  fenfred&ten  3e^^c  Wen,  fo  muffen  toir  ben 
giffero  837  red&ts  nod&  eine  5  beifügen  unb  mir  erhalten  8375.    3)er  ge* 


*)  Mufeinanber  folgenbe  fed&Saifferige  ga^len  toerben   buxä)  fünf« 
ft  eilige  Logarithmen  nid^t  meljr  bon  einanber  unterf Rieben. 
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fachte  ShimeruS  mufj  aber  gtoci  ganje  ©teilen  Robert,  toeil  bie  Äennaiffer 
feine*  £ogaritl)mua  1  tft.    aRitfjüt  ift  N  log  1,92298  —  83,75, 

2)  3u  einem  nidjt  in  ben  Kofeln  berjeidjneten  Logarithmus 
bie  Sa$l  ju  finben.  $ie  Sogar  itfynen,  toeld&e  ftd)  beim  praftifdjen 
töed&nen  ergeben,  ftnb  feiten  in  ben  Safein  genau  enthalten.  2)a3  bann 
$u  befolgenbe  J8erfal)ren  werbe  an  einem  33eifptel  erläutert.  N  log  3,91728 
anzugeben. 

Wtan  fudjt,  toie  oorljin,  in  ber  (Spalte  L  junädjft  ben  erftenXeil  91 
ber  SRantiffe  unb  &u  ben  übrigen  Siffem  728  bie  nädjft  Heinem  2)eji* 
malen,  ßefctere  ftnb  724,  man  Ijat  bann  N  log  3,91724  =  8265.  3)er 
gegebene  Logarithmus  ift  in  ber  legten  ©teile  um  oier  (Einheiten  größer 
als  ber  in  ber  Tabelle  bor^anbene  3,91724,  gut  näc^ft  $öl)eren  ga^l  8266 
gehört  ber  £ogarit$mu3  3,91730,  beffen  niebrigfte  ©teile  6  einleiten  me$r 
alfr-ber  ßogaritymuS  oon  8265  enthält.    9hm  fdjliefien  totr: 

Sunt  log.  Unterfdjieb  6  gehört  ber  Saljlemmterfdfjieb  1 

//         //  n  *         tf  ff  tt  •£• 

3n  Proportion:  6  :  4  =  1  :  x;  x  =  0,66  .  .  . 

2>er  gefugte  9htmeru3  Reifst  alfo  8265  +  0,66  —  8265,66. 

©d^netter  fommt  man  burdj  SBenufcung  ber  ©palte  P.  P.  §um  Stele. 

N  log  3,91728  =  x       (3>ifferen$  6) 
N  log  3,91724  =  8266 
3)ifferenj  6 
8u  ^roportionalteil  3^6  gehört  6  (5.  giffer) 

0,4 
3u  $roportionalteil  0,36*)  gehört  6  (6.  giffer) 
mifo 

X  =  8265,66. 

2>a  bie  $ifferenj  jtoifdjen  btn  gegebenen  unb  bem  nädjft  leeren  Soga* 
ritljmuS  ber  Safe!  (in  ber  lefcten  ©teile)  6  beträgt,  fo  benufct  man  bie 
unter  ber  giffer  6  angegebenen  Sßroportionalteile. 

3ft  ber  Numerus  §u  einem  negatioen,  ober  einem  SogaritymuS 
mit  gebrodjener  Äenn^iffer  anjugeben,  fo  mufj  berfelbe  fo  umgeformt 
»erben,  bafj  bie  SJlanttffe  pofitio  unb  bie  #enn$iffer  eine  ganje  galji 
toirb.    §  92,  a)  unb  c). 


*)  2>a  $ur  fedjften  giffer  beS  SfotmeruS  —  be*  entfpredjenben  Sßro= 

portionalteilS  gehört,  fo  ift  umgefeljrt  ^  be3  SßroporttonaltetlS  $u  nehmen, 
um  bie  fed^fte  giffer  ju  finben. 
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§  8.  $attytgefete  fiter  ba*  Weinen  mit  Logarithmen. 

9tod&  bem  ©egrtffe  be$  Logarithmus  iföberfelbe  nid&ts  anbetet  als  ein 
$oten$e£ponent;  leitetet  erhält  ben  Tanten  Logarithmus,  toenu  ©runbjaljl 
unb  $oten&toert  (Numerus)  befannt  ftnb.  fcierauS  ergiebt  fi$,  bafi  bie 
SRedjengefefce  über  ba*  ffted&nen  mit  $oten$en  audfj  für  Logarithmen 
gelten  muffen.  S)ie  bier  #aiq>tgefefce  für  ba*  logaritymifd&e  ffledjnen 
$aben  folgenbe  in  §  17  unter  1,  3,  8  unb  §  26,  5  betoiefenen  fjormeln 
jur  ©runblage.  3)iefe  trier  Letjtfftfce  mögen  beSljalb  ljier  in  ber  arittj« 
mettfd&en  Seid&enfprad&e  $ufammengeftellt  toerben. 

3ft  bie  »oft«  a  =  10,  fo  ^ot  man: 


I) 

om.  o"=o'B+B. 

n) 

am:a"=am-n. 

m> 

(»"•)"  »»a"1" 

IV) 

y^"  =o'B:". 

1) 

10m  .  10"=  10m+". 

2) 

10*":  10*=  I0m—B. 

8) 

(iom)"     =  lO01*. 

4) 

Viom     «=  iom:". 

2)ie  ©riggfd&en  Logarithmen  ftnb  nun  $ufolge  früherer  (Sxflätungen 
©jponenten  ber  ©runbja^t  10,  beren  ^otenjen  ben  zugehörigen  natura 
liefen  galten  (Logarttymanben)  gleidfc  ftnb.  ©ebeuten  nun  in  gformel  1) 
bie  geilen  m  unb  n  bie  Logarithmen  ber  8aWw  z  ttno  *>  f°  M* 

1)  Z  =  I0m,     2)  z  «  10W. 

$)ie  aRufttyllfation  biefer  (Sleid&ungen  liefert: 

8)  Z  •  z  =  I0m  •  10w  =  I0m+*. 

Lefctere  ®lei$ung  logaritlpnifö  bargefteHt,  giebt: 

4)  .log(Z  •  z)  —  loglOm+*=  m  +  w  =  logZ  +  log*. 

$tefe  <$leid)ung  lautet  in  SBorten: 

1)  gegrfat*  $er  Logartt$mu*  eine»  $robufte8  tffc  gleid) 
ber  ©umnte  ber  Logarithmen  feiner  gfaftoren. 

SHtribiert  man  ©leidfjung  l)  burdf)  2),  fo  entfielt: 

Z :  z  =  10m :  10*  «  I0m-W/  ober  log.  gefd&rieben 

log(Z:  s)  =  loglOm~~*  =  m  —  n  =  logZ—  logs. 

2)  £e$rfa$.  3)er  Logarithmus  eine»  Quotienten  (93ru<fje£) 
ift  gleich  ber  2)ifferen§  ber  Logarithmen  feine»  SHoibenben 
(Sanier»)  unb  fciöiforS  (Kenner»). 

Änmerfung.  $er  Lernenbe  oertoedfjfele  log  (a  ±  6)  ntdfjt  mit 
log  a  ±  log  6. 
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$otenjiert  man  bie  ©leidfjung  Z  =  10™  mit  c,  fo  entfielt  (§  15,  2> 
Z?  =  10™,  ober  logar.  auSgebrücft 

\ogZc  =  log  10™  =  c  •  w  =  c  •  logZ. 

»CtfJJicI.  log  26  =  1,39794,  log  25»,  alfo  log  625  =  2  •  1,39794 
—  2,79588;  log  258  ober  log  15  625  =  3  .  1,39794  =  4,19382.  fcierauS 
folgt: 

3)  fccljrfafc.  2>aS  doppelte  (3)rcifa^c)  beS  Logarithmus 
einet  gafjl  ift  ber  Sog.  tljreS  CluabrateS  (ÄubuS).  Überhaupt 
ift  ber  Sog.  einer  Sßotenj  gleidfj  bem  Sßrobufte  aus  bem  @$= 
ponenten  unb  bem  Sog.  ber  ®afis. 

»ciftJtcIc  feum  folgenben  Lefjrfafee).  log784  =  2,89432;  Iog|/784 

8, 

Ober  log  28  —  2,89432  :  2  =  1,44716.     log  5832  =  3,76682,  log|/583Ä 

Ober  log  18  =  3,76582  :  3  =  1,25527. 

SBirb  aus  ber  ©leidfjung  Z  =  lOm  bie  wte  SBurjel  gesogen,  fo  ent* 

fte^t  \z  =  y  10W  =  lOm:w.    $iefe  ©letd&ung  logarit$miert  giebt: 
logy'Z  =  log  10TO:n  =  m  :  n  =  i  log  Z. 

4)  £e$rfa$.  $er  LogarttfjmuS  einer  SBurjel  ift  gleich  bem 
Logarithmus  beS  Sftabifanben  btöibiert  burdjj  btn  SBurjeU 
ejponenten. 

§  9.  Jptatttfdje*  Weinen  mit  ßrfgaritljutett. 

$ie  Vorteile  beS  föed&nenS  mit  Logarithmen  ftnb  in  ber  (Einleitung 
(§  l)  angebeutet  unb  in  §  3  öeraufd&aulidfjt  toorben.  2RtttelS  Logarithmen 
berechnet  man  $robufte,  Buotienten,  $oten&en  unb  SBurjeln  mittelbar, 
inbem  man  bie  Logarithmen  ber  3a$lem>erbinbungen  fud&t,  mit  ben  Log. 
in  §  8  geforberten  Seranberungen  Vornimmt  unb  föltefftid)  ju  bem 
neuen  Logarithmus  bie  jugeljörige  galjl  angiebt.  $er  Lemenbe  Beamte 
folgenbe  SBinfe:  1)  (Enthält  ein  mittels  Logarithmen  ju  bered&nenber 
8aj)lenauSbrucf  (Summen  ober  $ifferen$en,  fo  mufj  bie  Slbbition  unb 
©ubtraftion  auf  getoöljttlid&e  SBeife  ausgeführt  toerben;  benn  log(a±  6) 
ift  nidfjt  gleich  log  a  ±  log  b.  33eaeid&nen  a  unb  b  $otenjen  ober  SBurjel« 
gröfjen,  fo  1)at  man  fte  üorljer  einzeln  su  beregnen. 

2)  Umformung  eines  Log.  o$ne  SBertänberung  beSfelben. 
3)aS  9ted&nen  mit  Logarithmen  erforbert  in  mannen  gäflen  eine  ätoetf- 
mäßige  Umformung  biefeS  SluSbruifS.    Lefctere  grüntet  ftd&  auf  folgenbeS 

tiefet:  @in  Logarithmus  bleibt  feinem  SBerte  nad&  unge* 
änbert,  toenn  man  feine  Äenn&iffer  um  eine  2ln&al)l  pofittöcr 
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einleiten  n  öermc^rt  unb  jugleidfr  bet  9Ranttffe  red&tS  bie* 
felbe  Änja^I  negattüer  einleiten  (— »  beifügt. 
©0  tft  J.  ».  1,91646  —  2,91646  —  1  —  4,91646  —  3. 

a)  9tegatioe  Logarithmen  formt  man  ber  bequemen  föedjmmg 
toegen  ötclfac^  fo  um,  bog  bie  SRantiffe  pofitiö  toirb  unb  bie  negatfoe 
^arafterifti!  —  10  beträgt.    So  ift  j.  ».  —  1,81964  —  8,18046  —  10. 

b)  Um  bei  ©ubtrattion  eine*  größeren  ßogarit$mu3  öon  einem  Heineren 
al*  föeft  eine  f  oftttDe  aJtonttffe  gu  erhalten,  öerme$rt  man  bie  Äeunjiffer 
be3  SWinuenben  um  eine  pofittoe  gatyl  unb  $ie$t  benfelben  ttetrag  öom 
ganzen  ßogaritymufc  ab. 

©0  ift  5.  ©.  0,62326  =  3,62326  —  3 

2,62939        2,92639 

0,69686  —  3. 

c)  9ia$  geföeljener  SÄulttylifatton  eines  ßogaritymu*  mit  einem 
JBrud&erjponenten  mufj  ba3  $robu!t  fo  umgeformt  »erben,  bafj  an  ©teile 
ber  gebrochenen  Äennjiffer  eine  gange  gatyl  tritt,  $.  JB. 

0,63629    —  1         1t    .  0,268146  —  0,6 
o_fi_    W™™V    +  o;6  _0,6 

0,268146  —  0,6.  0,768146  —  1. 

d)  SBenn  bei  2)itrifion  etneS  Sogarit^muS  mit  negativer  ftemqiffer 
ber  heiler  in  festerer  ni$t  aufgebt,  fo  forme  man  ben  Sog.  fo  um,  bafj 
hie  (Sljarafteriftü  bed  Cluotienten  eine  gange  ga^l  toirb,  5.  ®. 

(0,81426  —  1)  :  6  =  (4,81426  —  6)  :  6  —  0,96286  —  1. 

e)  2)e!abif$e  (Ergänzung.  SKan  nennt  btejenige  gatyl,  toetöje 
einen  ßogarittymuS  ju  10  erganjt,  feine  be!abif$e  ©rgänjung  unb 
be$etd)net  fie  burdj  $orfe$ung  ber  Söudjftaben  D.  E.  öor  ben  ßogaritljmuS. 

©0  ift  $.  ».  D.  E.  log  2,91646  —  7,08366.  $ie  D.  E.  ergiebt  fidj 
föneU  unb  leidjt,  toenn  man  bie  niebrigfte  ©teile  be$  ßogaritljmu*  bon 
10  unb  feine  übrigen  Eejimalen  (im  ftopfe)  öon  9  abgießt.  (Sine  oorteil- 
l)afte  Sfatoenbung  ftnbet  bie  D.  E.  bann,  toenn  öon  ber  ©umtue  mehrerer 
ßogarittymen  ein  ober  mehrere  ßogarit^men  fubtraljtert  »erben  muffen, 
alfo  bei  ber  logarit$mifd>en  $ered)nung  eined  Cluotienten,  beffen  $iöibenb 
unb  fcfoifor  ?robu!te  ftnb.    (©ie^e  »eifoiel  2  unter  Sttöifton  (II). 

I)  SRuttiptüation.  Aufgabe.  $er  SRabtuS  eine«  Äretfe*  ift 
46,78  cm;  toeldjeS  ift  fein  glftc^enurijalt? 

Huf  löfuug.  J  —  46,78«  X  3,1416     qcm 

log  46,78    —  1,66068 
flog  45,78»==  3,32136 
1  log  3,1416  -»  0,49716 
3um  Sog.  be*  $robutte3  3,81851  gehört  bie  £a$l  6584,20. 
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II)  3)it>ifton.     1)  Aufgabe.    $er  Umfang  einet  Äretöftödje  be= 
trägt  40,07  cm;  tote  grofj  ift  ber  3)urd&meffer? 
Huflöf  ung.  d  _  40,07  :  3,1416 

log  40,07    =1,60282 
log  3,1416  =  0,49715 
3um  Sog.  be3  Quotienten  1,10567  ge$.  ber  Shtmeru*  12,754. 
2)  Aufgabe.    $en  Hu&brucl 

21,30  X  76,55 

314,50  X  71,80 
$u  beregnen. 

Buflöfung. 

log  21,30  =  1,32838 

log  76,55  —  1,88395  

Sog.  be3  3)itribenben  3,21233,  be3  $ibifor3  4,36374 

3,21233  =  6,21233  —  2     (@ie$e  2,  b) 
4,35374        4,35374 
gum  Sog.  be&  Ouotienten  0,85859  —  2  gehört  bteSaljl  0,07221. 
SBit  Sfofeenbung  ber  befabifd&en  ©rgan&ung  (2,  e)  $at  man: 
log  21,30  =  1,32838 
log  76,66  =  1.88396 
D.  E.  öon  2,49762  ift  7,50238  —  10 
D.  E.  öon  1,86612  ift  8,14388  —  10 

18,86859  —  20  —  0,86869  —  2. 

Statt  feie  öorljin  juerft  bie  Logarithmen  be&  SDiöibenben  nnb  3)iöifor3, 
hierauf  tyre  Eifferenj  ju  fudjen,  abbiert  man  bie  befabifd&e  ©rgänjung 
tined  jeben  gaftorS  be3  SrtöiforÄ  ju  ben  Logarithmen  ber  gfaftoren  be3 
SDitribenben  unb  &ie!)t  öon  jeber  D.  E.  10  ab.  $ie  Sttdjttgfeit  be3  »er* 
faljrenS  beruht  auf  ber  (SJleid&ung 

Ä  —  B  =  J.  -f  (10  —  B)  —  10. 
IQ)  ^oten^iernng.    3)en  3fo3brucf  l,43517  ju  beregnen. 
Stuflöfung. 

#  =  1,43517;  logaj  =  17  x  log  1,435 

=  17x  0,15685  =  2,66645 
x  =  N  log  2,66645  =  463,93. 
2)  SBic  gro&  ift  0,746^? 

Slttflöfung.  x  -»  0,7452'6 

log  x  =  2,5  log  0,745 

==  2,5  x  (0,87216  —  1) 
=  2,18040  —  2,5  =  0,18040  —  0,6  (@ie!)e  2,  c) 

+  0,5  —  0,5 

3u  log  0,68040  —  l  gehört  bie  3a^I  0,47907. 
emulier,  «rttfonettf.  30 
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IV)  »ttrjclauÄjic^ett.    1)  »ie  grofe  ip  V61629875  ? 


«Uflöfung.  «  —  V61629876 

logs  =  log61629S76:8 

=  7,78979  :  8  —  2,696697 
ä  «  N  log  2,696697  =  896. 

2)  x  —  V0,07365. 

^uflöfung.  log«  —  log 0,07366  :  6 

—  (0,86717  —  2)  :  6 
9Ktt  «ntoenbung  oon  2,  d        =  (3,86717  —  6)  :  6  —  0,773434 
X  —  N  log  0,773434  —  0,69352. 

$ie  bejubelten  ©cifptetc  burften  bem  Lernenben  gegeigt  l)aben,  ba§ 
mit  $ftlfe  oon  Logarithmen  fe^r  mfiljeDolIe,  jeitrcm&enbe  fRed&mtngen  in 
letztere  unb  fürgere  oertoanbelt  toerben.  Sefonberd  Sßotenjierung  unb 
SßurjclauSate^cn  größerer  galten  gehalten  ftd)  bei  logaritymifdjer  ©e= 
redjnung  etf>ebltd>  einfädlet,  at*  bttrc^  ©enufcung  bcr  be$ügli$eu  gormeln. 
Mein  bie  Logarithmen  ftnb  ntdjt  nur  oon  großem  9ht|en,  fonbem  in  ber 
Algebra  gerobeju  nottoenbig  unb  unentbehrlich.  3«  folgenbem  foH  gezeigt 
toerben,  toie  getoiffe  Arten  oon  ©leidjungen  jt<$  nur  mit  #filfe  oon  Loga- 
rithmen löfen  laffen. 

V)  «uflöfung  einer  (Sjponentialgleidjung.  (Sine  Gleidjung, 
in  »eldjer  bie  llnbefannte  als  (Exponent  einer  $oteng  ober  2Bur$el  er* 
fd&eint,  alfo  eine  (SHeidjung  oon  ber  gorrn 

1)  a*J—  6    ober    2)   j/a  —  b 

Reifet  <£sponenttalgletd)ung.    ©leidjungen  oorfteljenber  gorm  laffen 
ftd)  mittels  Logarithmen  in  algebraifdje  oertoanbeln. 
«uflöfung  l). 

ax  =  b;    x  •  log  o  =  log  6;    rc  =  .— ^-  • 

3a^lenbeif»)iel.  16*—  612. 

«uflöfung. 

i      h*        i      *„«  log  512        2,70927 

#  •  loar  16  =■  loflr  612:    x  =  -~ =  — • 

g  uff«,**,    ^        1q^16        120412 

liefen  Duotienten  logarit!)mi{d>  Beregnet,  giebt: 

log  2,70927  =  0,43285 
log  1,20412  =  0,08067 

Su  log  0,35218  gehört  bie  3a^l  2,25. 

SUfo  x  =  2±- 
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§  10.  ®eföi$tH$eS  übet  bie  Sogaritymeit. 

l)  $ie  ßogarit^men  bon  ©urgt,  8ejier  unb  Äejilcr.  SRadfj 
beftimmten,  juberföffigen  »ertöten  ©ramer»*)  (1588—1650)  unb 
3o$anne3  Achter»  ftnb  bie  ßogaritymen  bon  bem  ©t^toetjer  Sooft 
ÖÄfgi  (1552—1632)  erfunben  toorben.  Se|terer  toar  in  ßidfjtenfteig  ge= 
boren  unb  lebte  fpäter  atö  $ftronom  unb  SBatljematiler  be3  ßanbgrafen 
2Bifl)efot  bon  Reffen  in  Raffet.  Seranlaffung  jur  (Srfinbung  ber  Soga= 
ritljmeu  gab  bte  Sergletdjung  ber  aritljmetifdjjen  unb  geometrifdjen  SReitje 

1)  0,  d,  2d,  3d  .  .  .  md  .  .  .  nd  .  .  . 

2)  1,2,  2»,    «■....«"■...«"... 

2)ie  SSejie^ungen  beiber  föeüjen  ju  einanber  waren  jtoar  fd&on  fett 
Slrd&imebeS  belannt,  aber  nodj  bon  feinem  SJlatyematifer  ^raftifd^  er= 
foriejjlid)  benufct  toorben.  Söürgi  bagegen  gab  biefen  merftoürbigen  Söe* 
jie^ungen  praftifd)e  ©eftalt,  inbem  er  in  ber  erften  Steige  bie  2)ifferen$ 

d  =  10,  btn  Duotienten  ((Sjponenten)  ber  jtoeiten,  alfo  q  =  1  +  — 4 

—  1,0001  fefcte  unb  Ijiernadf)  bie  numerifcfjett  SBerte  ber  SReiljen  beregnete. 
$>ie  allgemeinen  gformeln  für  bie  Saljlentoerte  ftnb  xn  «=  10  •  n  unb 

yn  =  io8  •  1,0001*.  Um  bie  aritljmetifcfjett  unb  geometrifdjen  ^rogref  ftonS* 
tftfjltn  5U  unterfcfjeibett,  bezeichnete  er  erftere  (ßogaritljmen)  burdf)  rote, 
lefctere  (9htmeru3)  burd)  fd&toarje  giffem,  unb  nannte  fie  fcfjledfjttoeg 
rote  unb  fdjtoarje  Sagten.  3)er  ©rfinber  beregnete  bie  Saljlen  nadt> 
folgenbem  einfachen  (SJefefc:  jebe  folgenbe  rote  gatyl  toirb  aus  ber  bor^er* 
geljenben  burdfj  ^bbition  ber  10,  bagegen  jebe  fdjtoarje  aus  ber  borfjer* 
getyenben  burd&  ^injufügen  be3  10  OOOften  Xetle8  berfelben  gefunben.  $te 
folgenbe  Tabelle  1  möge  bie  (Sntfteljung  ber  „$ritljmeti{d)en  unb  geo- 
metrifdfjen  $rogre{$tabulen"  beranfd&aultcfjett.  $ibtbiert  man  bie  roten 
galten  ©ürgiä  burd)  106,  bie  fd^toarjen  burdf)  108,  fo  entfielt  bie  Tabelle  2, 
toelcfje  jeigt,  bafj  bie  ßogaritfjmanben  S3ürgi3  oon  1  an  über  bit  SBafiS 


*)  Gramer,  ein  Scfjtoager  SBürgiS,  berietet  bom  ftafjre  1630,  „bafe 
er  bor  20  unb  meljr  3a!)ren  Sooft  83ürgi  eine  fdjöne  Sßrogre&tabul  mit 
iljren  Eifferenjeu  oon  10  $u  10  in  9  giffern  lalfuliert,  audf)  in  ?rag 
1620  brudfen  laffen,  ba{$  alfo  bie  gnbention  ber  ßogaritljmen  ntdfjt  be3 
Steptri,  fonbem  oon  genanntem  S9ürgi  (tote  folcfjeS  bielen  toiffenb,  unb 
iljm  aud)  #err  Äepteruä  8*uöw3  (jfc&t)  fo^ge  pbor  erfunben".  Äepler 
toar  wegen  ber  belagerten  Veröffentlichung  ber  Xafeln  S3ürgiä  ungehalten 
unb  nannte  ü)n  in  feinem  Unmut  einen  ©eljeimniairämer. 

30* 
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1.  Säbelte. 


Sfafymg. 

2.  Tabelle.  (SKobeme S>arftettung.) 


«trlt^rn-  ttetye. 
Rote  freien. 

i  =  lön. 

«eomett.  Kette. 

©djtoarje  Sagten. 

Numerus 

ßoflaritljmu» 

* 

9tumeruft 

0 

100000000 

100000000 

0 

1 

10 

lOOOlOOOOoooo 

100010000 

0,00010 

1,00010000 

20 

1000200010000 

100080001 

0,00020 

1,00020001 

30 

1000300030001 

100080003 

0,00030 

1,00030003 

40 

1000400060004 

100010006 

0,00040 

1,00040006 

60 

1000600100010 

0,00060 

1,00050010 

6000 

• 
106126407 

0,05*000 

1,05126407 

10000 

110616639 

0,10000 

1,10516539 

60000 

164868006 

0,50000 

1,64868006 

100000 

271814696 

1 

2,71814593 

230270022 

1000000000 

2,30270 

10 

beS  natürlichen  ©tjftema  bis  10  fortfdjreiten.  2He  und  geläufige,  öon 
©uler  geföaffene  i^eorte  ber  ßogaritljmen  toar  83ftrgi  öoKfommen  mt* 
belanut:  i!)m  erfd&ienen  biefelben  uut  als  bebeutfame  unb  merltoürbtge  „85er* 
ljältniSäaljlen",  ber  ©egriff  „Söafi*  eine»  SogaritymenfoftemS"  toar  il)m 
ööttig  ftemb.  Sfotdj  unferer  Sfoffaffung  ift  bie  SBafiS  ber  »firgifdjen  $er* 
^ftltni^len  2,71814593,  beten  SogaritfjmuS  1  ift.  $iefelbe  ftimmt  alfo 
na^eju  mit  ber  ©runbja^l  beS  natürlichen  (StyjtemS  c  =  2,7182 . . .  überein. 
SBürgt  benufcte  feine  „SßrogrefcXabulen"  beim  SRedjnen  in  ber  SBeife,  bafj 
er  öon  ben  ft^uiarjen  galjlen  als  gegebenen  auSgeljenb,  bie  iljnen  sugeljörigen 
roten  auffülle,  mit  benfelben  bie  nädjft  niebere  Operation  bolljog  unb 
fdjliejjtidj  ju  htm  Ergebnis  bie  entfpredjenbe  fdjtoarje  3^1  auffälug*). 
ÜJladj   bem  äeußniffe  Keplers  unb   SBramerS  ljatte  83ürgi  feine  Xafeln 


*)  @r  fdjlug  alfo  baäfelbe  »erfahren  ein,  meines  toir  beim  ©ebraud) 
einer  Logarithmentafel  befolgen. 
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ätoetfelloS  öor  1610  ooflenbet.  SBegeu  Berufsarbeiten  unb  bcr  bürg  bcn 
30jäj)rigen  Ärieg  gefgaffenen  ungünftigen  »erljältniffe  formte  S3ürgi  feine 
„Ißrogrefj-Xabulen"  erft  foäter  öeröffentügen.  $>iefelben  erfgienen  unter 
bem  Xitel:  „2lrit!)metifge  unb  geometrtfge  $rogre6*2;abulen, 
(amt  grünbligem  Unterricht,  tote  folge  nüfclig  in  allen  IReg* 
nungen  ju  gebrauten  unb  öerftanben  toerben  fol".  Sßrag  1620. 
60  S.  in  4.  $urg  biefe  Belagerung  ift  SBürgi  um  bie  @§re  ber  @r* 
fmbung  ge!omtnen. 

Unabhängig  öon  Söürgi  erfanb  ber  ©gotte  ßorb  3o|n  Kajiier*)  — 
in  $eutfglanb  meiftenS  SReper  genannt  —  bie  Logarithmen.  3)iefer 
©eleljrte  öeröffentügte  feinen  beregneten  logaritymifgen  Canon  bereits 
int  Sa^xe  1614  unter  htm  Xitel:  „Mirifici  logarithmorum  canonis  De- 
ßcriptio'4  u.  f.  to.  ©ine  Erläuterung  über  bie  Beregnung  ber  Logarithmen 
tourbe  nag  SReperS  Xobe  einer  oon  feinem  @oljn  Stöbert  beforgten  neuen 
Auflage  1619  beigegeben. 

Wapiti  ging  toon  iljm  etgeutümligen  ttnemattfgen  Betragtungen 
aug,  bie  aber  aug  auf  eine  Bergleigung  ber  beiben  oben  angeführten  föeiljen 
ljinauSltefen,  nur  mit  bem  Unterfgiebe,  bafj  er  bie  Xifferen^  ber  arit^ 
metifgen  SRci^c  d  =  1,  ben  Quotienten  (Srjponenten)  ber  geometrifgen 

2  =  1  —  Jqj  fefcte,  alfo  bie  Beaiefjungen  xn=  n  unb  yn  =  107  •  ( 1  —  —A 

feinen  Segnungen  ju  (SJrunbe  legte.  S)ie  8aWen  ber  erften  föeilje  nannte 
jfteper  „Artificiales"  (ihinft&aljlett),  fpäter  Logarithmen,  bie  ber  5toeiten 

(l  \*°7 
1  — -jö») 

=  0,367879,    toelge  3^1   ungefähr  mit   bem  umgef ehrten  SBert  ber 

©runbja^l  beS  natürligen  (SijftemS  —  =    71gog —  übereinftimmt. 

3n  Xeutfglanb  fanb  bie  neue  föegnungSart  (Logarittymenregnung) 
feitenS  ljeröorragenber  2Ratljematifer  SlnHang  unb  anlüge  Slufna^me. 
3m  Borbergrunbe  fteljt  3ojouneÖ  «ejrfer  (1571—1630),  toelger  ftg  um 
bie  Begrünbung  unb  Berbreituug  ber  jfteperfgen  Logarithmen  ljeröor; 
ragenbe  Berbienfte  erworben  Ijat.  S)a  bie  erfte  Ausgabe  öon  SReperS 
Xafeln  feine  (Erläuterung  über  bie  Beregnung  feiner  Logarithmen  enthielt, 
fo  erfann  er  ein  neues  Berfafjren  unb  beröffentligte  feine  Xfjeorie  mit 
einer  öon  iljm  beregneten  Logarithmentafel  in  einem  eigenen  SBerl 
(Harburg  1624),  toelgeS  1625  bürg  eine  atoette  (ögrift  öon  i^m  ergänzt 
ttmrbe.  Kepler  benufcte  feine  Logarithmen  bei  aftronomifgen  Beregnungen. 


*)  ©eboren  1650  auf  @glo&  SKergifion  bei  ©binburgl),  geft.  1617 
am  3.  Styril  auf  feinem  ©tammfgloffe.  @ein  $auptfhtbium  toar  3Äat^e= 
matif. 
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2)  2)te  SBrtggafd&en  Sogaritljmen.  Sterjenige  SRatl)emattfer, 
tt>eld)er  am  meiften  ba$u  beigetragen  Ijat,  baf$  bie  ßogaritfynenredjnung 
balb  Gemeingut  aßet  SJtotljematifer  bet  gebilbeten  Nationen  ttmrbe,  ift 
|>enrt|  8rigg9,  erft  ^rofeffor  bet  (Geometrie  in  Bonbon,  flötet  in  Orjorb. 
SWS  biefer  bie  6d)rift  9ltptt%  !ennen  lernte,  öerfiel  er  auf  ben  glücflid&en 
(Sebanfen,  bafj  ein  Sogaritljmenftjftem  mit  ber  SBaftö  10  für  baS  loga* 
ritymifdje  SRedjnen  jtoeclmftfjig  fei»  9*ad)bem  er  toorerft  mit  SReper  über 
feine  SKeimmg  in  SBriefmedjfel  getreten  fear,  befudjte  er  ben  Sßatljemarifer 
im  ©ommer  1615  in  (Sbtnburgl).  #ier  blieben  beibe  (Mehrten  einen 
3Jtonat  ljinburd)  in  gemeinfamer  Beratung  nnb  Sirbett  jufammen.  9ltpex 
erflftrte  fidj  mit  ber  3aljl  10  als  Safte  ber  ju  beredjnenben  ßogaritljmen 
einöerftanben,  unb  e3  ttmrbe  aud)  btö  Serfaljren  für  bie  Söeredjnung  ber* 
felben  öereinbart.  Se|tere  fdjlofi  fid)  nrieber  an  bie  befannten  Steigen  an, 
welche  nun  für  d  =  1  unb  q  =  10  in  bie  Säulenreihen 

0,  1,      2,       3,       4,       5     n 

1,  10,    10*,    108,    104,    105 10w 

übergingen.  $ie  SBe&eidjnung  „ßogarttljmuä"  ttmrbe  beibehalten,  ben 
Flamen  „(Sljarafterifti!"  Ijat  SBriggS  gefdjaffeu.  3)ie  2lu8fü!)rttng  ber 
Arbeit  naljm  nun  ©riggä  felbft  in  bie  §anb.  $18  toorjüglid)er  unb  un* 
ermübltdjer  SRedjner  mar  SBriggS  fd&on  im  nädjften  Sommer  in  ber  Sage, 
Sfceper  einen  erheblichen  Seil  ber  feljr  mutanten  Arbeit  fertig  öorlegen 
ju  fönnen.  3*n  folgenben  Saljre  beröffentlid&te  SriggS  jur  $robe  bie 
adjtftelligen  Sogaritljmen  ber  Rafften  1—1000  unter  htm  Xitel:  „Loga- 
rithmonim  Chilias  prima".  Londini  1617.  @r  fanb  in  Abritt«  Jölttlf, 
SJlattyematifer  unb  $öud)l)änbler  in  (Stouba,  einen  tüchtigen  unb  eifrigen 
Mitarbeiter,  fo  ba%  SBriggS  in  feiner  „Arithmetica  logarithmica", 
Londini  1624,  bie  trierjeljnfteü'igen  ßogarit^men  aller  galjlen  oon  1—20  000 
unb  toon  90  000  bis  100  000  toeröffentlid)en  !onnte.  3)urdj  biefe  ttmljrs 
l)afte  SRiefenarbett  $at  83rigg&  bie  mm  SRedjmmgSart  jum  ©emeingut 
ber  Äulturöölfer  gemalt  nnb  jtdj  in  ber  SRadjtoelt  ein  motyloerbtenteS, 
unöergefclidjeS,  banfbareS  Slnbenlen  gefiebert.  —  SSlad  füllte  bie  t>on 
5Brigg3  gelaffene  Sücfe  aus  unb  gab  1628  unter  bem  Xitel  „Editio  se- 
eunda  aueta"  bie  ßogartttjmen  aller  galjlen  fcon  1  — 100  000  auf 
10  S)eaimalfteHeu  ljerauS  —  2)ieS  SBerf  ift  bie  erjte  MKftiaMfe  Äoga» 
rtt|mentttfel.  —  jRüalaite  Äaufmann  (Mercator,  geb.  1620  in  ©olftcin, 
geft.  1687,  öeröffentlidjte  in  feiner  ©djrift  „Logarithmotechnica", 
Londini  1668,  ein  neues  $erfal)ren  jur  genauen  unb  bequemen  SBered&mmg 
ber  natürlichen  ßogarittjmen.  (Sr  jetgte  barin  femer,  bafj  ba$  toon  einem 
Sogen  einer  gleichzeitigen  ^typerbel  (belogen  auf  i!)re  2lfomt>toten  aU 
Sldjfen),  ber  2C&fciffenad)fe  unb  jtoei  Drbinaten  begrenzte  fjläd&enjrücf 
einem  ßogaritljmuS  gleidj  ift  unb  jtoar  in  bemjenigen  @nfteme,  toeldjem 
bit  SBaf  t$  2,71828  . . .  julommt.  Steuer  lam  berS>lame  „$  werboliföer" 
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ober  „natürlicher"  SogaritljinttS  auf.  Allgemein  üblid)  mürbe  biefe 
Steaeid&nung,  »ie  att$  ber  »udjftabe  c  für  bie  3a$t  2,71828...,  burdj 
G*fcr*)>  ber  audj  bie  Gtgenföaft  ber  Sogaritymierung  als  jtoette  Um= 
fe^rung  ber  $oten$terung  erfannte  unb  nidjt  minber  juerft  ben  tarnen 
„SRantiffe"  (Introductio  I  83)  gebrauste. 

SSon  neueren  ßogaritfynentafeln  ift  öorjüglia)  baS  „Sogaritfjmifö* 
trigonometrifdje  #anbbudj"  beS  gfreiljerm  tum  öega**)  ju  erlognen,  toeldjeS 
lange  Seit  in  Eeutfdjlanb  faft  ausfdjliefjlidj  im  ©ebraudje  mar  unb  Ijeute 
no<$  ein  feljr  gefdjäfcteS  unb  Diel  verbreitetes  Söud)  ift.  3n  ben  Spulen 
toerben  \t%t  bietfad)  fünf»  unb  oierfteflige  ßogarittjmentafeln  (@<$lömildj, 
SBittjtein  u.  a.)  benufct. 


xm. 

aber  ipijtyajoretltye  3al)len. 

9^ac^  bent  ßeljrfafce  beS  SßtytljagoraS  ift  in  jebem  red)ttoin!eligen 
%xdtd  baS  Ouabrat  über  ber  #t#otenufe  gleid)  ber  ©imune  ber  Ouabrate 
über  btn  ftatyeten.  (SS  ift  tooljl  unjtoeifefljaft,  bafj  bie  $t)t!)agoreer, 
toeldje  jtdj  oiel  mit  ben  ®igenfd)aften  ber  galten  beföäftigten,  burd) 
JBerfudje  mit  3*$fatrtüjtn  jur  ©ntbetfung  biefeS  SetyrfafceS  gelangt 
ftnb***). 


*)  „Gtnlettung  in  bie  analtjfiS  beS  Unenblid&en",  beutfdj 
bon  SKaf  er ,  «erlin  1886,  Seite  91:  „$ie  auf  ©raub  ber  SBaftS  2,71828 . . . 
beregneten  Logarithmen  toerben  getoöljnlid)  natürliche  ober  ^t)pex- 
bolifdje  genannt,  toetl  bie  Cluabratur  ber  Kerbel  burdj  foldje  ßoga* 
rühmen  ausgeführt  toerben  fann.  SBir  toerben  nun  in  ber  golge  ber 
äürje  falber  für  biefe  3al)l  2,71828  . . .  jlets  ben  »ud&ftaben  e  gebrauten, 
fo  ba{$  alfo  e  bie  Safts  ber  natürlichen  ober  Iftperbolifdjen  Sogaritijmen  be* 

beutet,  ober  eS  foU  e  bie  ©umme  ber  unenblidjen  föeüje  1  +  T  +  — -  -\ 

be&eid&nen." 

**)  ©eorg  Sega  tourbe  1756  (nad)  anbern  1754)  im  3)orfe  gagorifta 
im  #erjogtum  Äratn  geboren.  Als  armer  SBauerniunge  trat  er  in  bie 
öfterrcic^ifc^e  &rmee  ein  unb  braute  eS  &um  Ärtitterieoberften  (nadj  anberer 
Duelle  jum  Dberftiietttenant)  nah  Sßrofeffor  ber  SWat^emati!  in  SBien.  gur 
ftnerlennung  feiner  tyeroorragenben  ßeijhmgen  als  <$ele1)rter  unb  ©olbat 
tourbe  er  1800  in  ben  greüjerroftanb  erhoben;  toarb  am  26.  Sept.  1802 
als  Opfer  eines  SRaubmorbeS  in  ber  $onau  gefunben. 

***)  3)a  bereits  befamtt  toar  —  Hrnetl)  erbltdt  hierin  ein  geiftigeS 
Gemeingut  and)  ber  älteften  ftulturbötter  —  bafj  in  einem  redjttotnfeltgen 
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©ejeid)nen  a,  b  unb  c  bie  rationalen  SRafjjaljlen  ber  Seiten  eines 
redjttmnfeligen  EreiecfS,  fo  tft  a*  +  6*  «=  cf  nnb  man  nennt  bie  S^lcti 
a,  &  unb  c  $t)t$agoreifd)e.    SaJjlengrujtyen  biefet  8rt  finb  5.  93. 


1) 
2) 


4,      5 

8,     10 
12,     16 
u.  f.  to. 

I)  Siftmtftdftefe*: 


I6' 


13 


7,    24,    25 

14,     48,     50 
21,     72,     75 

u.  f.  to. 


5,    12, 

10,     24,     26 
15,     36,     39 

u.  f.  to. 

SKan  gelje  aus  öon  einet  beliebigen  un* 
geraben,  natürlichen  gatyl  w  (l  ausgenommen),  ergebe  biefelbe 
inS  Cluabrat,  n\  unb  jerlege  biefeS  in  jtoei  Säulen,  toon  benen 
bie  eine  um  1  größer  ift  als  bie  anbere.  S)ie  Sagten  ljaben 
alfo  bie  gorm: 


(SS  ift  nämlidj 


n,    ±(n*-l),    ±(n*+l). 


Söetfpiele  ju  H). 

8,    15,    17 

16,     30,     34 
U.  f.  tu. 


16, 


20, 

21, 

2» 

40, 

*2, 

68 

u 

.f.» 

12,    20 

,     24,     40 
U.  f.  tt>. 

II)  »Ubungögefefc.    SJtan  bilbe  galten  oon  ber  gorrn: 

in  toeldjen  8uSbrücfen  bie  geilen  p  unb  q  natürliche  galten 
bejeidjnen  unb  p  >  q  getoäljU  toerben  mufj. 

»etoeiS.    @S  ift  (2pq)%  +  (p1  —  g8)  =  (p1  +  g*)f- 

Sefct  man  5.  33. 

Ig  =  1,  fo  erhält  man    8,  15,  17. 
q  -  2,   „       „         „     16,  12,  20. 
_____  2  =  3,   „       „         „     24,     7,  25. 

2)reiecf  mit  ben  Äatljeten  3  unb  4  Söngenein^eiten  bie  ^^otenufe 
5  biefer  2?eUe  Ijat,  fo  lag  eS  nadj  Söfung  ber  aritfjmetif djen  Aufgabe 
(öon  feiten  ber  Sßijtljagoreer)  über  bie  Sufammenfefcung  einer  rationalen 
Duabratjaljl  aus  5h? ei  rationalen  öuabratjaljlen  nalje,  burdj  Seidjnung 
ju  öerfudjen,  ob  aud)  bie  ben  neuen  Säulen  entforedjenben  ©treden  fict) 
ju  einem  redjttoinfeligen  3)reied  frufammenfefcen  liegen.  Sergleidje  btn 
lehrreichen  Sfoffafc  oon  ©untrer:  „$aS  gefdjidjtlidje  Clement  beim  mat^e= 
matifdjen  Unterricht"  in  ber  geitfdjrift  „(SJtymnaftum"  I.  Saljrgang, 
(Seite  278  u.  f.  f.  unb  ftlügel:  „9ttatfjematifdjeS  SBörterbudj"  britter  Seil 
Seite  932. 
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XIV. 
abgekürztes  tttarjelattBjietyett, 

(«ergletdje  Mc  «ßaragra^en  20,  24,  61  nnb  ©eite  399,  VI.) 

Stte  Seredjmmg  bei  Duobrattoutjcl  toirb  baburd)  abgefüllt,  bafj  man, 
toie  ©eite  73,  81  unb  163  bemerft  ifi,  bte  ben  föang  ber  giffern  be* 
jeid&nenben  Nullen  —  alfo  bic  beiben  Nullen,  mit  benen  boS  $ro* 
buft  a*  enbet,  foniic  bic  eine  9htH,  mit  toeld&er  bie  burd)  a,  2  a  nnb  2aö 
bezeichneten  galjlen  enben  —  toegläfjt,  bie  anbern  3iffetn  aber  anf  bie 
itjnen  jufommenben  Stellen  fefct.  (Sine  »eitere  8bfürjnng  befteljt  barin, 
bafj  man  &n  btn  heften  jebeSmal  eine  AI  äffe  fefct  nnb  bie  Sßrobufte  2  ab 
nnb  6*  mit  einem  JDlale  fubtraljiert.  fflofy  fürjer  geftaltet  fidj  baä  ©djema 
ber  SRedjnung,  totnn  man  ben HuSbrotf  2 ab  +  5*  in  ber  gfornt  (2  a  +  6)  6 
beregnet.  3)a  baS  Sßrobuft  2a  immer  mit  einer  9lnII  enbet  nnb  & 
ftetö  eine  einhellige  galjl  bejeidjnet,  fo  lann  man  ben  SBert  für  b  an 
©teile  ber  Sfcull  im  9tu8brucf  2  a  fe|en  nnb  bie  erhaltene  8aW  m^  & 
öertrielfadjen.    ©o  ergiebt  ftd)  bie  jtoeite  Storfteflung. 

I)  %*tm:  a  +  b  +  c 

yi4|82|25  =  3     8     6 
a%  =       9  ci        &' 

2a  =  6-f       682 
2a&  =  6.8=       48 


64J 


&*  —  8*  =        

2a' =  76—  38  25 

2a/6/  =  766=  38  0 

y%  ^s^  25 

K)  gorm: 


o. 


t a  +  6  +  c 

yi4|82|25  —  3     8     5 

a*  =      9_  "^     y 

2a  =  6-f-       6  82 

(2a  +  &)  6  =  68-8  =       544 

2a'  =  76-^-         38  25 

(2a'  +  ö')  V  =  765  •  5  =  38  25 

0. 

$a3  ÄnbihDnrjelauÄjie^en  gestaltet  ftdj  fürjer,  toenn  man  sunt  er* 
Seltenen  tiefte  jebeämal  eine  älaffe  föreibt  nnb  bie  Sßrobnfte  3a*&, 
3a&*  unb  &8  auf  einmal  fubtraljiert.  SBei  ber  ©ubtraftion  bebient  man 
ftdj  ätoetfmäfjiö  ber  ffibbeutfdjen  3WetI)obe  (Seite  435).  SHe  ©umme  ber 
abju&ieljenben  Sßrobufte  !ann  man  and)  in  ber  3form  (3a*  +  3a&  +  &*)  b 
ober  [8a*  +  (8a  +  b)  b]  •  b  berechnen,  toie  §form  D)  geigt. 
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I)  ffotnt: 

a8  =  48  «= 

ff 

a  +  t  +  c 

V76|765|626  «= 
64 

=  425 

^7f    V 

3a*  =  48  ~ 

12  765 

80*6  — 48- 2 — 

96     * 

3a&2  =  3422  = 

48 

6S  =  28  = 

8i 

3a/f  =  6292  -f- 

2  677  625 

3a'2&'  =  342,5  = 

2  646  0     | 

Sa'&'2  =  34252  = 

3150    1 

J'!  =  5S  = 

125) 

n)  gorm: 

]/76|765|625 

0. 

a-f  6-f  c 
=  4     2     5 

a8  =  48  «o    64 

"V    7 

12  766 

48       = 

=  3a2 

(3a2  +  3a&  +  fc2)  6  =     10  088 

2  677  625 

a)     24    = 

3a& 

ö2 

(3a'2  +  3a'&'  +  &/2)&'  =       2  677  625 

0. 

y)  6044  = 
fl)  5292  = 

3a2  +  3a&  +  &* 
3a'2 

$ie  Saljl  unter  y)  mit  6  —  2  öeröielfadjt,  giebt  (3a2  +  3aö  +  62) .  b. 
3)en  2Bert  für  3a'2  erhält  man,  tnbem  man  bic  8a^cn  untet  a)  W»  y) 
abbiert  unb  nodj  62  =  4  Jjinsuffigt.  @3  ifi  nämlid)  3a2+6a&  +  3&* 
«=  3(a  +  6)2-=3a'2. 
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«bbilbung  ber  Sagten  12,  94,  156, 

390,  393,  410,  422. 
3tbgefür$te3  iRed)nen  mit  Dezimal* 

brüten  486. 
^[böcfütjtc  Sfaflöfung  linearer  ©tei* 

djungSfofteme  318. 
#bgelür*te  &u3äieljung  ber£tuabrat= 

unb  Äubütourjel  400,  401. 
$bl)angigfeit  jtoeier  (Sröfcen  308, 

310,  315. 
TOfcifle  311. 
fcbfolute  Säulenreihe  96. 
«bfoluter  Betrag  424. 
Stbfolutglieb  363. 
Hbbition,  Segriff  13,  102,  426. 
«bbiüimSmetljobe  316. 
Algebra  268-385. 
fclgebraifd&e  (Summe  102, 121—139. 
WgoritljmuS  337,  446. 
Stmplitube  425. 
BnaltiftS  8. 

Änfafc  t>on©leid)ungen28l,337,338. 
Argument  425,  444. 
ftritymeti!,  allgemeine  unb  befon- 

bere  8. 
Writljmeti!,  Aufgabe  berfelben  2. 
„       ,  begriff  2. 
„       ,  ©runbfä|e  10. 
,  flhifcen  11. 
«rit$metifd)e3  Dreied  138. 
HritbmetifdjeS  HJttttel  207. 
^Iritgmetijd&e  Proportion  §  70. 
&ffociation3gefefce  17,  27. 
tluf  gaben,allgemeineunb  bef  onbere  7. 
STuflöfung    ber  Gleichungen  burd) 

Verlegung  §  88,  Seite  350,  c,  376. 
ffasbruef  9. 
Sfofjenglieber  einer  ^roportton  206, 

210. 
WuStoertung  ber  Determinante  330, 

383. 


ÄaftS  einer  $oten$  50. 
SBafiS  eines  galjlenfoftemS  7. 
$ebtngung3gletc§ungen  261. 
benannte  8al)l  3. 
©efttmmungägleidjungen  261,  322. 
SefttmmungSgröfjen  321. 
Sö^outfdje   @limination3metl)obe 

322. 
Sinom  9,  56,  136,  396. 
©inomialfoefflgtenten  137,  138. 
»tnomialtafel  137. 
«inomtfdjer  ßeljrfafc  138. 
SBrudjbegriff  141,  156. 
SBrudjpotenaen  166. 
»rut^ftri^  39,  142,  445. 
SBrfidje,  gleichnamige,  ungleichnamige 

142;  ed)te,  unechte  142. 
Sudjftabenredjnung  2. 
Söudjftaben  aU  ßalfoeidjen  8. 

«Ijarafterifttf  453,  468. 
©arteftfdje  3etd)enregel  354. 
Conto  correnten  244. 
(Sramer'jdje  Siegel  337. 

Defabifdje  ©rgfinjung  462. 
Defabifd&eä  galjlenfoftem  6. 
3)eterminantens©egriff  333. 
Deutung    ber    SBurjeltoerte    einer 

©leidjung  291,  292. 
Dejimalbrüdje  152. 
Differenz  18. 

2)iop!)antifd)e  (Sletdjungen  308. 
DiSfontredjnung  248—252. 
DiSfontteiler  260. 
Dteftiminante  349. 
Diftributiugefefc  28. 
Dioibenb,  Dtoifor  40. 
3)üribuu3  134,  183. 
Ditrifton,  ©egriff  berfelben  38 :  IBor- 

bereitung  berfelben  37 ;  burdj  einen 
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8rud&  151;  bnrdfr  Hutt  113, 114 
burdj  algebraiföe  ga^len  111 
burcfc  algebraifdje  Summen  125 

©runbgeKle  *°- 
ShreiedSaaljlen  4. 
S)retfa|  235,  240. 
2)urdjf  djnittöred&nung,  $urd)f  djnitt^ 

reget  207,  208,  257,  443. 

fingelteibete      (Gleid&ungSaufgaben 

§§93,  94,  95,  96,  102,  112. 
eittbett  2. 

(£üifefeung3metl)obe  320. 
Einteilung  ber  ©leidjungen  260. 
©infc^alten  457. 

Elemente  einer  Determinante  333. 
@limtnation3met$oben  316. 
eliminieren  316. 
@nt^altenfein  39. 
©ntnncfeln  einer  (Gleichung  265. 
ergangen,  (Srgän$ung3metl)obe  101, 

433. 
(Erweiterung  be3  $ruäbegriffe3 156. 
(Srtoeiterungen  be3  Sßoten&begriffeS 

116,  166. 
©rtoeiterungen  beS  SBurjelbegriffeS 

119,  172. 
Erneuerungen  be3  galjlbegriffeä  91, 

140,  380,  403,  444. 
Exponent  eines  SSerljältniffeä  203; 

einer  ^otenj  50;  einer  SEBurjel  68. 
Exponentialgleichung  267. 

fcaftoren  26,  27. 

gaftoren  *  8c^^Ö^nÖ     algebraif  d>er 

©ummen  130—134;  algebraifd)er 

(Gletd&ungen  272—274,  350,  376. 
galftred&nung  283,  284,  285,  §  96. 
glftdjenjaljien  29. 
Solge  (Seidjenfolge)  354. 
gormel,  begriff  berfelbeu  9;  nudnHge 

gormein  52,  55,  57,  58,  61,  62, 

66,  87,  138,  348. 
gunftion  308. 

(Gaufjtfdbe  galjlenebene  422. 
(Gemeinfd)aftlidje3  SHelfadje  183. 
(Generalnenner  146,  183. 
(Geometrifdje  ^Ibbitton   unb   @ufc 

traltion  419—422. 
(Geometrtfdjeä  Mittel  227. 
(Geontetrifdje  Proportion  208. 
(Georbuete  gorm  einer  algebraifctyen 

(Bleid&ung  266. 


(Georbnete  gorm  einer  algebratfd)en 

<Smnmt  126. 
(GefeUfdjaftSredjnung  253. 
(Gleid$eit3seidjen  9,  446. 
(Gleid&fefcungämetfjobe  320. 
(Gleichungen,  Einteilung  berfelben 

260. 
(Gleidjung  ber  (Geraben  313;  be3 

ÄreifeS,  ber  Ettipfe,  ber  Parabel, 

ber  #ljperbel  381. 
(Gleid>ung3f Aftern  309;  ^nforberun- 

gen  an  baSfelbe  309. 
(Gnomon,  (Gnomonjaljlen  54,  55. 
(Grap^ifdje   fcarfteflung    fie$e   %f>= 

bilbung  ber  galten. 
(Grenjtoerte  231,  388. 
(Grö&e  1,  92,  229,  281,  234,  238, 

388. 
(Grö&ter    gemeinfdjaftlidjer    Seiler 

177,  178. 
(Gruubfäfee  ber  2Irttl)metü  10. 
<$runb$agl  einer  *ßoten&  50;  eines 

galjlenfefteuts  7. 

$armonifdje*  SÄittel  206,  207. 
Harmoutfdje  Proportion  225. 
Hauptnenner  146,  183. 
Heben  ber  Sörüdje  (Ouotienten)  135, 

145. 
SilfSgröfce  239. 
Höhere  (Gleid&ungen  358. 
Homogene  (Gleichungen  308,  363. 
Hierbei  381. 

3bentifd)e  (Gleichung  260. 
3maginäre  3afjlen  405—417. 
3n!ommenfurable  (Gröfjen  231,  389. 
3nnenglieber  einer  Proportion  206. 
interpolieren  457. 
3nberfe  Operationen  87. 
irrationale  SSerljältniffe  230. 
3rrational5a$len  231,  386—401. 
Sfolierung    ber  Unbefannten,    ber 
Sgurjel  265,  277. 

Äanonifdje  gorm  ber  Gleichungen 

363. 
Äanonifdje    gorm    ber    fomplejen 

8a$l  426. 
tennsetc^en  ber  Xeilbarfeit  190. 
Äeunaeidien  ber  SBurjeln  einer  qua= 

bratifdien  (Gleichung  353. 
äennjiffer  463. 
Äettenregel  (ßettenfafc)  242,  243. 
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Kammern  122,  439,  446. 
äoeffotent  iSß,  137,  138. 
Äolonne  333. 

jbmmenfurabte  ©rö&eu  231,  389. 
Äommutation3gefe|e  15,  26. 
Äontparationämetljobe  320,  321. 
Äompleje  galten  418—432. 
Äonjjruenj  ber  Saljten  193—201. 
konjugierte  fompteje  3a^cn  419. 
Äonjugierte  furbifdje  8^Ien  397. 
ßoorbinaten  312. 
£örj>eraaljlen,  Äubifjaljten  49. 
ÄubuS  einet  8al)l49;  einer  ©utrane 

62. 
Äurje  Sttöifton  400,  435. 
Äürjen  ber  SBrüdje  ftelje  §eben. 

Äaterate  Saljlen  404,  407. 
Sineare  Steigungen  267. 
Sitterale  ©leidjungen  261. 
Sogaritljinifcfje  (Spirale  429,  444. 
SogaritljmuS  88,  448. 
Sogaritymifdje  (SJefefce  449,  460. 
Sogiftif  2. 

Sftantiffe  463,  468. 
SRafc  &toeier  8al)tengrö&en  176. 
SJtofealjien  176,  229. 
SMiemati!,  »egriff  berfelben  1. 
Steffen    1,    38,    39,    176,    179, 
202. 

SBetljobe  ber  UmfeJjrung  283,  288, 

298. 
SRifdjuttgSredjnung  256. 
2Jttttet,  aritl)metifd|e3  207, 208, 227 ; 

aeometrifdjeä  209,  227;  tjarmoni* 

fd)e3  226,  227. 
SRittterer  8al)tung3termin  441. 
Sßobul  424,  425. 
äJhttttytifation,  SBegriff  berfetben  23 ; 

atgebraifdjer  Saljten  108,   109; 

atgebraifdjer  (summen  124,  128; 

ber  »rüdje  146—149. 
SRultipiifanb  24. 
2IhtIttyH!ator  24. 

Äatürlidbe  flauten  2. 
3(totürli$e  gaftenbilber  4. 
SRegattoe  Sßoten&en  163. 
Slegatiöe  ga^l  93. 
Kenner  142. 
9teunerprobe  200. 
Sfcenntoert  6. 
Sfcorm  ber  lomptejen  3al)l  424. 


Sfcormatf  ornten  ber  (Steigungen  268, 

308. 
9lorntatf  ornt  ber  fomptegen  ftafyl  419 ; 

ber  furbtfd&en  galjt  396. 
9hiK  7,  21,  93,  112—114. 
9hiKpoten$  116. 
9htmerifdje  (Steigungen  262. 

Operationen  erfter  ©rufe  10,  13; 

jtoeiter  ©rufe  10,  23,  89;  britter 

©rufe  10,  49,  89. 
Drbinate  312. 
Drbnen  einer  atgebraifdjen  (Summe 

126. 
Drbnen  einer  (Steidjung  265. 
Drbnungägröfje  127. 
Drbnungsfoefftaient  189. 

tytfcalfdjeS  $reiecf  137,  138. 

$ofyuom  62. 

$ojition3tt>ert  7. 

$otenj,  Sßoten&ieruug  49,  80. 

$oten$be$eid)nung  446. 

$rimfa!toren,  Sßnm&aljlen  180, 186, 

387,  388,  401. 
$robe  einer  töedjnung  292. 
$robuft  24. 
Proportion  206. 
$ro^entredbnungen  244. 
$r;tijagoretfd>e  Sagten  470. 

Ouabratifdje  ©rgänjung  348,  359. 

Cluabratifdje  ©tetdntngen  267,  342. 

duabrottourjet  aus  SBrfidjen  161; 
aus  3rrationaIäal)Ien  386,  399; 
aus  fomptegen  Saljlen  429;  au3 
natürtid&en  Satytn  69—74;  aus 
negatiben  SäfyUn  403;  aus  für* 
biften  SBinomen  398. 

duabrat»ur5el=58egriff  67, 119, 394, 
404. 

Cluabratja^Ien  39,  386. 

Qualität  256. 

Cluantität  266. 

Querfumme  189. 

ttabifanb  68. 

Radius  vector  428,  429. 

gftotionataaljten  231,  388. 

föedbenäeidjen  9,  10,  445,  446. 

9tedjnung3öerfa£ren,3ujamtnenl)attg 

berfetben,    birefte,   inbirefte  87, 

88    89 
9fced)tecffäfce  30—36,  61—61. 
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SRcbu^entc  278. 

föebuaierte   gorm    bcr    fomplejen 

ftaSt  426. 
föebuftion  einet  ®  leidjuug  263, 266 ; 

einer  algebraifdjen  (Summe  122. 
ffieeftfdje  &egel  243. 
Kegel  be  tri  235. 
Regula  falsi  284,  286. 
Regula  lancium  307. 
föefottoe  3a$len,  SaJjlenmerte  96. 
töefolbente  322. 
Heft  40. 

föejtyrofe  ©leid&ungen  355. 
8ttd)tung3fa!tor  109,  408,  413. 
8tt$tung8(umme  421. 

Sdjlufcredjnung  235,  240. 
©tammbrudj  142. 
©tettentoert  6. 

@tufe  ber  Operationen  10,  89. 
©ubftitutionSmetljobe  320. 
@ubtra!tton3*  Begriff  18. 
@ubtraftion8metljobe  317. 
(Summe  ber  natürlichen  Ballen  14; 
atö  algebraifdjenSafilen  102, 121. 
(SurbifdjeS  SBinom  CSaljl)  296,  402. 
©tjmmetrifdje  ©leidmngen  356,  367, 

368. 
(ötjftembrüdje  153. 

Seilbarfeit  ber  8a!)len  189. 
Seilen,  Seiler  38. 
Serminredjnung  441,  VJii. 
SranScenbente  ©leic^ungen  267. 
transponieren,       SranS^ofttionSs 

regeln  269,  270. 
Srinom  9. 

Umformung  ber  Gleichungen  262. 
Umgele^rte  SRulttplifation  436, 437. 
Umgefe^rte  SRecftnungSarten  87—89. 
Umfel)runa,Sberfaljren  283,  298. 
Unab^angtge  ©leidjungen  309. 
Unausführbar,  weil  toiberfinnig  108, 

116,  147. 
Unenblid)  groß  114. 
Unenblicfj  Rein  116. 
Ungleichung  6. 

Ungleid&ljeitSäeicfjen  9,  17,  446. 
Unmögliche  (Sröfjen  (Säulen)  404,430. 


Variable  392. 

aSeränberlidje  ®rö&e  114,  308. 

SerljältniS  202,  203,  229,  233—270. 

$erteilungSredjnung  263. 

»telfadjeS  183. 

«ielljeit  2. 

SBoräeidjen  96. 

Äertbeftänbigfeit  einer  Determinante 
334;  einer  Differenz  20:  eine» 
{Quotienten  43;  eines  »erhält* 
niffeS  204;  einer  SBurjel  84. 

SBiberf  prud)  bei  <3leid)ung3ftftemen 
309. 

äBurjelauSaieljen  69—82,  138,  139, 
161,  399,  471. 

2Burjelgleidjungen  277,  366,  373. 

2Bur&eln  67. 

SBurjeltafel  401. 

SBurjeljeic^en  68,  446. 

*=3töjfe  311,  381. 

fj^dtfe  312,  380. 

SftWen  3. 

gäbler  eine»  SBrudjeS  142,  156. 
galjlbegriff  2,  95,  156,  171,  172, 
388,  404,  419. 

" 8. 

3. 

[4,  432. 

32. 

\  68,  (Seite  193. 


6. 

/  10. 
3. 


3. 
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«IctylMltiftllll  268,  307,  337,  346, 

362,  363. 
mtax%t  363. 

&rdtota3  bon  latent  228. 
Sfrganb  405,  420,  425. 
»r^abljatta  82,  298,  362. 

(folget  441. 

$arbe$  11,  215,  283,  285. 

Stofeboto  241. 

39e^a=(gbbtn  298. 

»cncbctto  341,  342. 

Beringet  XIV. 

»öjout  322. 

$$a8!ata  58,  114,  301,  302,  362, 

363,  402. 
»rafynagujrta  114,  362,  430. 
Gramer  466. 

»ranbi  XVI. 
»ttggS  468. 
»ürgt  465. 

(Santor  3,  82. 
©atbano  342,  363. 
©attdto  337,  419,  425. 
©ranter  337. 
fcrlbljara  362. 
foiftnann  310. 

$'2Hentbert  430. 

$e3caxte3  354,  363,  430 ,  446. 

fctopljantuä  308,  362. 

Stteftertoea  253. 

$re&let  XIX. 

fcrobifdj  11. 

Storfcge  420. 

«UÜib  29,  361,  401,  420. 

<£ulet  316,  322,  430,  444,  466,  468. 

Sfibonacci  (Sconarbo  öon  Sßifa)  402, 

446. 
Steifd^auer  248. 


0ane9a  303. 
©anfen  XVI. 
$aujs  201,  337,  404,  407,  419,420, 

423,  425,  430,  444,  445. 
©trarb  446. 
©lafeel  XXI. 
©rafcmantt  432. 
Oünt^Ct  XI,  241,  337, 421,  444, 470. 

gamüton  432. 
Raufet  3. 
$arm8  434. 
Patriot  446. 
$<M(f  X,  310,  402. 
©eis  283. 
ßerbart  11. 
#ertgogne  446. 

#eron  öon  SHesanbria  361,  430. 
§eufer  253. 

©offntann  VIH,  IX,  248,  402,  434. 
470. 

3bn  mbarmb  307. 
3acobt  337. 
3ambttd)u3  228. 

Äauftnamt  468. 
ÄatttuS  XIV,  434. 
Ääftner  285. 
Achter  465,  467. 
ftlügel  446. 
Äober  434. 

gagrange  329. 

Sa  $lacc  8. 

ßetbltij  267,  337,  446. 

ßconatbo  bott  $tfa,  ftelje  gftbonaect. 

ß'fcöpital  337. 

Sufag  be  33orgo  363. 

Sübfen  11. 

»attljteffen  449. 
3Jtafc!a  420,  445. 
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HReter  #trfd)  283. 

Sfcercator  468. 

Wotyiimneb  ben  SJhtfa,  ftelje  Jücfc 

toartjmi. 
gjlöbiug  420. 
HRoibre  444. 

»ajner,  SReper  467. 
9fcemorartu8,  JJorbamtä  5. 
SRetoton  138,  175. 
fftifomadjuS  bon  (Slerafa  82. 
Sfcofcl  434. 

Ougljtreb  445. 

Vascal  137,  138. 
^ejtaloföt  140,  284. 
$^agora§  228,  469. 

ttecorbe,  Robert  446. 

3ftee3,  t)an  243. 

OTiecfe  420. 

»liefe,  Slbatn  243. 

fftubolpl),  Q$rifta|>$  445,  446. 

§ad)3  285. 


©djeffter  432. 

©djerttng  310. 

©dbleget  VI,  IX,  XVm,  44 

©dblömtfd)  469. 

©cgmtbt  240. 

©mttlj  XV. 

©onbermater  XIV. 

©d}ofortu3  283. 

©Araber  28. 

©djtoetfcer  304. 

©teöin  175,  441. 

©tifel,  amc^ael  138,  445,  4 

©tolj  28,  445. 

©gfoefter  337. 

Sartatea  342. 
$fceon  bon  Sttejanbria  72. 
SDneon  bon  ©nujroa  4,  29. 
$fau$  fd^i  fUj  138. 

öega  469. 
©teta  350. 
»lad,  »rtan  468. 

©aflentin  XVm. 
Söeterftrafj  424. 
SBittftein  469. 
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